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٠دوم درجه فرمهاى مورد در ةزه ونتيجة قديمى مسالة جند

م يإ ٠دوكا وب

ى مهدى ترجمة جد نوالبنين م

معدمه
ف ص و ح بهاى جوا ت ا صحي ك ى معادلة ي ه( مل ج د با جد ن متفير ج ت ممك س  ا

ى٠ | ه ل ر د ا وا ب و ث د- جال ث عداد جه نمونه. بزى با ى ا ح حي  مىتو|ن رإ ص

ا با ك ى ي ه| مل ج د ش دوم درجه ج ى سؤال اين داد؟ نماب ى تاريخجه|  و غن

جيده ت آورده وجود به ى نظريه! و دارد يي س ه هنوز هم مروز  كه ا د ال ت. ب س ا

ن راي فا د د لهل ح ى يرخى دارم ق ها رنت ئ ي زي خير ا لورد در ويزه٠ب ‘نظريه اين ا

ت دوم درجه فرمهاى م متفيرز سه با مثب ن ك ف ص و  ز غيرمنخصعس وانزل ت

ى با ض ى موضوعات از بع صل ى مثال يكى با سازم. آشنا نظريه اين ا سي لا ك

ع دارد سادءاى ح كه ر اً.٠مىكذ ن

فرما ادعاى
ت ر ظها  نرما ١۶٣٨در ث ا ى هر كه د ع صورت به ن 1مىتو ز عدد م ج  كثر حدا م

ى. عدد سه ى ينح عدد ينح t مربعى عدد جهار مثلث ع ت. غيره و صل ون  وى ن

ل به ى  درنامه سكا ر يا زا ١۶۵۴ د  كه ى  نتيجه مهمترين ن عتو، به كزره ين ا

ى .ىكذد٠ ياد آورده بهدست زمان آن تا عا ى نرما اد  كزره، اين اثبات بر مبن

ص به صو ت بزى ح ى عدد سه حال ا٠ئ ورد٠سسار I مثلث ت. قزركرنته ك س  ا

ت س وي س ييش، سال د ى نوشتن كاو شتها ض ياددا آغاز ز حود روزنة ريا

ى كرد. ك ن ي ستي خ زن ب ا طال ت م ره با شده. ثب ثا س معروف عبارت به ا  ارشميد

ز1 خ٠غا ر ا ت و د و ث دارد ز ١٧٩۶ زوئية ١٠ ى

* * E TP H K A  n u m : A + A + A

 مثبت صحيح عدد هر كه حكم اين بزى اثباتى سد٠مىذوي كاوس اينجا در

m ع صورت به ن1مىتو ز م ج  اعداد است. يانته نونت، مثلثى عدد سه م

ى ت مثلث ر ا١م + ١( .... ،١۵ ٠١٠ ٠۶ ،٣ ٠١ ٠٠ از ذد1ءبا  بنابزين .... (

 ا۴٠١ز1 ذد1ءبارت مربعها ...؛ ٠y(n٢ ؛ 71( .... ،١٠ ٠۶ ا٣ا١|ز ءبارت|ذد مثلثى وعداد . ١

 ؛ ... )؛٣^٢ - („ .... .٢ ٢ . ١ ٢ ٠۵ ٠ ١ از ذد1ءبارت صلعى سج اعداد ...؛ ،71 ٢ .... ٠١۶٠٩

ض واعداد ض ىا٠در و.... ٢71٢ -71 .... ٠٢٨ ٠١۵ ،۶ ٠١ از ذد1ءبارت ثنز  ن٠ام71 حالتكل

ض عدد ض ص ؛ k - ٢(7أ٢ - تع) - f)n[ دوم درجه جندجمداى با k مرتبة از بذ  مثخ

، بزى ٠مىثود د ى نيز رإ ٠ عدد ٠ها ٠كزر كردن ا د عدد ي ن ب به ضلعى ب  لم.٠مىاوًري حا

ى .٢ د ز ه ا .شا ك س ي ل ريخ ازتا -وثق برر ح ز ن اوليه - .هكذيد٠مرإج ]٢۴[ به ٠زجع٠ وليد

س كزرة ى اين به كاو ت معن س ه وسيلة به  عدد هر كه ا مل ج ذد  درجه ى1ب

ص متغيرى سه و دوم ش قابل زير خا ت نماي س ا

i ؛ 71٣  Tlr Til 71١ 71؛ + nl
m= ل + ا + أ

د7٤٣و77٢و7ء١ كه ء ح د1ا حي ت هم اين هستند. نامتغى ص س رزا زير معادلة با ا

٢ + ١(٢٠ ٢ + ١(٣ + )٢ T( + ٣)٢^١ + ١( m i X 

كاIترتيب بدين رة ز سك رزاينكزره و ه1 هما ك ت ى س عدد ر ل به ه مك Am ٣ ث i 

ع م ج ت. نرد مرح عدد سه م س ر، ا ت ي كل ة في ى ق ك ه حا زاينك ا٠ي ا  دقيقا عدد ك

ىهتكا ع م م ج ل به كه اسست مرح سه م ك < به(زى Am  f( ۴ ٧( ث °6 

د، بان ن ن ي ت ع ر ح رد ر لزا ١٧٩٨با ت Iد ن ا ي ر ا ت ت س ن و ب وكا كتا ر د

ا ق ي ق . تح ا ت حود ى٠ح ى اثبا طع سى قضية اين بزى قا سا  اينكه داد. ازئه ا

ى هر ع عدد م ج ر م ا ه ت مربع ي س ش ا ن يي زآ ر ا ت ١٧٧٢ د س  نزلاكز بدد

تاويلر بريايةكارهاى و با ث ه ا د ر بود. ن ى ١٨١٣د وث ن ك ت اولي  بزى ز اثبا

ت ى حال ى كل رد1 نرما ادعا هك ن زئ ى ى٠روذ به ز وآ ر) [اما مقدمات  از دنوا

ى عدد سه قضية ت نتيجه مثلث ة .كرف ي ف ض ن قد كو ى ين  به I سست  ني  كه معن

ى عداد ة دارندكه وجود ا رازن كمت ى عدد با ع ضل د ل k مرتبة از جن ش ناب  نماي

د، ست r~ ١ نمونه بزى ني k ن ي ن ت. ب س ا

هدير بعد مدتى كل ى تعداد بزى زيبايى نرمول ي ها يث ما ف ن ختل  m عدد م

ع صررت به م ج ى عدد سه م ت كرد. عرضه شلث حال ر صىكه د  Am ب ٣ خا

 تعداد فزونى با اسست بزبر تعداد اين كه ٠مىكويل نرمول اين است. اول عددى

A ٣ ييمانة به (مربعها مربعى ماندءهاى m i( ت ب  به مربعى ناماندءهاى به ن

صله Am -ا-٣ييماذة أ١ تا ١ بين درنا ش عدد ۴77.١+ ى مث ت مثال س  ازعدد ا

ضلعى ى عدد مين ط ٠سه ازمرتبة جند ع ضل  صورت به ن 1مىتو ز k مرتبةاز بند

ع م ج ت جملة 71 م خ ا ن ك ى تصاعد ي ب ا ش اولين كه ح ر ١ جمله( د  وق

ل زى . ١  تا ١ ٩ سانئ به مربعى هاى ٠ماند ٠٨ 771 + ٣= ١٩ لذا و 771 = ٢ وقتى ثا

 نزونى بنازين .٨و ٣.٢ز1 ذد1ءبارت وناماندءها ٩ ٠٧ ٠۶ ٠۵ ٠۴ . ١از ذد1ءبارت ٩ = ۴771ب ١

داست ٣ (ينجا در ى زرتعداد ك ها ى عدد سع مجمع صورت بد ٢ مختلف نايث ث ل ت: ث ا



ر ى، ر نث ض رة ٠٨ سال يا ٢ شا

ى دنبالة هميزطور، ها  عبارت مربعى عدد

ز ا ت ٣۵ا .١۶،٩ ،۴،١-_.

ى عددهاى ١شكل ع ضل د ش ب  مهمى ت

ت ب ف اسهت k - ٣ آن ن ب بدين - نمود تعري د توسط عدد اين رتي ن  ى جمله! ب

k ۴<7لأ دوم درجه  -  r )n ؛ ٢ ( ( ؛ ص - خ عداد ود.٠مىث من د ا ن ى ب  ضلع

ن ازنا همازطوركه س منعشأ آبد برمى شا د ل ر د ىتوان٠ ز اين رند. دا هن ك  ت

ه ١ د ه ز كرد. شا غا رآ ر ٠د كا و ش ر عداد نظرية وز زيادى بخ  خواحس با ا

ف حن عداد اين م ى٠وسا ا ى ردذبالهها رد ارتباط هندسه با بودكه عدد ].٢[ دا

خير ى ا ت كرد. خاطرننان ]١١[ كا س ضى كه ا ل از بع ئ ا ب م  و جال

ر ر دشوا ش مورد د عداد نماي ح ا حي ع صررت به ص م ج عداد م ى، ا ع ضل د  بن

ل هنوز ه ح د ث حو٠ جزئيات، به ورود بدون ذد.1ذ م1ى ف به ه صي ا تو ك  از نمونه ي

ى مسائل اين رI كه بيردازم فديم ى حي ر ييسرنت ل د ل آن ح ص ت. شده حا س  ا

ش ندر لزا رويزي ش١ نظريه بكتا سوم د ى ابزإرهاى با ،١٨٣٥ در ءد\د  مقدمات

ع ١٧٩١ز1 تر٤بز عدد هر كه كرد ثابت م ج ها م ى عدد ر ب ث ى ث ت صلع س  - ا

ى سؤا ح كه ل ط د م ش عدد سه واقعآ آيا كه بود اين ث ى ث تكفا ضلع ذمىكذد؟ ب

ة كاربرد با ي ف ز[ ١ ن خ٠]١٠ا ه زير ا ج :٠ ب ود ىت

ه. ضي دا به عدد هر ق ى زة ا ع ٠بزوئا كان م ج ش عدد سه م ى س ت. ضلع س  ا

ه ك جا ن زآ ن7ع ا مي ش عدد آ ى ن ت  ٣  - ١( بإبر ضلع ب  عدد، اين و ا

ن٢7٤ - ١( مي ى عدد )ا ، نيز شلث ت  تقويمتكنندة نوعى) به بالا، نتيجة د

ى عدد ه٠ قضية ت. كاوسى شلث س شI ولى ا كال د1 اين ش م ة كا ه ك مت ت س س )ني

ن ي ل در ٠ك معنى د ضر حا ح طور به ذءى;:ذان حا ر بزنكتدين ، كرإنى م

ه ىك د د ع ء م ج ى عدد سه م ى شت ت ضلع م ي  هيم بخوا اينكه مكر كرد، تعيين ن

سهايى ندما حد ل شأ|ين٠بعدأمذ ما بينيريم. 1( ريمان فرضية ن شكا ديد. هيم خوا  ا

ش ه به ختن يردا ز ا يي ل ى برخى و نعايش كلى سا ها وث ر د عه ا وا كا  د
ه) اين مطالعه برإى شده صد سال د نتيجة دو رم دا ق ورد جدي كردرم نرمهاى دي

ى جايكاه به توجه با ز دوم درجه خ ري ح آنها تا م. تترب  كن

مانوجان ئ از اى مقاله
ر ت ردى ى٤تأثيربز ]١۶[ ى1متاله أمانوجان٠ ١٩١ ٧د حفيقا ت

ر بعدى ش زمينة د عداد نماي . برجاى دوم درجه نرمهاى با ا ت ث ا ن  اين وى ك

عداد همة كرد: بررسى رإ مساله ح ا حي a ص b c d ييدا 

ح عدد هر كه كنيد حي ى ص ب بر ن بتوا ز مثبت س صورت به آنها ح

ax\ +  bx\ +  cXy +  dx\

د باستان دوزن در ءعدإد نظرين مائل ن ت ث -دا

ك داد. نمايش ت بررسى ٠ي ت به حال ى حال سعرمكذذده)١ مقدمات ص و خ  ش

عداد كه مىكذد ى ۵و ٣ ، ٢ )١ ا م كا ل هن ى قاب ه نمايث ك د شن  جمله سه ه

 )،١ ٠٢ ٠٣١ ٠ا١ ٠١ ٠٣١ ٠ا١ ٠١ ٠٣١ ٠ا١ ٠١ ٠١١ باشن: اينها )٥ ه١(ء اور

م .ا١ ٠٢ )۵١ يا و )١ ٠٣ ٠۴١ ٠ا١ ٠٣ ،٣١ جكدا  سهتا.يى هرمهاى از هي

aأ + bxأ + ثتء٢ x عداد همة متادير، اين با متناظر ش  ا  ذمىدهذد) نماي

ن ري ت ك وب ب به استثناء موارد ك رب ت ت و ١ ۴ ٠ ١ ٠ ،٧ ٠۶ ،١۴ )٧ز1 د1ءبار

ن .١٠ ى نرم ۵۵ -رتيب دي راي ن بها ىيا سك بر زيانوجان و مىهاد ن

س ى طور به كه سادءاى عد قوا اسا جرب ر ت عداد مورد د ح ا حي ش قابل ص  نماي

ة سل و ف بالا سهتايىهاى د ن ت نتيجه بود كرده ك رن ر كه ك  ۵۵ اين واقع د

عداد تمام فرم ش ز ا هذد. نماي ىد ة تعميم م ل ر به مانوجانز سا ي  نرمهاى ا

ت كارى دوم درجه س ت دوم درجه نرم يكا طبيعى. ا ى مثب ي ا  مقادير با ح

ح صه طور به يا١ صحي كا خلا ت ت٠عبار خرم) ي س از 1 ا ك ه ي مل ج د ذ  همكن ى1ب

Q , تت٣١ تت77(أ دوم درجه x  -  Q {x ح صرإيب با حي ى كه ص ه|ل ب

ى X ص ٠ ن ي ط حف ر رت Q( < ٠ د (x ق د ن ىكذد•٠ م مىتوان b نرمى بني

ى ماتر نمادكدارى با س ت به ي ر و Q ه ir ) -  X A x ش ر كه داد نماي آن د

٢ = A ف ص ي ت شنارؤ ماتر ه اكر .است شب ي ى دا س ها ر مات

A ح Q آنكاه باشند، صحي (x ا ن1مىتو ز ك ى با نرم ي ري ت ح ما  ناميد. صحي

bx ب dxI نطرى نرم مثال برإى  +  c x ا a x X ن ي ن ت. ب س د ا  حرذا شا

ر ز آخر عداد همة كه نرمهايى زمينة د ت ا ى  مثب مايث هذد٠ ن  اخيرإكانوى ىد

ه د ز ر ع شنيب  دادءاند. ٠بهدست زيررإ زيباى قضية آنها باشند. وا

ه ضي ا اكر ].٢[ ق ك ت دوم درجه نرم ي ى با شب ري ح) مات ا هر صحب ك از ي

د ا ن ا

۵, ۶١٧, ١٠, ١۴١١۵,١١٢١٣

هد، نمايثى ز ح \ءد\د همه ذكاه١ ب ت صحب .د\د هد١خو نمايثى ١ر شب

ل ٠د . ١ ن بعد ا ك ي ى ]۵[ د كه ي زانن _كى رد  ا ١ ٠٢ ٠۵ ا۵١ ا متناظر خرم يعنى .فرمها ا

ش ز ١۵ عدد هد٠ذ ناي  مربوط عل قوا مورد در ٠بهويز ،مرارد ساد در كه كرد ثابت اما )ىد

ص هاى سهنايى به ت كفته درست زمانوجان ،خا .اس



س صالة جند جة فدي ١١دوم درجه فرمهاى مورد در تاز. ونتي

س. ى اكر حد ت دوم درجه نرم ي ب ر با م د ح مقا ي ي كا ٠ب ري د ه عدا زا ا

,١ ٧ ,١ ٩ ,٢١,٢٢,٢٣١٢۶٠, ١,٢١٣١۵,۶١٧١١٠,١٣ا١۵ ,١ ۴ 

۵٨,٩٣١١١٠,١۴۵١٢٠٣,٢٩٠,۴٣, ٣٧, ٣۵,٢٩١٣٠,٣١,٣ ۴ 

هد، نمايثى ر ح \ءد\د همه ذكاه١ ب ت صحي ب ش ر\ م ي ا د\د. هد١حو ن

ا(ين ه ر ر ق ك د دني ت ه بدين ه زك ء + ۵xf نرم معن ءأ + ۵إ  x\ + و

هد٠ نمايثى ر ١۵ بجز (عداد همة د  و ى

x\ ب ^٣٢̂ + ٢ءتع + ٢٩xj + ٢٩^۵۴̂ + ٢٩ئتل  +  x ١x إ + ٢  ۴أ

عداد همة ر كانوى ر. ٢٩٠ بجز ا ع ب ي ن ث ر وا ظا ن رند دا انت ا ن د ى ح هكد  ب

ود.٠ئ نضيه به تبديل

ر زمانوجان ه ]١۶[ متاله(ش د ل د سا ح نير ر ز ط  كردن ييدا ىكذد:٠ م

b x  +  cxj +  d x + ى ها ء ح (عداد هعة كه أ حي ر به ص دا ى ان ن  كا

هد. نمايثى ر ه اين از وى ب ل ه عنوان به سا ل ر; سسار ى1سا و\ ز و دث ب  جال

ه اين ىكذد.٠ ياد ل س سا ر ]١۴[ ركلوسثر . ااسا ١٩٢۶د د ر ك  مقالة حل

شانكريكى كلوسترمن ت ن رق ت ي ت، مهم ي ن وى زير اس ر روثى مقاله دراي ي  ر دا

د بهيود ب خ ن اين و ب مكا ت ر ا د د ابه كه آورد ب ك م ى برآوردى ك م خ ن  برى م

ع اكنون كه اًذجه م ج ا به دارد، نام كلوسترمن م ك ى نتيحدكيرئ ي غ ر كي  مورد د

عداد نمايئى ى نرمهاى بهوسلة ا رتاي ها ع اين بيردازد. ب م ج رين م درسادءت

ى ث كل ك ش ع ي ب ى م ه ت به متنا ر و ر ه ت ز س ا

(ه ل = خ6٣ه)"ل!+ءا ك ( أ أ و, )

ى P كه ى  و ول I عدد ح عدد ح ت ص س ر Pبر كه ا ذ ي ث خ ت ب س ة ني ^ن وا و

ت. P ييعانة به d ضربى س  دوم درجه درنرمهاى ديرىكاربر روردكلوضرس ا

ى٠ب ل ا ك ش ر ن رورد بهترين ويدك* باوًرد بعداً اما ٠بود ا ن1 سك آ رإكارزد: ت

٣spp > \K (n ,p\

آمد. ت١بهدس خمها برى ريمان نرضية از ى1ذتيجه صورت به برورد اين

ن زمانوجان مقالة جني ش٠اذكيز هم خ ى ب ى كارها ر زياد  نظرية مورد د

ش نرمهاى دثوارتر د ت. بوده س س ر وى ا ا د ك س ي و رن ن ن ي ن  نوشت: ب

ى ءد\د١ ج ل بمه ٠ك ^ ك +٢+١٠ء٢ ش ، ء٢لأ ن ت د١۶+ءلم ۶( د١\ءد ب (۴ 

د ت ل ئن١ به كد نردى \ءد\د كد حازى در ه ، شك ن ت ى ب  \ءد\د يعن

,٣١١٣٣١ ١٣٣١٢١٧۴٣١۶٣١٧, ٢١, ٧١٧٩١٨٧١ 

, . . .٢١٩١٢٢٣١٢۵٣١٣٠٧١٣٩١

ه ناعده از ظاهرا د ى ى١ا د. يرو ىكن ع ن ن ك ي ى با د لال د سث ة ساد. ا د ه  منا

ر رمانوجان عداد مورد د ه اين اما كرد دأييد ز زوج ا ل عداد تعداد ايًا كه سا  ا

ش كه نردى د٠ذ داده نماي ذ ء ت نامتناهى ى س سز تا ٠نه يا ا ل اواحر ٤ه  ح

ه د ث ه ]١٠از[ بود- ن ي ف ود٠مىت نتيجه زير ن

ه. ضي عداد مجموعة ق زمانوجان نرم وسية به كه نردى ا

x X x \ ° x l

د. نمايثى وذد دا ىث ت. متناهى ذم س ا

ز اينجا در ت از ب ى كرن نتيجه اين اثبا ص خ ها تعداد برى ش ستثنا ت ا س  بدد

يد ىاً ع وارد .ذم ت ن س هر هااز نوجانرما ن ستثنا ل ا م ت كا  هم يكر د دونآى و ب

ن1وسرذد ١اخيرءاذو .٢٧١٩و ۶٧٩ دارند: وجود جا ز ف ٢ا ي ر ب مقالة ب  حال

ر كه دادءاند نشان ]١۵[ توجه ك ضيه ا ن ىها نر ى ريما ص خ ش م، ر م ري ر بيد  د

ع وا . همينها استثناها تمام ن د س  ه

ة ل سا ش٠ذ م ا

ى بالا مثالهاى مك ة اين به ه ل ى سا م كه دارند تعلق كل مي ه ف م ب دا عداد ك  ا

ح ح ت ص ة به 71 مثب ا وسي ك ت نرم ي ح مقادير با مغروض مثب ح  مانند ص

)Xfn ,x ١. ى1به ) ح رهاى ردا ر ح ل ،X ص ش ناب تعداد هستند، نماي

ت رها ردا كونه اين س دتا ن ه رها بردا اين توزع و ب ون ك ت. ب س ا

ى Q = 71 اينكه برى لازم شرط ي (x ب ح جوا ح  اين باشد داشته ص

ه ك ت س ى ا ثت ه من Q دييمانة ه x  =  71 [q ى1به عداد همة ز ح ا ح ت ص  مثب

q ب عداد روى 71 ديكر، بهعبارت ويا باشد داشته جوا ح ا ح ى1به اى4< ص  ر

ل Vهر ش ناب . نماي د ن ا ى ب ر ذ شي ماي ضعى ن ة 71 مو Q بهو-ي x ى  يعن

ل ى ح ر همنهشتيها، اين يذر ت د ى حال ا وجود كل ك ب ي ح جوا ح  برى ص

71 = )x. ن ر ) ي ض ينكه ذمىكذد> ت را ى مك ا بدجا ك ى نرم، ي رزى1هم ردة ي

ص خ ش ه مفهوم نإردهجم. ز ٣بهذامكوذه ازنرمها م كون  اولين برى ازنرمها يكا

س توسط بار ر كاو ت د ف برى شد. معرخى دوتايى نرمهاى حال  ابتدا آن تعري

٠و ٠١ نرم دو ا٠ًمىكويي د1هم Z روى ٢ ذ ىت ز ا1 ر ك ي ر Z GL(m(ك  ج ١

ه وجود ت ث iZJtA = ^٢ كه باشد دا \U كه A ى Ax و ١ ها ري ت ظر ما  متنا

. ن ت ) دوخرم ا٠ًمىكويي ه ت مب ٠و ٠١ [ ل به ٢ ه1 رند دا تعلق كونه ي ى1كرب  ر

ى ٠١ q هر ^ Z شد نرمى همارز ت q ييمانة به كه با ش  است- ٠٢ همنه

ى ب اين بيان ديكر ره ي طل ت اين م س  P هر به(رى ٠٢ و ٠١ بكوييم كه ا

ى٠ عداد د ح ا ح ى هم(رز نرم دو هستتد. رز1هم اى—P م ^ Z عداد ح ا ح  ص

ى ن ا ك ش  ي ي ا د ن ه د ى ل بنابزين ٠م ئ ا س ر ش. به مربوط د مىتوان نماي

سى اشياى عنوان به ر نرمها ارزى مم ق ردءهاى سا ت ر د ا ظركرن  نكته اين - ن

ه1 مهم ك ت ى تنها ازخرمها هركونه س زتعداد م ردة متناهى ا ه ل رزى1د شكي  ت

ه د ت. ث س د نتيجة ا ت ز همي زد .دشن ر منهوم اين ا  ٠مىسا

ه ضي ى ؟، هر به[رى اكر ].١[ ق شت . =q[ 71 [ييمانه همنه ( ء  جوابى (

ه تت Q كه ى دركونه! آنكاه باشد، دا (x ر ت نرمى دارد قرر آن د  71 كه ه

ت به ر ح صرر ح هد نمايثى ص ىد ٠م

د هر *ج ىر نظر ؛ ى ينيرى نعايش د٠م ع ف ر م م ز ل نامتناهى تعداد سن

ى هثت من ت، ه س ر اما ا ر ذع وا د ن د ى تنها نظركرنت ه ي وك ر دا  دترمينان به مق

D  detM لأ و ا ض ى 71 به ا ك ست ت دارد، ب غاي  تنها اكركونه ىكذد.٠ ك

ل م ا ا ث ك ذكا باشد؛ رزى1هم ردة ي ح قضيه اين ٠اً ا ر ي عيا ى ب خن تب ي ضا  برى ر

م1سز اين ا د ك ه ك عداد ل ح ا ح مايثى ص وذد داده ن ىث ر م ر د ختيا رد٠ ا  .ىكذا

ت اين اما ى حال ت نادر حيل س كر و ا ى D يا 771 ا ى خيل د .نر ت ن ا ئ ب ي ن  ب

د.1ذمى اتفاقى ١٠x رمانوجان نرم ذت j+ : xj [+x كه دارد قرر ى1دركوذه 

ل م ا ت. همارزى ردة دو ث س ربا ردة ا ك ٣x دي ١x ٢x + ٢xj + ٣x؛ — ٢ ٣ 

د٠ داده نمايش ر ب بدين .ىث رب د هر ت ن ن ب ت ممك س م كه باشد معلوم ا  كدا

عداد ح ا حي ل بدوسيلة ص ن دا ى ح ك ر ي زذ ىكوذه٠ا ى ها ث ي ا د. ن رذد٠ دا اما ىث

1. Ono 2. S o u nd arara jan  3. genus



ى، نثر١٢ ض ٢ شارة .٨ سال ريا

ل ك ت اين ش ن كه اس م فرم آن كنيم تعيي دا ه است. ك س ن ى اين از ك د م و  ت

ت انتظار ث ح اعداد كونه. يكح در متغاوت نرمهاى كه دا حي ى ص ن ا ك ز ي

ش ن ناي ف-اي ى٠و كه دوايى نرسهأى سورد در د ر هها ت ش سن  أنها ناي

ى ث خ لدربر ة ردءاى ميدانهاى ازنظرية ب ك هودرايتجا ف٠س ذ*ىيردازيما أن ب
. درست ت ي ر ن سر، يا متفير سه با نرمهاى مورد د  اساسا موضع اين بي

ى ما و است درست مخوا سع ن كرد هي ى مواذع به دنيقتركرده، ز اً ص  كه خا

ى1سهتو بهارتايى فرمهاى درمورد دي دي يذد ي ىاً كنيم. اثاره م

ت آزاليزى رهيان

ى ٠رإ كا٠ي ع ي ة به كه است اين طب ش سال ر ا ها تعداد ث ث ماي زآنا يم. ز ا ببرد ن  لي

ق از ا سبرى طري ه اين در ت ل ود٠ ركرذته1بهك سا ىث

ti(z ) = E  e(zQ (a )) = J Z r (n )e(n z )
aeZUi n>٠

ى سرى اين و e iriz —  آن در كه  تعداد بإى مولد (فورية) سري ي

شها ما z{ يعنى ن m; Q a  =  n 71( = *،}# ع. . 7٠)7(إ = 7) ت ا

ع با ىتدان٠  موضرغ اين ى كردن ج ي ا ه د ه ج ك ل و | ع ج ز . ا ( ه ) ر ي د ظ  م

ن آنها ا ك د ي ئ ت د ه ه ا ت .كرد ٠ م

ن زاكوبى ي ت ى خ ع كه بود ك ا وا ر رإ ي ل د ئ ا ش م ;*كاركرنت. نماي

رنه /!ى ر وى ن +  مورد د f  ب x\ ب   (l ) =  x حاد ى ات ر زيبا  ز

. با كه كرد ارإئه (ا د فا س ى توابع نظرية از ا و غ ت ي د ه٠اً د بود د

ne (n z )
\ + ( —S)ne(n z ي١+٨ج( ي) ت(

ا هر اكر ك ز ي ه صورت به ز ع٠ج اين جملههاى٠ ا ك ى سرى ي س ط هند س  داده، ب

ب ي e صإ ( n z م هم با ز ي ذ ك ع ع ه ن1مىتو ٠ج د ه ا ى تعداد كه كرد من ها مايث  ن

ع صورت به 77 م ج ت جهارمربع، م ث ع بإبر ه م ج n شمارندءهايى م jl ت س  ا

ب كه ضر د. م ستن رني ت! تعداد اين لذا جها رني صغ ز ؤ رإ ه

ىهر ى تابع يكط تتا سر ل طي ة روى ت ح مف م ىبا ني 4 لا i ط ى خ  يكط حفين

ى مرز ج ا أن طب ت . تعريف ا د ه ر م ى٠ويةي حا(ىكه د ش ا ح٠ نعاي  ح

)Q (x ب ي إ غ ر ع اين نورية د ب ى٠ذهغتهاذدا ها هي ن وي ضعى نعايت Q(مو (x 

ر در آ ع رن ب ر ا زديكى د ط ن قا ى ايدة ذهغت*اتد. ئويا ن ل م ر ا ش٧ د  اين دايد. ل

ت س ر كه تابعى بهوسبلة  كه ا ط د غا ى ن a كويا /c ى رختار ه ب  رد دا شا

ب ري د زده تت و ها وبعد ث حل ه نوريه ى ب ب ا ت د. م ون  به ىشود٠ منجر ايده اين ث

سم سعى اينكه ى با 71 < ٠ بهارى ر! ٣)n( ك ىنا مر ه نا ب مت رتقري  زنيم زي

)١( )V 4 (n ١_’/p n  c٠ nm

ن كه رآ A د c{n ص متناهى نمايى جعع يكط خ ت مث س ت  و ا ى ثاب  مئبت

ت س ى Q نرم به كه ا ك ت دارد. ب

ن سرى سرى، اين ي ك ه ت د مي د٠ نا و ث ه از زيرإ ى ن ي ك ى ى ها ت كويا

j ( z د.٠ حاصل ش ن سرى ى كي ل ارتباط ت حدينيرى با توجهى ناب
ضعى Q( = 71 مو (x .ض دارد د نر ي ن د q ,77.(7 ك ى بهاى جوا تعدا ت هث من  ه

Q( — 71 (ييمانه/)إ (x .ن باشد ه داده نثا د ت ث س ى كا١ئ كه ا ث ي ا ى ن رب ض

)T , A c { n ) -  r ipa p(ra ن داردكه وجود ى ٥( دراً ى?.؛  جكال

ش اي ا1 ن ب و , حد ت ؟ ) / ؟ " - '71(7 p، : _ oo= a p n  =  limص ١ خ ف

ب سرى مى'ثود. ر ض صل حا لا و قأ با ي ن ى د ت ى به ون كإ حد ي م ه ر صف ر د غي ن ت  ه

ى حل كه ر ذ ى ي ضع ه ز مو مبا داثت ي ق همكرإيى ،771 ( ٣ (اكر ت طل .1 م ا ت  س

ى ل ك ت ل ا ح ر ت ٠د هيان ر آناليزى ر ة مورد د ل ا ى س مايث ح ن ح است اين ص

م طو كه ي ب

(^)٥ + >rc) =  p (t7(٣

a و-عىكذيم (n ^(^)ش ز زازبالاو ت و رني نازيا صف نعاييم. بإورد يي
ر ماخ تنها ى ٠?)7( اينكه بإبر د ت، صعر وقت س سا ني سا  ى٤بز به ا

١-7im/T ،ه1 ءاى اول اعداد وجود امكان باثد ك ت Q س (x صعر أنها لآى1به 

Q = ٠ pa (ييمانة ى،1ه بهارى يعنى ندهد، نمايش اى—P صورت به رإ (x 

هد نتيجه ى .X = ٠ p (ييمانة ب ن  < ۴ وقت ي ن ى رد، ندا وجود ى Ip ي س

ن ي را ت د ى حال p( ونت (t7 م صفرنيست ري C/٢-١ دا ^ p ( t i ) >  C7l m د

تI معمول اعداد تحليلى نظرية (در است. مثبت ثابت مقدار د كه س ن ي و ن  ب

٢ ١/p (t7) >  71mمثبت ازتابت صورت دراين ؛ C ضحنى ت٠ثا بهعنوان 

ن 777 = ۴و7س٣ لآى1به ىثود).٠ ياد ي ن  اما دارند، وجود امكان يى̂ P ب

D شمارندءهايى اذًها jl د ن س ص رإحتى به كه ف خ  (كرتوانهايى .ىضذد٠ من

كه د توانها اًن به وتتى اول امداد اين ن رت ى  محدودكنيم، مىشمار'د ز  ٠م

ى آنكاه ن = ۴ ونتى P(T7( ص ٥ با إ ك p( ء n  7l / log(log7l و 

p 77١ا٢ءل كزن ء < ٠ هر بهارى ،777 = ٣ وتتى (n ن ز كإ ريم.  دا

 امست: مد رآ كا نا زير معناى به و است ء٢ ١ل زيكل از قضيه|ى نتيجة (خير

ه ٠ز هيج د هث خت ذا ى ى1ث ص بإ كا لآى1به ضمنى ثابت كردن مشخ  ي

ه داده د رمنثا اين ندارد. وجود ث م  در روش اين بودزكاربردهاى غيرعملى ا

ل اين رفع و است يى1سهت نرمهاى ورد٠ كا ث ى ا ه ي ل ة حل سا د ن ى1 ن س  ا

ى اى٠ب رإ ريمان نرضية اكر است. اعداد نظرية در عها اب ر دت  ببنيريم، يكله د

راً يكاكر!ن 771 ت ٣ حالت در ن1مىو أنكاه كرد. ارائه د٠يايينكا

س۴ بلاذاصلهكران دايره روش )ى،7بالاى(أ درموردكرإنهاى |)|( ا

د٠ سستبدب رإ ه د  تارتاكوخسكى دستاورد زركه نتيجة آوردن دست به بإى واين ى

.ىكذد٠ كغايت است

ى ؛.٢٢[ تضميه ى بإ ر، يا متفير يتح با نرمها دا به عدد هر بيثت ى زةت ن ا  ك

ى D ييمانة به كه 77 بزيما ث ي ا ى صحيح صورت به ثرد، داده ن يث ما داده ن

ىثرد.٠
ق در ه = ۴ حا ك ز ن إ ك د نكر |٠)7٤|( دربالابرإى ^ ر(دذيذأ)٤دي ث

 فت: يا دسست مهمثى٠موذغيت به كلوسترمئ كه جاست وهمين ىكذد٠ذ كفابت

ط بإورد وى ه77( به مربو ه ودرنتيجه بخشيد بهبوب ز ) ي ف نرمهاى به  بالا ن

ا ه ش ب معينى اول اعداد ونتى تواذهايىكه اينكه به شروط ‘داد ثمسرش ر
د محدود مىشمارند، رإ 77 مىرسند توانها آن به و ط اينكه يا ن  نمايثهاى نت

ر با نرمهاى برإى (اوليه) نمايثى قضية .ثرند نظركرقته در اوليه ها  يا متفير ب

ر ت ت ي ه اثبات نيز جبرى روثهاى باب د . ز ؛١([ است ن دا ني ي ب  نرمهاى درمورد ب

ط كنون وتل دارد وجود عميقترى ماذع هتايى٠  برطرف در آنالرى فت رهيا فت

ى است. بوده مونق كاملأ مانع اين كردن زبطة اسست طبيعى منظور اين يإ

 ٠بهكاربكيريم ز اذهاى٠س نرمهاى و دوم درجة نرمهاى ميان

ب  ى1اذه٠بي نرمهاى فورية ضرإي
ى نتش س سا ى دوم درجة نرمهاى مطالعة در اذهاى٠يي نرمهاى ا  ازآنكه س

ه انً به زمانوجان و هاردى ر ا ث كه توسط كردند، ا ر زيكل و ب ا ي . روثن ب د ث



ذ ة ب ل ا س م دي جة ق ١٣دوم درجه نرمهاى لورد در تاز، ونتي

ش اين ن ت ي توا را عي م ن ك ت ف ر ا و ل نوننا در ‘١)و2( ٠تآ تابع ك ي د  زير ت

ق٠ ى r كه٦ ج r (دازإى هىكء د عرؤ ي ى زي ن هت ص هعن انكروه خا

است) ى1ييماذه

٠( ه ء٢مل ه٠٠ا ه7ءء)ل + ل ( ة + ع ) ء ^ (

7 =

- ب ري ى ض ص ص صرح طور به رإ اًن ن1ىتو٠ كه است خا خ كرد ش  X i

بعتا مورد در مطلب همين

E z  ٠  E p n e n z  ١) ء٠= (

ت س ت در س ه طورى كه ا ت خ ه ا د ت ث س ر تا ا ط د د كويا نتا ن ما  تتا تاح ه

. ذ ك ر تا ن ت معنى يدون اين ر س ل كه ا ض تنا

ا ح٠لآ ه ( „ ) ء ( = أ = ى ( ه ) - ء ( ه  ر۶(

ى تابعى حليل ر كه اسست H ت ق تبديل نانونهاى همان د  اما ٠مىكذد صد

ى ش اين داة ه وي ك ت س ymتابع ا r f ( z ت خارج روى م r ن / n 

ف ري وثتع ت، خ س ر ا ر آنجا د دا ن f( ديكر' رت عبا به (ست. كإ ( z .يكس (  ز

ت. ت٣تئ وزئ بما ى١٠يز س ه ا ل ن سا كة ختن ر ٠a(n( برإى بالايى يأ  مسألة نع وا د

ى زكزن خت ى بزى يا ب ي ى نوريه ضري ي ز . تيزءاى نرم ا ت ر ا دا ز وك رن  ص

f|( بودن / ۴ | / ( zى ن ا ت ز ٥(^)  77اأجج١م بزورد ا اسست ك س د  بهد- د

ت بديهي كزن همان (ين س مد. بدد ت. داير. روش از آ س ل زنكين، ا  و لس

س ل لآر سق د هم از س ت ن ا ي ر ى كه د ى زيباى صررتبد  دايره، روثى از ديكر

ى نظرين و ٠ر نكا يوا سرى بر مبتنى انجام صلاح I كه دارد وجود ساده، ]

ء ذ ط ئ ر ز كلوسرس ز ر را رآورد هورتبذى. اين ىكءرد.٠د ت ز د  د
هد٠ د ه به ز ا٠ و ى ب ا ن ن م ى با اً ن ر كي  مىخو|ذد: نز ) ١( ت

٢١( )n m y c K n c J n c ٢) |a (Ti|

جا ين را K( د ri  c ع م ج ت زير كلوسترمن م س ا

)K (n , ) = E  X (i )e(n(a + d )/c

ة٩ج٢ روى جمع و ه ا ة < ة ه ك  تابع  و ىكيرد٠ صررت ،٠ ا

ى ل ت ب س t كه ا r ى كلوسسرمن ت ي ر ر ت. اًن متناهي م س  اكنون ا

ع م ج شرمن م ج وا دارد جمله Cتتريبأ كلو ر ر٣(ع٠ك د ز م 0ت77) شكني  ب

J/٢_\“٢( از و x  m i n ( f ى كنيم، استغاده ل به هركزن ك  ث

٥-K ri C  c٢ برآورد ٠٥ < ٠ ا٠ ١- ء س٢/ ت ز ٥(^)  / س  بند

هد.٠ ى ىد ب ٠زدج 777 بز ري ت ١ بزبر X ض س م و ا كدا ى از هر مجموعها

ر كلوسرمن د ه ك ت جنين ىتوان٠ ٠مىثرذد ظاهر )٢١ز وت ن

K {n yc)=  E e(n(d  + d)/c)
اذهء)ه٠=(ه,ء)ا(س١

ة ه ن٠وا ك ىضر د ت C ييمانة به d ب س ا خود بزورد بزى كلوسنرمن٠ا ث دكه نن  دا

ن ت- ز ء > ر؛٠ ستدا ظركرف ن ازفرخيذ ويل ازانً بعد درن ها٠ذ يب؛ى ريا

ه ج ت ب ر ز د > هر؛ هىتوان كه وف ه اين نظركرفت. د ج ٠شج بهترين ب
ن مك ف X ضريب نرد،771 بزى ٠(ست م خال هو است ١ م ك ر و ط ن ما  ساليه ه

ت، لريا ز هر وضعيت اين در ن ه < ى به ن1مىتو ? دك ت سا آورد. بندس

ف و ٠ز ي ي ت بزى د د ى أوردن د زن ى ك ه ردي  طريق از •a(n( بزى غي

ا روش ة ب ل - ن ي ك ذ . ]٢٠[ ر ت ى [يعنى نوج  بهالآى ا ) دننها ح حي ه

ى يت ه ذل ل أ ه٠هذكا زا a(n( م س ىك ت ز مانوجانز حد ىكرد؛٠ اثبا

ل٩ م كا ر و ل ط )-١/+، وكزن كرد ح ت ز   ( د د  آورد. ب

س زمانوجان١ د Qxr ي٠ ر ز خود حد ر ك ن ا ي بودا) ٠ب

د ي ا ح ٠وؤد بزى يعنى — نرد777 به(زى ندانندكه خيليها ث حي ح م — 777ا ٢ ني

س نيز د د زده ح ت ٠ث س ت رلمع٠(ز خالى 77 ونتى كه ا س  برقزر كزن همان ا

س اين است. د ى ن،مانوجاز نيمصحيح ونن ح ل (ست مساًلها .ح ه د ن  اما ن

ا برخى زى1به ريمان فرضية از ت د٠ نتيجه سرتاسرى ى بعها د و ث  سال تا .ى

ه ختهشنا برأورد بهترين ١٩٨٧ د ت در ث ظر بزورد ^نرد، حال كزن با متنا

ى ويل س ر ر س و كل ع ج بود: ه

( ) < / - ١/

يتأ رد و بز اين بهبوب هرونه ى همان دق ز ي ه1 ب ك أ بزى ت  نرمهاى نمايثى لا م

ش ' *ورد د ت ا ز ز ى زيز ن ١( نعا /٢( = ۴١ - )٣/m( بهكزن

نيا ل يي ك ن سرى بزى زي كي . نمى ت د ر ر ى ١٩٨٧د ت٠س ي ذ ر  توسط مهم ث

ج ار( ت إ ١ ٢ل ن حال ر ح وزن د ح ص م ت صررت ني رن ه وى .ك  مونق ش1درمغال

١( ىمما شد ح خالى 77 و ٣بزركتراز ™نرد بزى ز )777ا۴( - )٢/ ر زم  ا

ى هث هد. كا ى بعد اندكى ب ش روثها د د(ده اوكستر د ت و ث ff7 = ٣ حال

ن نيز دإ ت ن و ر ر ر و د ه ذر*هاى د رب ش دوم د د ه ٠ل ن ب ع ه و ل ' ب س ا ن

ر به [ ٠]٧ ٠لء رنتند كا ر د كا رئ كد ء١٨ذ  ايوانيج ردش از عالى توصيف ي

ز ىتي هإي خفرم ئ1٠'دروا و ٣ىبا ء١ا٣وجوددارذدك*كزن٢/ « > )|n )l٥

ر ز ختيا ل اما مىكذذد ا حم ى تنها اذًها م هى تعداد ت. مربعى ردة متنا س  اين ا

ل ك ن ث ء ١ ٣( جونزويال ز جديد م ح مب ر ف دوم درجه نرمهاى د ث د. ك د ر  ك

ر[ ى كونة مفهوم ]١٩د سذور ى بزى ا ساي ضعى شنا  ى1شيهتيزه نرمهاى (ين مو

د بذكاركرنته ا ت ك ي ى (زقضية اسيينورى كونة سمنة و ى1سهت نرمهاى بزى نمايث  ي

د داده ء ١ ٠ [ ر د ىز قضية .سست I ٠ث ك ري ج ز I ي ت I ناً نتا  .رد دا ٠ساد بيانى كه س

ضيه. عدد ت ح هر حي ى ص ى زمرلمعوبه1 خال خ كا ر دا ى دوسيلة بزيماكه ا  خرم ي

ل D ييمانة سدتايى(به ش قاب ، نماي د ث ح صورت به با ح ل ص ش ناب ت. نماي س ا

ىكذمكه * د ٠ز تكزر ئ ه ت خ ذا ى٠ئ ى٠ء بزورد بزى ا ن ل زي ؤ ز ى ب ا ت م ا

ن ر ندارد وجود ممك ن هاى نرضيه (ينكه مك ى ريئا ص خ اين بينيريم. ز مث

م ك س ز ح ل ز ن ]١٧[ ويا ت ا و ز ي ن س ء٢٣ل و ج واسس بودند. ٠زد حد نتا

ى ر جالب عداد مورد د ى ا ح حي ا توسط كه ص ك ضعى طور به سدتايى خرم ي  مو

ن نمايثى نابل ن ح صررت به اما ه حي د نمى داده نمايثى ص ر  آورد. ت٠بهدس ن

ر. نبلأ طوركه همان ا ث ، ا د ى ث لأ رهيانت م ه به متغاوت كا نمايثى سال

ق سدتايى زطري ط ا ها متاديرويزة به نوريه ضزيب دادن رب ع ر دتاب زيني مكا  ا

ى سى (ست. س سا را زكا ي ا ى٠ ر٤ووالدزي وز٠ث هث كا ه ك م ذ دا  نماى دادن ى

بغز بزى ويل ت معادل نوريه ي س ن با ا س ا بزى تحدب شف ك ع ي ب ا ت  د

ت خ د خودري ر و خ ب ر .٣٠تا ن (ينجا د س ط ب ث حد ى به ت ى معن هث ن كا داد

1. Salie 2. Deligne 3- W aldspurger 4. tw isted



ى، نثر١۴ ض رة ،٨ ل ما ريا شا

ت رآوردى س ف٦ذراكرذ نضبئ و تابعى معادلة بدوسلة كه ا بزرقى براى ليذدلو  

. ا ت ى ننطه در ع٠د ن را ب بر مركزى ب د.٠ داده تاب ح و ىها متاله در ىت  

ن كار ]٨ل ست ب شك حد ى و ها٠تاب1 اين برإى ت عها ه انجام ديكر دتاب د ث  

ت س ب بدين و ا ي ت :ايىسه نمايثى هاى نضيه برإى ى ا نازه اثباتهاى رت د د  

ت. آمده س ر ديدكاه ٠ك٠ي ا ر ديك ه داده نرح ]٩[ د د ت ث س ا . 

ن ة سومي ه جنب ل ا ى س ث ي ما ن ‘ن ى توزيع جكونكى خهميد بردارها

ى ها عد صا رت ى ود ب ا به ح  Q (تل =  بيضىكون روى  X دة٠ذماي هذ ىد ث  

. ا ك ت ييمانة ب ت. ثاب س ت جيزى همان اين ا س ى نعونه، عنوان به كه، ا ت بإ اثبا  

ى عداد نمايثى مورد در حكمهاي ع صورت به ا م ج عداد م د ا مورد ى1جمله جن  

ت. نياز س ى ا ها ه داده تهح ردث د ر ث ر مقاله، اين د ة اين مورد د ل توزح سا  

ها زئ دارند نيزكاربرد ز ما ب [هارمونيكهاءى ه س ى لازم منا ن يانتن بإ جني  

ب در مىتوان ز توزيعى ال ى ن نتيجة غيردنيق. بيان به عأورىكرد■٠ج تتا ر

ى ت اين كل س ى كه ا ى حت ى به ز خود توجه وقت هاي عد صا ص ت محدود خا  

ش رهاى بردا كنيم، . نماي د هن ى اندازة به اينكه شرط به ل ن د، زياد كا روى باثن  

). =  ىكون٠بيض ذ ل ت ى ( د٠ 4  ونت و ذ ت صورت به ى خ وا كن توزيع ي

رذد.٠ ى ىذ ن بإ ة توزيعى جنبه به ربوطه مرإجع ديد ت نمايثى سال جزئيا و  

ت به مربوط ى ٠سهتايى حال د مرجعه ء ١ ٠ 1 به نيد توام ي كن .

ى ر زا ك س ا ي س

ا ، روسى زكانوى، ا مايلم ك ن ر ت س و ل ي ر ت ل و ث ى بزى و ظرها ظهارن ن ا ا ث د ن م ث ز ر ا

ر ه مورد د خ م مقاله اين اولية س ن ك ر ك ت ت -
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