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رياضي مبانى

ناجابجابى هندسة

ميلانى* ويدا

معدمه
I ازنغاط مجموءه|ى با كنيم نكاه تويولوزى و سه هند به كلاسيكط يدكاه د ز ! كر 

ا با همرإه ك ! هيم خوا سروكار آن ى٠رل وينه ساختار ي ت ن  بكوييم، بهتر يا دا

كا ى نضاى ي ص . خواهيم ريا ت ث ا ه ز رويهها و خمها نيم مىتوا د ن عنوا ب

ى م بررس جاى اكربه كنيم. بررس نضا اين از زيرمجعوساي ي ن  اين سن

 تعريف اًن روى كه ذد(زهكيرى1 قابل كميتهاى مجموعه به نغاط، مجموعه

ر كميتهاى امطلاح، (به ىترذد٠ ذ هي هد ى ديكرى زه بيفكنيم نظر )١مثا  بإ

ى موضرعهاى از يكى كه ىكيرد٠ قرإر ما اختيار در مطالعه مل  اين بحث ا

ريكا و خمينه مفاهيم بود. هد خوا مقاله ى مت مان ش ري ى نق س  درنرمولبندى (ا

كه خضاى مفهوم د!رند. هندسه ر(ت طافيذي ع ر(ذ ذتد ىآ س  تنها نه مىتو(ذد هذد

س هاى هندسه د ي قل ا1وذا ا م د ي ل ت ر د ابررويهها بلكه ق  دربعيرد. ز عام سي

ه انتكرإل و ديغرإنسيل حساب ى نظرية كه ىدهد٠ امكان ما ب  هاى خمينه كل

د٠ ضرورت هنكامى كار اين و دهيم توسعه ز ريعانى  نضاهايى با كه ىاب

ضاها ازاين مثالهايى نباشن- ريمانى خعيتة ديكر كه كنيم برخورد ش ف دربخ
د مقاله (ين ۴ ي ىاً ه اين ٠م ك ها ضا ث دررياضيات طورطبيعى به ن ى هرم  وذد٠ظا

ه به ز ما د ا حف ى ا ها ء يد زا ى ا س د هر به .برمى(نكيزند (يدهها اين تعميم و هن

كا خضايى جنين ر جبر ي  روى توابع جبر معمولأ كه دمىذو واسنه شهتيني

هد (كميتهاى نضا (ين  تويولوزيكا ساختار موارد دربرخى است. يذير)٠متا

م مطالعة كه (ست طورى فضا ي ق ت ه طلاعىI هجج اًن م  اين ذمىدهد^ ما ب

ش درمثالهاى مطلب ده وضى به ٣ بخ ي رد ل  [كراز موارد در(يزكونه ٠مىث

ه به جبرى ديدكاه ل ا س خوب بسيار عملكرى جبر يكط كنيم ٠نكا م ز ردي  د

ه وا جبرهاى ٠مىدهد ما به رإ لازم طلاعات I كلية كه ريم دا ه ست  نضاها ب

ه و نيستتد جابجايى لزومأ د هيم خوا كه طورى ب ي ا امر همين ‘ل  ٠مىدهد ننن

ى مفهوم نضاها (يزكونه در ((نقطه)) كه ول م كهطور وهمان رد ندل رإ س ي ت ف  ك

. مناهدءيدير كميتهاى همان واقع در ))خضا ((نقاط د ن ت خمينه، مورد در ه

ر جبز ين( تI خمينه روى ر هموا توابع جب تI بجايىجا و س رى سسأ در اما س

1. o bservab les

ت خارج همجون مثالها از م ت خمينه ق ح ت، تيهكروه ت لا ر تبدي ك جبر با دي

].١[ سروكاردارم اجابجاذى

١ . mC،ضاياى جبرها  يكط تويولون وساختارهاى ساختارى ق

بى بجا جا نا
ش دراين خ ا به واسسه تيذير٤ذر جبر بكونه كه ٢مىكذي ملاحظه ب ك  خضاى ي

ص ز نضا نقاط مجموعه ر ختا ا مىتو(ذد تويولوزيكا خ ر1 كند. ش ا ك س  ٠ا

ا قضيذكلغا دن ا٠ يما ن سة1ذضسهبهوسيلةدوت اين در است. ة ر كون ع  نضاهاى ب

رد. موضعأ ى ى ح_جبرها ٠ رسسة و وهاوسدورف نث ي جا ب جا ر د ه  ظر درتنا ش

نيكى ىكيرذد.٠ذرإر دوسريى ي زا ف خضاى iC ابعكون تابعكونها، (  و هاودور

ربا فترد؛ سكذ. ٠تء-جبرتو|بعيوس٠ ئد ر ظي د)ءذ ى(ئ عذ ني ىاً ن لا جني س
سة نكانمتا هر تابعكون اين ضاىدو بين ا : X ؤ Y ييو د ن و ا  ورفه

ه د ر ن تنكا به ز ن ) ش / )C طة با ح توا جبرهاى بين ىكذد نظير زير ضاب  م

C Y C X(ت )C U

g n g o f

ضعأ X اكر رده مو ، نث د ن ا ) iCo( آن با متناظر _جبر٠. ب I ى عن  تواح جبر ي

ي ييوسته د ت كه X ا ي ها ن ي ر C بود. هد خوا صنرند، د »(X ا ك ر ي دا ك ي ر  جب

ت. ع ر ني ت اين د ل سرة ييوسته توابع حا  كه توابعى (يعنى ا : X ر Y و

ر وي م ى٠ وارون ت ت ننرده جموءهها ح رد. اذًها ت ت نث س و بين ا ا  نضاى د

رده موضعأ تنكا با هاوسدورفو نث )Cq(ش yr) —> Co ( X : ر )(*C بين 

ت كه ييوسته(ى توائع جبرهاى هاي ين رب د٠ نظير صفرند د و ذ .ى

ى دوم تابعكون ل برعكس M تابعكون يعن هر به تابعكون اين ىكذد.٠ عم

. . ى جبر . جاي ،ثريتين و جاب د ر ى ي ضا ا ف ه ت ث ن ى ٢ر ى اً ى (يعن ها ختي  همري

ف تويولوزى با fjj : د Cغيرصقر ر ء).٢ و ١(( ىكذد٠ نظير ز ٣ضعي ك ا

1. Gelfand-Naimark 2. characters 3. weak topology



ض ب ما د س٠ل ى1ج1ذ س جاي د/ب ي ى |د ن لا ٧ب

A باشد، هم ر يكدا M ( A ه ت رد. و ب . س ت جنين ا هر ذااعكون اين هم

ىء كان ىي غت _هري و١٥ : د ل٠ * د ن ي ز٠ب ر كدا ري تيني ىب جاي جاب ر جي ء-
M B  -  M (i4 ) c i l : ا ى نضا يين كبير ي ه ت ئ ا ر ث ىكذد.٠ذظير ن ي

1{ س } م ي ه د ر إ ذ C+ = *٧و x ^ j I= د د٠(ي + ك ي د + ى  ر1ذ

؛ د ه ت ب ذ1ج آ ( .ا،٤ت . ( * ) + = + و1( ء ب1) € د+ و ء ،  ل

باشد زر ضابطة يا سرشت

C ج A ع ٠4ا Va اد)ءلم ٥( = ٨ 

M ٠ا٤اًذ A M A + ) - { fi

ه اين بين مارزى٠ ك رت و. ز آن دربالايه د ا ث د ا دربردارد: ز زر نآبح ث
ن نضاهاى - ذلى1يكريخت جابجايى جبر—C. دو ا الف يثا ها رنت - 

ت خ ري ذد.1هماذ

ؤ ب) ر٠ هر خودريختيهاى و ب -  هعريختيهاى ووه با جابجايى ء

شسرثتها نضاى ت يكر ي  .است يف

ب ستوان b X تويولوزىج) ح C(جبرى خواص ر  ( X .متلا بازكرد

ل ) هرايدإ إ ) ر ه C.  هورت به C.د ك ت U دراًت ا C X .ت زا ا ب

كرن: خلامد زير جدول در ىزان٠ b خواص اين

ى ز و ول وي ت

رده موضعاً نضاى  فن

رده نضاى  نث

 زى ذثردهسا

ى ها ت ن  سره و يوسنه كا

ها ي خت ري ن  ها

ز جموءههاى٠زير  ا

ستذاظرباكدر|زفضاهابه ج جبرها—درا ت از طلاعى I ه  رود نمى دس

X e x j  I Uj ت ث ا S( ك J H f ( x سرشت M C (X 6ت ج

ت و ىكذد٠ معرخى ت ا ك

e X M C X

X  H  e  X

ى يكف خت ري  تبديل ،٥ ع A است. همان

a M A ) ^ C 

  (ى)ا/

د كه غان كل ديل ى دارد نام تب M ودى يوسنه تابع ي {A ت است ن ا ك  و

Ga A C M A

a n a

ف د _جبرهاست.٤ر٠ بين *_خريغتى ي ر ك دبا خدارهم ا  *-يكريختى !ين ن

. يكانى ت ف ز ها اين ن شن ى كا ع ذد:1جابجايى نمودارها اين معناكه اين به ذد1طبي

M C X  -  M C Y C M A C M B

ى _جبر٠ هر ي جا ى تعداد جاب ت زياد ش ت به دارد. سر ر عبار ك  هر به دي

ك فضا ز I نقطه ت ي ث ر ر س شود بستهوا جب ى ى مورد ر د ٠م رها ى جب ي جا ب جا ا

ى يبش ستو(ل د كه كرد بين عدا ها ت شت . كمتر ر ن ن ا در كه ىكذيم٠ تكزر ب
ى مورد رها ى جب جاي جاب ر نا ك ي ل به د ا ب ن ط ب قا م ن ستي ى به و ني ها جا رنت  س

ى به زنيا تنها ع ب ا ى١ت ي م ها رئ ر روى ٢رد كه دا د جب ن س ى لزوماً اما م رب  ض

د. ستن ر—رح٠  ني ى رده همه مجموعة A دلخواه جب ى1هم ها ى رز ها ث ي ما  ن

لتحو ر ي ل ي ا ى ز Aن ي ر ى د ضا ت ن S^ با H هيلبر p e c ن م نثا هي د ى  و م

ف ز اًن كر .٢٠مىذامي A طي ى Aا جاي د جاب ث ا ه ب ل ي د ل ر ث ى هم ف ك  A طي

ى همان ضا ى ن ها رثت ت A س س ر عنا لذا و ا S^ص p e c ى ك م ى ه د ع ب ى ذد.1ي

اجبرتوابع جابجاض ء-جبرهاى٠ درمورد دربالاكفتيم هازطوركه بتازين
ضا ز I نقطه هر به انضا ى٠رد ا ن ك صر ي ف عن ى طي عن ا ي ك ت ي ث ر ر س  صسهوا جب

د٠ و ر تعداد لذا و ىث ا ي ى ب ت زياد رن ت. موجود س س ر ا  رح_جبرهاى٠ د

جايى ى ناجاب ضا S^ ن p e c ًهاوسدورف لزوما . ت ي ب اين ن طل ى م ها  درمثال

ش خ د.٠ ديده ٣ ب و ىذ

رهئدسى .١' ختا ريكت و سا جابجايى مت نا
شدر خ ل ب ص ر فضا ساختارتويولوزيكا يوسنه توابع كه ديديم نب خ  مث

س ايجاد بزى ىكذذد"٠ رهند ختا  با X تويولوزيى فضاى جاى به نضا، روى سا

¥٠م خمينة ر ي ل د مسروكارخوا ذ ى ز M داشت. هي رد. خمينة ي  ٠مىكيريم نث

ق دراس M(( زوج حا )C (M ) .C ه )٠٠ ك M( ن1در ن )C ى ٠٠ ر ي  .-جب

ل ا ك C ب X ) j i ت س س ورد٠ ا ر د ر س ر ا م.٠ذ Cي °°(M ى ري ب  ج

ت ي ص يكتل طور به b M ولى ن خ ماا.1كلغاذدذ (قضية ىكذد٠ ش عاي ي

ن ١.٢ و ك ع ب ا ٢ ت

رده خميئة روى رى ردا كلافهاى رستة ى يا ٠همرإ M فث كاثتها  كلافها بين ن

ى ىكيربم.٠ نظر در   b E روى هعوار متطعهاى lE بردارى كلاف ر ر

C( = ٢(بء) با M ',E ن ىد نتا م.٠م ) ي ء ) r ل يكد و  با يروركيو د

ر روى .تناهى ولد٠ Cجب o (M .ة است ي ف د سزسوان ن ي اين كه ،

ت دوطرئه تتانر ل ر٠ يع يعنى ا و كا روى يتناهى مولد با يروييو د  ي

 نظر متناهى بعد يا تارهاى با ردارى كلاف ٠يك جابجايى جبريكدار—

د٠ و ت. مذكور مدول همان كلاف احن متطعهاى كه ىث س  ىتوان٠ بنازين ا

ر٠ روى بردارى كلاف يكد جب كا عتوان به b ناجايجايى ء-  رونكبو مدول ي
. معرفى جبر انً روى شناهى مولد با د Eا اكر ;  +  E :ت »٠يك ٣ كاث  ن

د E و E ردارى كلانهاى بين اث تنكا ٢ ابعكون ب د ش ن ز  متطعهاى بي

ىكد٠ تعريف b كلانها اين

س )٠ ٢( ء )٢) :٢)٣

ن٠ه كا ٢)٣( جذي م ي ي ن ر و ر روى مدولهاى بين م ت. جب را و ك ذ م

!.func tiona l 2. trace 3. spectrum 4. Serre-Swan

*رء-جبر

ر جب - .  ر يكدا .

يكداركردن

ها ختي  خودري

ها ل إ د ي ا



ى،٨ ض رربإ ٢ شمارة ،٩ سال نث

ى ٣٠٢ ها ك ري ى مت ى— و هرمبت ها ر ختا ن ا سيي ١ ا

ط بردارى هركلاف به ١.٢.٢ ف ن 1مىتو مختل ف ي  صررتهاى به هرميتى مزي

ه وا مختلف ت ى .كرد ب ه رإه ي د ى Ex هرتار روى كه سست I اين ا ا نرم ي ك  ي

م ب ت معين آ خطى و ب ط اين با كنيم تعريف ل('|') ف ر ت كه ئ ب  X ب ن

د. هرار اث ف ناجايجايى ديدكاه ب . X نفطة حن ت ف با ا  باقى آنجه X حن

ى ت عبا ند ما م ت ر س ت بكت ز ا ا ث ا ك ن

X A

ى A درآن كه لزيرجبر ي كا ى ب زي ف Cجبر ا  روركتيو ارمدول(زست) ي

. متناهى مولد با ت ت ا كاث ى دوم مؤلغة روى خوق ن ط خ  و ا مثبت معين ‘ل

ج, ارى ديكربه عبارته به است. متقارن £ ر ه7,و%٤ه د ى از! وب ر  a ج ه

)r\s + t( = )ا|*ء( + )7.1(،

٥(٥|r( = |وع)٣(

)|٥( = اع)ا١٠

< و ا ٠ (واو) ء

ى اين با رميت ره ختا كا S روى ا ل٠ئ ٣يتى-هيلبرت مدول ي  ود٠مىت ي

م ه د ر / ا

1 1 = 111.111

ن|!"|!همان م كهدرآ ز - ت. به مربوط . س س را د جب ث مل كا ى ضا  نسبت ٠ق

ىا هيلبرته مدول رإ نرم اين به ت يم.٠م Mظصىكه٠ درحال ; E( . . . = 

ت عبارته هيلبرنه مدول M ييوستة مفطعهاى از اس , E. . (

ر موريتا رزى ا هم ٢٠٢٠٢ ي مدولهاى ا ه توليد متناهياً تمرر د  با همرإه ث

ه تعريف اسكالر ضرب د ر( ث  مذظمكذذده، ساختارهاى ن عتوا به )١.٢.٢د

ى قث س1 بسيار ن ش اين كه رند دا ناجابجايى هندسة در ىس  هندسة در نت

ه جابجايى يل ر وجود كه معنى اين به ٠ذمىثود ل  متناهيأ تصورى مدولهاى ا

ه توليد د ب ث د مرتبط A با كه مىنرند جبرهايى آمدن يديد سب ن ت  اما ه

. يكريختى صررت به ازنباط اين ت ي ه1 مورينا ارزى هم همان اين ن ك ت س

ح اًن بارة در زير در ف ى ر مدل د
ه—ععلكرهاىكت ل ى٠رل با و د م ت د را  مولد—متناهى تصويري زم

سكير-م: نظر در زير مورت يه

 ا٢|ء)( ٠ 

ء) |،)٣ ►—، ا

1 6  آن در ٠ك ن 1, و ى به ب و)٠a 0 ح ^ هر ار ،ا و) = ٣( |،  اين ,٢(ه

ها ر ك ت از عل ب م ل  روى ي ل با و ٠مىكذتئ ع ت ع  بجاجا نيز A ز

ود٠ ش ن ى جتي ى جنين دو هر تركبب س ن بازاز علكر ت نيع سي يعنى ا

sp inc s tru c tu res 2. sescjuilinear 3. pre-H ilbert m odule 1٠

4. M o r ita  .5. k e t- b ra

لأ)(،|.|ة>(- = |لآ)((،|ء)-ا| ا7|

= |٣|(و|،)ءأ)(

ى جمعهاى تمام ولذا ه ى تشكيل زكت-بإها1 متنا = B^)جبر(ء ي  End 

ى  رتيب اين به ىدهذد.٠ د هد خوا جب ولمد ك ي كا  ىكوييم٠ و ث  ي

رمدول ىد ديكر ازطرف است. مضاعف د?ي م1م  End =  كه ذي

است يكريخت زير نكاثعت تحت  0.4  با

 0.4  : )End٠4( f

ن جني مىتوا٠ هم ل ز  0٠  ني كي ث م ت هي ى عنوان به كه د ل ي و د م  د

ت A با زير نكاشت تحت مضاعف  است يكريف

A  0٠ 

)r \s( ف T 0 ق ب

و A جبرهاى ىقوييم٠ كلى حالت در .وريتاست. همارزى از مثالى اين
B ى هركاه همارزذد٠موريتا ل ي و د م و ى و  مضاعف د ل ي و رمد لآ  د

د T مضاعف ثن كه با

a و t b

ى ٣٠٢٠٢ ن ساخآرها سيي ى M اكر C ا  ريمانى بعدى7٤ معمولى خمينة ي

د يذر١ب و ث ا ة Q اكر و ب زيل T مماس كلاف روى م M ،جبر كلاف باشد 

مم M كليفرد ك-أ ىماتر جبرهاى تارهايش (كع) س ن C دى٠ ي ن  به ه

:٠زير هورت م ي ز n  ىا  =  Tm باشد زوج‘

clx M  :=  cl TxM tg C ~ M 

 واكر TXM مماس فضاى دى٠ شده مختلط جبركليفرد از است عبارت كه

د نرد Xm ب ١ ث ا ت تتها ب  مىكيريم نظر در رإ جبركليفرد زوج ف

ن راي ىد ك يغ ]:۴[ حا

C ®ء cl. ( Af) :=  cleven{TxM 

cl(M كلاف ) —> M ى موغعآ ميدانى ه . از بدي  مقدماتى جبرهاى—.

ن ن1مىتو ضمنأ است. ى كه داد نثا  رزى ص! تتريب (با ميدانى جنين ي

H توسط موريتا) T M I ج c\(M ى دركوهومولوزى ص ١ج  منخ

شد٠ ٠مىذامذد ٢دى1دو٠ديكىميه ردة ز آن كه ء۴ل ى

ا دازى M مىكوييم ت خ ت C سسين1 رهاىا ها و اكر اس اكر تن

٠ = ))cl (M( ودر ة I ى حالت ين نا ر ساختا ي T ى٠رل C سبي M رته عبا

T ^ى جهت ء آن در كه ء)١ 5( زوج از است M و است S ى  مدول ب

ت1رز1هم ل ل مضاعف c(١ س . (M ت A و) )M , d (M( ٠. B

ص كاملا را S همارز مضاعف مدول سر_سران نضية در مىكذد. مشخ

1. C ech  2. D ix m ie r-D o u a^ y



 ميلانى بجايى/ويد|1ذاج هندسة ص ريا مبانى

ط بردارى كلاف يف. بزى ٢)5( شكل به مضاعف مدول اين وانع ختل  م

S  -4 M ت س  آن روى ناينير يلتحو طور به cl (M( جبركليفرد كلاف كه ا

ل '٠سذا ١اسيذورى مدول معمولاء ز ٢مىكذد.(و) ع م

ه با خلاصه: طور به د فا س ف مدولهاى از ا ضاع زه موريتا همارزى و م

س ث ى ب س ى ر ت نءجابجابى بردارى كلانها س ز  ود•٠يا

ر٠ء ٣.٢ ف و ى إ ي ه ر ك ل٠ل ف و ص ٠لا

ت يا د ر ند ت ث ا ى د ر ر سي لا و د جعيه ىتوان٠ م ى ز لآ دي ر ك د. عل ت; ج ج  ص

ت رءبارت٤ءل اين  كه خودالحاق اوإل رتبن رديذرإسل٤ل٠ء يف از ا

ى روى ضا ت خ M( هيلبر , S )L ى ٢ عن ضا ي اI ىن ه ر و ر٠ ىب تي ل رإ سك لا ع ر

ل ىكذ.٠ ع
ى زي ى م ف M يتة٠خ روى g - (واه) ريعات ىيكر ي خن  TXM ي

d j X j t ; m مىكتدولذا ( ص و ) د ه = س - ت  ا زات كآت لاف ىك  د

T .M د٠ الغاء ك ىيكر اين بدوسله ى ن ف عنوان يه  جبركليفرد ىتوان٠ ي

ى خ لا ر تار كه كرد تعبير ك ت رت عبا نفطداثى هر د از ا

cl A M  : = ci(r ; M , ٠; ')® p C

لا٠اكرذلآرد ) ) = ٢)۶م ظ ه١( ه ك س٠د ر ف د . ل و ط د ن اىردى٠ا

M ، ت كا ا ذ ول ٠اً ت S سميذورى1 مد ر ت عبا ل زI ا و د م و ى و ف ع خا  م

لا كه اً ر ) د ل س ) )٠ = ٢ و طورتعويدزنيرعل ٥ ذ ك لآ1س ل ء  و

ن ٦ با : نتا هم د

)L ' ( M ,S ٠- )7 : r (cl(M )) X L r(M ,S

ريم دا و

صهد ئ٠ل ع)7لآ/)٠{(• = -٣ء }7ا(-ا

ن ٠ك A درأ \ ( M ه. ح ى ي, زي ه١ م ى T*M روى -  هعوستار ي

آ وي ي ب ءت و ت به ٢ل ور ىكذ٠ زيرافء ه

 + w da = ا )

ر اين كه ا ن و خظ ه ى حا ي ز ب و م ىتا ت ب ٠ا

ى ىتوان٠ اكنون ب ا ر ء ت و ت به ز ه ى مور ط خ ر ك ر زير عل ا ت ن كرد ي

د1( ' ( ) ى )٢)٠د ه ) ء٢د :٧

da

ى ٠ب ر د ا ر ) و a ع ه ¥ و د١( س ن5ج .١ح

فاد. با ست ى، هعوستار از ا ين ب ر ا ئ ى عل ز مكسب صررت يه ز دي

1. spinor module 2. Levi-Civita connection 3. torsion-free 

4. Dirac

7 0 Vs ا ن ي ر ه ٠مىكتبم ت ي مورت به موخعى طور وا

\(.,'لءع7لء،ا،

ن ر اين كه ديد ستوا ل ى به و است متتارن ع ر ي ك ى٠ بيكزن عل ى ل  خغا

رده M ائر ٠مىابد توسعه Af)L٣, 5( يعنى 7ك هيلبرت دبا نت ى  ث  ي

ر . ١ولم٠ زد علك ت ى بعد ker V( بون ا ه ا r ستوان دارد ت  لآكد ١

ى ر ي ك رد. عل ت نث ف ا ري  . ؛۶ و ١ [ كرد ت

ل ١.٣.٢ و م صله ن ة فا وميل ىيد ز ردي ك ى قانون عل ح خ مث لأ م كا ض ذي  لاب

ip ج H و a ج A الآى به درواح مىئود.

cnif

معادلش يا و

,.)٠( ۶[ ء 7ه ٠ ٥

ت نغرد، واروكلبر٠ه a بون ل ا ش^]||كلآذد٤ء ت1راا[ ا ]۶و ١[ ر

ه ول٠ر ن توا س لذا و مل ر ذبان به ر فا ك  كرد. ترجمه زير مورت به v< عل

ى در زبطة ار P و Q ج M نقطة دو بين ناصلة M يمانى ر خمينة ي

ى محاسه زير ود ل ن

ل و به رإ ۶ كه خعهايى {طول ه d ىكذتد}٠ و p , q  =  inf 

و از است عبارت طول ءذهر و و، ظ ظل ي 7T اكر ويء.٣ = ح٠ و ل  نايت

M هيلبرت نضاى در A جبر , S ) = H )Lى ۶ اكر علاو، بد و باشد ٣  ي

 ععلكر a ع د هر الآى به و ۶٢ = ١ كه باشد hi.رى خودالحاق عملكر

)]7r(a رد. ]۶١  د فن ت ا ى ۶ اصطلاح (به ب ل باتد)، هولم نرد مدول ي ر٤ء

ىكيريم٠ نظر در زير مررت به ا ى

G
ل,ا

م1دىخو ئء. = ؛۶,[ء ت، ع د الآى به درأن كه ds’ ه G ى ى  ي

دة ر ن رن ك ت مثبت عل ى ولذا اس ى دارد. معنا ( ا ه ت ت ر و P € متناظربا ا q 

M با نرتب بد لآ Ipip ن م نثا ه رد الآى اكربه يعنى د و Ip(a = و ،a ع ه

P = ه رمول ٠(ءء)هاا هل ا زبان به ز فا ه ت ن  كرد ترجعه زيرمىتوان مررت به ر

د > ١{ , | ا أ ب | . :  ج ا ) ( ه ) d)|}١٠ - ا p q  = 

هاتيا مورد در كه ىكذيم٠ ملاحظه بدهيم. معنا I به بايد ناجابجايى خمين

ه اخير? رمول در ؟ب رمتقيم طور و ى يق طر از غي ها ت ه رن ت ب  آتها به وا
ءاند وارد د ا نتاط عنوان به و ث غ ى ف ث ق رند.ندا ن

عوا در ٠شدذد معرنى بالا در كه G و F عملكرهاى  از ذد1ءبارت ن

G =r F ت٠ءلا , ٢ i 

~ و \I  =  F G ii  =  Fd,s 7(هل) اكنون = p a ن ي ت ا در I ج

ه رمول مل د٠ فا ت داريم و ى

1. F re d h o lm



ى١ ض را، ر رة ،٩ سال Iس شا

صا|٠ا|[ > ١{ (ه : a ج ٨ , ( (ه d)|}٩٥ - ١ا p q  =  sup 

ى كه ديد ن1مىتو ي ر ت ى سرشتها نضاى م عن M ي (A وسلة ملأكا^ 

ر ك ص jp ديرإى عل خ ود٠ ش ].١[ ىث

b M{ اكر مثال.  =  { ر باشد، ى1دوذقطه نضاى ١  از است عبارت A جب

/٠( مختلط عدد دو وسبلة به ا ج د عنصر هر ٠ ( / ( ة ) ص و خ  ش

ت فضاى مىثود- ع به و بود هد خوا متناهى بعد دازى H هيلبر  مستقيم جع

ت نضاى دو ا عنصر سشود. تجزيه H = ^٥ 0 ^٤٠ مورت به هيلبر

ى دارى ش ا ى اين در لع.)ر] fib( مررت ٩ ن غا ت ن يود. خواهد يلبر

ى٤ل٠ء ديا ت ]٠،■٠٠ ,ه“[ء صورت نيزبه ر - Dba آن در ى ا  D*ab 

رد ارى به است. ^٥ به ^٥ از خطى نكاشتى ن ن1مىتو ر ج ه نوشت جني

( / ( ، ) - / ( ، ، ) ) = / ]٠ ٠[

ا د ل (1 و /6( - Z(۵)|A = /]|د]||كهدرألا٠١ا A ن ر بزركتري  ويزءمغدا

ت، اين با است. |٠|ةع عملكر صا حا ملة م ن نا و نقطه دو بي  اين در 6ع

ت به خضا ر ر دخوا زير م بود ه

ع = sup)^|}٥( - )ر6أ( : ]|ا٠ا|[ر, >١{ = ا ه) ة )

ضا از يى مثالها .٣  ناجابجايى ىها ن
ى ١.٣ ا ى ص ا ك م ق ي ى بر د بن

ضا اين از مثالى عنوان به Z دوبعدى بنبرة ن ٢/R٣] = T ى با ز ٣ د ن ب د  ب

dy -  Odx ن كه رآ ى  د ر است اصم عدد ي  i با ها٤ب أ.٠مىكيري نظر د

ن (د.بغئومرفا وابرريخت ش ت خارج تويولوزى و ه  عبارت بعها روى ف

ت ى خارج تويولوزى از ا ست سيم 5١ =  ف  از حاصل بركرو. تق

 تويولوزى بنابرين  زوية ازة اند به ى) ج S يه( ب a ب  لوزن مدارهاى

ت ف ح ر ى روى خا ضا ئ اين بعهاى X ن عدبند ى و است بديهى ب ضا  ن

ضا خود بجز بعها ا باز زبرمجموعة هجج تهى مجموعة و ن ه ت ب  ندارد. ى1(

ى خود بين كه است معنى ن بدل اين ضا ى و X ف  توعولوزى نظر از آن نقطة ي

ل تغاوتى ن توا ض اندازه نظرية و . نائ د ضا كه ديد مىتو|ن حتى ن  هاىن

)LP( X ى همكى ى اند بعدى ي ى به ودرذتيجهكمك ه خي .ذمىكذذد خضاها تن

بنززا اجرنرش فضاى ٢.٣
ى ها ئ را ى  ازآجرها ٠لاصء د رجربننزأ ١٩٧۴و ١٩٧٣ د آجرخرش يإ

ة ح ! من ى كاعل تمج به دراينجا ما كرد. معرفى ' ع ي ا٠آجرأرش اين از ن

ى ديدكه هيم خوا زبم.1مىيرد ضا ى ،٠يك اًجرذرشها ن ضا است. ناجابجايى ن

ل در ىثوذد٠ ناميد. ۴ييكان و ٣بادبادى معمولأ كه آجرها اين ك  ) ١ ( ن

ن ندءاند. داده نثا

ا٠ هر ج دو جهارضلعيها از ك  T طول به ضلع دو و واحد طول به مل

ه T دارند.  طلايى عدد و است NfyV-̂ يعنى ٣٢ - ٣ + ١ = ٠ معادلة رين

ى 0 ربمصا با زو.بهها دارد. نام ع خ كا وهر بادباكة هر اكر ثدءاند. من ي  ني

ى ز در كهتود٠مى حاصل مثلث دو ازهركدام ببريم تقارنثىمحور درزسا

k ite  4. d a r t -: 1. P en ro se  tilin g  2. R oge r P e n ro se

ل ك ن ٣ ن د داد. ننا ل مثلثى آجرهاى اين است. ٠ث ك ر4 ز ث ج م.٠مىذا ا ي

ر مئلثهاى زي L با ز ب a با كوجكترز ومثلثهاى S a ن ىدهيم.٠ نثا
دو ٠سا رنكهاى با اسها ي ن ىاً س ى٠رذل د يز ذ و ىث ن ٠م جني ل به هم ريا ه

س دو كه ا٠مم ا ل مم به ز ة  ىذود.٠ داد. دلخواهى جهت ىكذ٠ وم

ع آجرهاى با !٣ صفحة كردن آجرنرش بزى L مثلثهاى بايد A ن a 5.4 و 

سا هم به طورى ز ج ى د٠همر رئوس كه نيمب  يالهاى و قرإركيرند هم ^

ر جهت هم ق هم بر ن طب ن1١ ثرند من ت ممكن انطباق ي س ا  دادن ازانجام ي

ل به بيغن). اتفاق دوزن ك كنيد. نكاه ٣ ن

ن هم ازبه سباند ع آجرهاى ج ىآجرهاباز A ن ل به ي ك ث ن ع مثل زن  B ا

لدر همازطوركه ك ا ۴ ش ن ه داده نن د ت به است ث د دس ىآي ل همانند ٠م ب  ق

ع كوبكط مثلثهاى ر مثلثهاى و Sg با ز ء ن زي ا Lg با ز ب ن  ٠مىدهيم نن

L كه مىكذيم ملاحظه a  =  Sg

جررتى ع أجرهاى با 1.مغحة كردن ا آجرفرتى ئانون هعان از ء ن

ع ه ىكذد.٠ ييروى A ن زب د ص ا ن ا ب ع آجرهاى نج ع آجرهاى B ن  T A!ن

ل ص . هد خوا حا د ل در كهطور همان ث ك ظه )۵( ن ح لا  آجرهاى أ٠مىكذي م

ع ع آجرهاى مشابه شكل لحاط از Ti4 ن . A ن د ن ت  رى دكنانما اين در ه

T ت اين به س ت به آجرها اين اندازة كه معنا ب ز T : ١ ن ع آجرهاى ا  A ن

ت ئتر٠بز س ت اين به A علاممت و ا س ت رنكها جاى كه معنا ه ب ها به ن ر ج  دآ

ض د. عو ن ها د ظه ن ح لا Sj كه ىكذيم٠ م A  =  Lg
ه صورت به آجرهااز ى1دذباله روند اين ادامة با رب ت زي م دس وري ىاً م

٠. B  أجرها -٣٢م٠٠. H-أجرئ t A h اجًرها B hأجرها A أجرها

ن جني ع آجرهاى با صفحه كردن اجًرذرش از مىتوان هم ع A ن ر  كرد ن

س با و حه أجرنرش به نونى بد ع أجرهاى ة١بهوس من r' ع٠ ٠ء ن A و

ىكا .رسصد ٠ ٠. تI ن ىلهايا مرحله هر رد س لغيرهم سز دو كه ز ي ن به ز ر

ل هم م مىكذذد وم ي ن ك ف ن ل١ ح ك )-۶ ذ

L دآجرهاى ٢ شكل a و S a



ى ذاجابجابى/ويد| هندسة رياضس مبانى لان ١١مي

A نيع أجرهاى L صفحه آجرنرشكردن ٣ شكل

ى حال  ٥n - ١ ؤت ع7-ا-أ ١-٠و ع 71 ج }٠١١رإكه{ }an{ دنبالة ي

ها دنبالة اين به رت ه زير مررت يه أجرن ت ب ىكتم:٠ وا
،با A ع از آجرنرنى T اكر د م T بندى مثلث (ز ن ا كه ز يالهايى ت

س دو كا٠غير ا ر ل مم يه ز م ه ف ىكذذ٠ و •٠ حن م د .رحله' اين در ى
ه1د هيم حوا رإ آ١ بندى مثلث ك ت ت مثلثهايثرء ث  ازمثلثهاى يكى با همنهش

رباز ■■U 5٠ يا  ك را ى تمام د هاي هز ال ك هم رئوس ك  ون

ذ به كنيم حنف ىكذذد٠ وصل هم به ل ت ى١م  مثلثهايثى كه م٠مىرسي XV بذد

ت هث من ى با ه  ى1دذباله ترتيب اين به هستند. Sr يا  مثلثهاى از يك

ىاز ها ى د ذ ب ث ل ث ى Tfi م I بر T هىأوريم٠ ت٠بهد  Sfi يا نظير كا٠يهر ك

ت. س ر كرI ا ع آجرنرشد ، دى4 ن ث آ م رإ Q مثل ري ي ك ب ر ظ رن أ دنبالة ‘د  ءه}7{

ف و صفرها از م٠ صورت اين به ز ها ي ي ز ا ر اكر كه ى ث د a ىبند مثل  I 

ر مثمول ر٤يز مثلث د د ت ن ا ر مثمول ى اكر و a 71 = ٠ ب كوحكم. مثلث د

هيم ت خوا ش دا ررد امنكه مه توحه ما ا - Sfi مرحله ه د ث . - ١ ا

نا د) تا د ن يم-٠س ل دنبالة ه.7أ = ١ : ص ٢١٠( با ز حا دت ع71ب ١ = ٠

ى٠دذباله كه fan{ ا K ت ر د عا ت ةاز ما ع و م ج تمام م م نرض ك

و ع71 ج }٠! ١{

ع71 = ١ <ت ع71ب ١ = ٠

ى ك ء ر د٠وي ي د ن ا ر ى ؛١ ٥( هردنبالة ( ت ^ به متعلق آ س ا كه است واضح

K ت به i ٥( ٠يكس صور (T ى ىسد مثلث ٠مف مرإى ا ن م ر دنباله هر كه د

ت ٠ مناسب ء.۵[ ا ف و آ مثلث ي

آجرها٠ى۵شكل

 از T ىبند مثلث در خاص مثلث دو ور و ٥ اكر كه مىكذيم ملاحظه

ع شند A ن ى آنكاه با ىقد به  بإ ر مثمول وور a ا،٠بزرك ركان ى د  مثلث ي

ف Tnاز وا رو بود خ هد ج ي ت i(ور = ٤ر و i{T ٠( = a دنبادهاى ن (T 

ط ر رن ٠مىكذذد زيرصدنى د

)٠( 71 > am = bm Vm

ى ك ع ر ه1 ديدكه مىتو(ن ب ) ر = aك  %{T ^ ط b ج و ر  ٠صدقكذذل نوق درن

آ ور مثلث د آنكاه ر ه٠٠ه د ك = bر۶( ت  i(T ب اين به .]۵ل ك ترتي  تناظر ٠ب

ى X مجموعة بين دوسويى ها رت رن ج زآ آ ينزوزومجموعة ا م / ر ة ت م ذ ج ر  خا

ط وسيلة به ٠شد تعريف هم(رزى زبطة R كه ر ، (*) ن ت .ىذرد٠ برقزر ا

ردة خضاى  نضاى لدا و است كانتور مجموعة با همسانريخت K نث

X ت خارج نضاى از است عبارت س ى ديدكاه از اكر KرR ن ول  به س

د عبارت X بستة هاى زيرمجموعه كه ىكذيم٠ ملاحظه نكاءكنيم X نضاى ا

م K هسمت ززرمجموءههاى1 س ارزى هم ردةهر اما R همارزى برزبطة ش

 مجموعه و X خود X ~.ة■III زيرجموعههاى تتها لدا و است جكال K در

ف با ز X و است بديهى X تويولوزى لذا تهى(ذد- ى نقطه ي ك  به اما ىكذد.٠ ي

كا عنوان ب بسيار خضايى X ناجابجايى خضاى ي . جال ت  يكى جمله از ا

ى عدد همان نضا اين ويولوزيكة ناورداهاى از لاي  است. T = ط

 است R دركروه T عدد و Z توسط شده توليد I زيرأروه ،١بعد كروه وانع ر د

.نود] مرإجعه ]۶ل مرجع به بعد بينسردرموردكروه مطالعة [برإى

ج7٠ بحث، دريايان ه د4ر٠)ل ت ب X نضاى به وا  =  K /R ٠مىسازيم رإ 

ة ماتريس با ٥ ج د عنصر طكه ازاعداد ى)2٠(' ختل  مزدوج بهوس..لة م

R ج ) Z ا )تةذ١ كن س دي ه رى ا د ى است ن م خ ود.٠ مث عنصر دو ضرب ىث

د ز سما ضرب صررت به ا ري بود خواهد زير ت

ab = ح ٠٠.٠٠،٠٠.٠٠٠ zyz

ى X ع X عنصر هر به  از ذعارشيد.رى زيرمجموعة يعنى همارزى ردة ي

K هر به لذا ىثرد.٠ نظير X ج X هيلبرت نضاى I اين يايهاش كه 

ا مجموعة م ر رثىن E عنصر هر ٠مىكذيم نظير است يني A ة به ٥ زبطة وسل

٠مىكذ عمل  دى٠ عملكر يف بهعنوان زير

؟ ٧؛ج ئ، ه ب ' ئ (ءت)ع)0ت = ء

ل ك ى أ ل ها ر ج L وأ b 5 و ٠1. dim ension group



ى.١٢ ض را ر ٢ شارة ٠٩ سال س

س مغدارمختلط، ا X نضاى روى توابع مطالعة با كه ىكذيم٠ ملاحظه ط  ا

ت به X درمورد عميغى س  با X روى ازتوابع خانوادءاى ولى ذمىاًيد ل

تدريا آن، مطالعة با داردكه وجود متدارعملكرى بارة در عميق اطلاعات ن

X ن ك د٠ س و ث ]:١[ ى

a x L l l j V x £ X
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ى وسبله اين به حمد اًقاى ارجمن (ستاد اززهنمايها  درتهية اًباد٠شغيعىد ا

ر كمال مغاله (ين ك  دارم. 1 امتنان و تن
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