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I بخش ر، ييوستا فرضية

ت ولادي ٠هي

ه ؤجمة ي ف ى ن ر ي ك

ه م عد م

ن قوى به|حتمال هورؤي ة مت ل ا ط به م حا ى ل ر ر ر م ت حدنايني ضيا ة ريا ل ا  م

ت اول ر : هيلب ت ا

ة ضي ور: فر ركانت ستا و ز يي و \٠ش١ذ ١٠عجااوءه\ئ X ح 1 ٠ك كفبد ف )  ا

ت٠ ٠\دق د( ٠شد ط ) ك ر ت م ش أ ى ن سوي  ٠د\(د وجود 7T ٠٠ X —► 1 دو

ه اين ل ى1شوذده بنوكه ا٠ًمد!و فهرسته به سال ئ ا م ز ردكه تعلق ا  معلوم دا

د س بر كه (ذد٠ذ سا ع ا ض صودمو .حدناينيرند ها مجموعه نكرة (معمورا (

ل. اين با ضى حا ل اين از بع ئ ا ل اكنون تا س ذد٠شد ح  حرف اين !ما ٠\

؟ معنا جه به واقعاً ت ة آيا ا ضي د٠ هم ز رييوسشا فر ث ى نحو به ى ه ب ا ل من  ح

ع سؤالات اين كرد؟ ض و ث ذدا1مغاله (ين م ح ن وب ردنا رمو مل د ى شا مر  عنا

ى از ا از سيار ه د ي ى ى ح ى يروهنها عل ر ن  بود. هد حوا ها مجموعه نكرة د

ض م ‘ءررازهعد٤ب ل١ ب و ع٠١م ء م ل٠١ ؤ١عد١ل د١ ومم ١بلآ(ك١د ء ع٠١م ء غ ء

ى نعخئ ها ن ت ر كرد. هند حوا ايفا مهمى ن ة مورد د ل  توجه ر، يوسسا فرضية سا

ى رهيافشا به ص ى كه بود خواهد معطوف خا خير سالهاى ط د ا ذ ط ه ٠ي د  ن

ت (ين به نبايد ر اين است- ر ر ط م ن و عل  يكانه اين تعبيركردكه ادعا (ين يونا

ا رهيانشه ست ى يا ا تا بهترين حت ن هيا ت. ر س ب (ين حال، أين با ا طل ن م نا  ن

ه٠ ك هد د ى ى ا ه ر ق٠كا كوناكو؛ م و غا مت  جعوءهها٠ نوين درنكرة يروهنى لأ

ر مىتوانند،  بصيرتهاى ييوسار، فرضية همجون سساريايه(ى سزالات مورد د

ى بالغوة تاز. دين كنند. ايجاد بنيا

ع اصول ض و ه عموماً م د هت رذت عه نكر؛ ذي ه ها جمو ك  (نتخاب ز آنها من _

م قرن ت ي د - خواند خواهم ب ذ رتا ع صرل (ز I ءبا ض و همزه به قرملو_فرذكل م

ل ص ح٠ا ب ا خ ت ذ ا ع ض 2و ر۶ د ى د ى ط ت1ين1ورد٠. ءا و ض ر و ع ض و م ول  ص

ببينيد.  \ ]Kanamori, 1994[ اذًها با مرتبط

ة ل٠مبغو٠٠\ ر إ ك ا ك ع صول Iز 10 ي ض و عه نكرة م ه عبارت ها جمو ست  ازاين ا

م ك ح ٠ذمىكذد ثابت ز ZFC 0 حسابى: ح ٦ ة۴و ذمىكذد. تابته ز 0

ذكا باشد ذ\س\(أ< ZFC (كر البته ت ل\ جيزى هر ZFC ٠اً  ٠مىكذد اثبا

س ط اسشغلال ي غ ر ن ودكه ىتواذد٠ صورتى د رن وإ رق م ب ك ا ح ض ل  كه كضم نر

ZFC .ت س ) ر ا ك ن ى كاه ديد، خواهيم كه جنان ا ى نو فرضهاى حت هم ير

لازماذد.
ه اولين ج ر ب ل رإ ،CH ييوستار فرضية مورد د ود ت٠ب ك  آورد. د

. دا د و ك ) ة ضي ز ق و دن ب ف ر ٠ب\شد س\(أ< ZFCك د \ ) ا٠ ١د ق ) + ZFCو  C H 

ا١ ١مجببئب ت □ س

عه نكرة نوين عصر ف با ها جمو ن ع كوهن توسط ز٠تح روش ك ر  ن

ه ك د ش اين ث ه جديد ,د ت ب ر اً ك ه ب ن تا ز ا ث ه ن ك د ه  :ب

ة ضي ا١ ق ن ه و ز ٠ك و t')[d كئبد ف  ZFC) شد ت ١\يق د( ١ط ر( ط CH” ء  خ

ز٢ح ZFC+ “عت٠١ ت ١ج س \٠ □

ى با ض وربع ر م م ي ه ا ف ق ى1يايه م عل ى مت ض د1به ريا ر و م ر د ر صا  خت

ى٠ س ذا ش ش ه (ثبات د ك ين ر ا ة ى٠ك ل ا ر ح يني ت نا س ث ا ذم ج ىك م ٠م ر ر  م

ه  ك ا عه نكر؛ دردرون ست و ر جم كا رد، ها  نحوى به كه — ل\ نضايا ين  كرجه ن

د بنيادى ذ ) ى ب رة ن1مىتو نهايتأ ~ حا ك رن عداد د ت ا كرد. ثاب

£ (ج ( ت ن ل\ جموءهها٠ نكر؛ صورى زبان ا ا ث  زبان اين هد؛دمى ن

ها (ى٠ي1كرد ود وم زف زا .1 شما ا ت ن ها جمله س د £ )—٦ (ز(غ خرمولهايى اً ن ت  ه

ج درآنها كه ه ازمتغيرى ونوعى مورد ه ك ا ش ت ب ح ا ت ك ر ي . نيامده ر د ن ا  ب

ا ج و ث دوى هر رن ىنمادها م ؛ اين از ي  معناى هبج بدون صررىاذد زبا

ى ن ي ن ى. ي ديكر

ى1مفهوم، ها ) \ ى منطق طريق از ز زبان اين م م. مقدمات سي نا ىن م

نساختار هر ي ه زبان ا ك ب ب M( جف  =  (M , E ،ر كه استه ند  M آ

ءه و ت ناتهى ى1جم س M و ا  X M ح E عة ,دى دوتايى ى1زبطه جمو

1. forcing



ر سا و ي ب سن ر ن1 بخش ‘ن هي لا و هي /٢٥

M . ت و ا ى 4< ) ا د ر ح ء زبان د ( ث جا ) . د ئ ا . ب ه ر أ آ خ د M ا . 

ل ت. 0 هد س س ا و ى م٠وم M 0 ي  N ن ٠ ي را ك  صررت به وقتى جمله ا

ى ع ك ر درون ح ختا M( سا , E( د تعبير و ت ث س ،با در د هث ر ك جاد ن ي  غ نماد ا

طة دتعبير E دوتايى بازب و ث ى ىم و ا ش ا ب ا د.٠تعبير Mا٠روء و ر  البت ىث

د4 ت ها ى ر ا ت خ ى ا ت به ي ر و M(/■ م ) E ) A( ر هم ز ت د ظركرف ها كه ن  درآن

ى - ت M روى ممارزى زبطها س ر كه ا د منظور ت تعبير متام د  است، ٠ث

ن اما ي را ختار به ن1مىتو صورت د ى خارج سا ت Mا ؤسع. ف /  % E( .ت  رن

ش اين با يمس ت بزى تلا ي ى حتيقتا كل ود. عايد جيز ىن م ن

كد. هر ى1به و است، ها جمله از ى1مجموءه ن  ،1ا مغروحنى نكر؛ هر ر

M(=ا r ىو_سم٠ , E(“ ا تا ن مم نن  ،0 ج r جعله هر بهارى كه د

0.< ىذ ءا ب( ت

ZF C ي(نامتنا نكر؛ ى ا ه ص ن ز خا نا ىدهد ن ل٠ هر ٠م  صرفأ ZFC د

ر ا ت خ ء ا ى١ ؤ )ا د ه1 ك ك ت س

(M , £ ) Z F C .

ن ؛اين وا ى بدون طبيعى ب*شكلىكاملأ ست ض ار ى ازسطق كر تعريف مور

ى لأ٠م كرد. ك ع از ي خ و م د و ه ZF ا C أ1 جددى ١ةغ١د٠ه عوءوع١\مخ  ت

ط كه ي به صورى بهلحا ر ر م

Vx\Vxi{x\=Xr H Vxr{xr£X\ H Xrixr))

ت بيان فابل رفأ صورى غير بهلحاط و ا ه ٢٠حك اين م ك ت  مجوعه دو ا

ى و ى اند ما ضا ه واحدى اكراع ت د. داث ن ث با

ب رب ز دي ب

ع1” ص و م ى مل ء =ا “ردن ممدان ) ,M(

ط س و و ه ا ب و ى1ا M ر j M ى ج هار i* هوب b e M j اكر 

}E ج &) ,M\{c ع E } =  {c ع )M \{c , a ج c(

.0 = 6 ٠آذكا

ع بنايرإين غ و م هل ا ا ى٠ ا ق دا E اما )؛R, ؤ> -ا “ودن م g N x  N /f

ربا

^ا ى, ول ىا ى؟ ر ها "ء١?ب 1 و + 771 p” +r أ) أ77| £7ا ; = { ( 

ف م تعري ل” ٠?ذكا كتي م ضع٠ا ى و ف • >N, E( ۴ “بودن معدا

س و دادن ادامه با د برر ي ع ا ض و م رد م ىتوان٠ طبيعى نحوى به ‘ا

ل٠ مفهوم به Z د F C ت ت. د ياف

أ ت ب ى L به ن ى ىتوان٠ دك ف مدل ري ل همة كه كرد ت و م  غيراز ZFC ا

خإ1 ضو و م ملم ه م ر ا ي د٥باورد ء] بيتهايت ب ن لأ٠ .ك  ربطه(ى El كنيد نرخى ث
كه دوتايى ص كنود ا هم ن خ د ت ن ث ا ث هد ن كا ٠د ى بطه ذ! وي  اين به ز ^٠ همار

ت E ~٠ و كنيدكهتعريف هور .}= {k \{k , j ) e E . } J \ i ج )fc|(fc, i. ( 

ف ف صررزت ين1به رإ E[ دوتايى زبطة ي د تعري اكر )٤١ k( ج E كه كني

j( ج E. و، ٤ د بهارى , k.( ى از رإ ~١ و ض E\ د ر م ز ما ه د

ف El ازروى تريغاكنيدكه د. تعري ء1به ث ز ت  لههاى1ودذب دهيد ادامه ت

ى E : ٤٤ ج N( و ٤٤ ج N( معود ,I( د. لآ ي كت د رين دهيد رذا تب

},N ا7أ ع ll{ ~ n=٠٠~

ر و إ د ق ب = Eoo ع N{ د  u {EnIn■ ر ا ت خ ا ف س ح ر م٠خا  ا٠ت

)oo~ 3 ا 0 1 Eoo ٠٦س /N( ل همة و م ع ا ض و ع٠ل٠ا از غير ZFC م غ  و

تبينها د.٠ ٠بأورد إ٠ ي ع٠ا ىكذ ش و ل تبيتها ل  بون برتزرباثد. ىتواذد٠ذ ي

؛ بدازإى ج ^ ر ة٠ د ء و ى٠رد ج )1(ا<ذ) ج Eoo( همارزي ها ى ] ~ « 

ست. متناهى إ ا ى كه ب و ا ت [ئ} ~٠ه و)ا١(؛ ج ء٠{ مجعوعة م س ٠ا

ى1 عدد ح۶بهوص كه ر ش1صل كئ ت. i حدا س  ا

ZFC جديد .دلهاى ساختن

ى ZFC اًيا ف دارد؟ مدل ت دوم فضية نتيجة ي ب ما ت ا ت اين كودل ن س  كه ا

ط اكر غ م اميدوار نيم سمىتوا كاركنيمم ZFC اصردموضرع با ن ي ن ا  وجود كه ب

م. ٠ق١ث ل\ ZFC مدلهاى ف ة ذيم1ىتو٠ هنوز همه، اين با ك ل ا ن م ت خ  ا

ى مدلهاى ب اميدوارذم كه١ ز ZFCزI جديد ) هم جال د ت ن ا ى روى از ب  مدلها

ض ه ،ZFC مغرو ع م. طال كني

ل ود ة ك ل ا و م أ خ ا ب ر ز ذ ل ١ ٩٣٨ د ن كرد: ح ا ن ر كه داد ن ك  ا

ZFC ا= )i(M ) E ٠أذكا .M 'C M s S ه وجود ردك دا

.ZFC +  CH ا= *))X M  (.M * )E n {M ٠ 

حتفاً كه كوهن، بعد سال ٣۵ از بيش ا1 مجموءههاً نكر؛ ى كالوا م  ت

ة ل ز نوسبخ سال ن قضية صورت صعيفترين كرد. ح ه و ك سع ظ به واقعأ و حا  ل

ت عادل٠ صورى س ه1 بيانى با ا ك هن و ةك ضي ى زق دا رابت ت متاله اين د س د بدد  ٠دا

. د ت اين ث ر ر ف م اً ضعي ف ر م م ك M(1ت ZFCاكر اينكه به ىكذد٠ ح , E.{ 

ى٠ذكا1 ر ي ا ت خ ا

CH" 1 غعط" ل)٠٠٠ء٠٠< I= ZFC + ت /ا

ردكه وجود M دا  c  A T و ).E  = E ** n (M  X M

د كوهن روش ومن رنير ة صا د ر كا ز ت: ٠د٠ا ش٠ي٠تع و روش اين اس  هاي

ت ي1يايه ابزإرهاى . اثبا د ن لادا سق ئ بهعلاوء، ا ا ج ء ى كامأمد روش هي  ديكر

ن برإى ت خ ى از توسيعهايى ا ها ه ZFC مدل خت ه سا د ن است- ن

ى ت ان مهم نكتة ي س ل روش ونه كوهن توسع روش نه كه ا ود دك حدي  ت

ى هيج م ي ا ك ح ا ى ر ب ا ق ح ها صاد ر ا ت خ ا ر ود لذا رذد،1ذعىكذ تأثير د ه  ث

ى به مربوط ل ي د٤ذكر ١٠ذ*و١و مد ء ع د1ا لامنا ىماذد.٠ ب

سد٠ نظر به ر كه ىر ثت ي ضيدانان ب م كه رند دا باور واقعأ ريا حكا ى ا ب ا م

ط. يا درست؛ذد يا ف كوهن روثى از تمميمى هيج تاكنون غل ث . ك د ث  اين كه ن

ر ر نظر ت معنا اين يه اين ا٠ا ببرد. سؤاو ز ي ز٠ ى٠تص جنين كه ن ا ة د  ي

. هد نخوا د ث

ت مي ى تما جرب ، ت ب ا مإ ح ت عدم با ٠ه ب صح ا عه نكرة وا مو  ها ج

ث ع د با ى ٠ت ض ع س ب د ه ح ك د ن ن ز ؛ ب د ي د ل ب لا ت س ى ا ديدءا ى ي د با ن  ب

ت س ر — ا ص خ ىال ة ى٠ءل ل ر سا ا و ي ت ٢هبه ١ذ\ق ي س ندارد- وإءحلى و ا



ضمى،٢۶ رة ،١٣ سال نشررمإ شا

ة نظر اين مطابق ل ا ى ييوسسار م ت سزال س ى نحوى به كه ا د بنياد ف  معنا نا

ت. س ل ا ن مث سد ر ى جه 7T اينكه ي ؟ رنك ت ا

ت ق جا حقي مردرك ت؟ ا س ضى توصميف با ض ا ت بع لا ا  نكرة كلاسيكو ;

د عبارت كه - اعداد دوم مرتبة ث ح اعداد نكرة از با ح  همة بداضانة ص

ل جموءههاى٠ ك ن ت عداد م ح ازا ح ع — ص ي ل ZFC; مىك^كه ;  ينير ح

. ن ت ي ت آن ن٠ اعتناد دراينجا ن س دا : زءحلى ك ت  برإى اصودموضوعى م

ي ع اعداد دوم رتإة٠ ن ح ن ه ت زهم نكرءاى كه. ه ذ٠مر ن ذ ز؛ كه ك هاد  ب

ى اعداد نكرة وني . كان ت ع٠ولإ٠ا اين ا خ آ و ت ب  در بصيرتهايى جديد ن

ت وعداد دوم مرتبة نكر؛ مورد د د ه٠ ي هذدك ى ىد ت٩ ZFC ازآنجه حت س د

ى ىىلذد•٠ <!ر ا٠ع عددم

ل ٠بزتم أيا لا ح ا ر م ا و ى ي ع اين توانم ض و دل و م ى به ز ا جوء*ها م

ه د جي ى ي ش ز ر س ل اين داد؟ ك زا ز ر د - ش توجه رك حواهد مقاله ائن دوم بخ

ييثزنيأزها بعضى
ف بزى هدا ب مقاله اين ا س ت منا س ر كه ا ن د م. وءهها٠مج نكر؛ لنو كني ر  كا

ن اين مك ت م س ر ا ط به ابتدا د حا د مفهومى ل ذ جكذ ، ٠ك د ث  سعى كه جز با

ن كرد هيم خوا ركرد ن باكا ل ز ها مجموعه نكر؛ ها مجموعه نكرة دردرو حلي ت

م. كني

س جاز. ي د ا هي ض د م نر ضكذي و دارد وجود ها مجموعه عالم كه كتي ا٠ًذر

صول كه ع ا ض و م م حكا  ابتدا در ىكذذد.٠ عرضه عالم اين دربارة رسسى د ا

ط غ ع ن ض رومو ص ت. هجم خوا مغروض ر! ZFC ا ت كرف هاي رن ضى د  اصول بع

ى ل و ى س ها ى عدد ل م ي ا ز ع اين به ز ب ض ر د ر ص ضانه ا  كرد. خواهيم ا

ش جام كه بح ء به صرفأ شد خواهد ان ثيا . مربوط عالم اين ا د ذ ; ى  م

ت ١هتعدق X مجموعة تعريف. س  X از جموءهاى٠زير X عضر هر اكر ا

( باشد. هم غ\ ت عبارت X مجموعة هر ١سءدق د س از ا

ت متعدى y{مجموعة - y ح Y و ا |x{ ٥ . ٢١

ض يد نر Mؤ كه كن ) E( ى ل ي . ZFC مد د ث ا ر ب  مدل صورت اين د

)M ) E( .ق ت بتعد س ى M اكر ا و باشد متعد

)M ٠ع ج M ج b ة ) | ى ج ة }٠,و ( = £

ب با غ لذا و ضوي ى شود. تعبير واقعى ع ها ى مدل  ى1بهطرزويزه ZFC متعد

د ذ عا طب ن اما ٠م سد ى بهاذًها ر ى حت ها زمدل ت. هم للخواء ا س را ت خت  وجود س

ى ل ي ف وجود ZFC مد ل ي ى مد هد.٠ذ نتيجه ز ZFC متعد د  ى

ىكوهن ضايأ ى درمورد وكودل ذ ى ZFC نكززكنندة مدلها ن به ونت بهري

ة ىشوذدكه٠ خهميدء ت٠صرر ي ول را ختا M(ا , E( ى د. شماز Mو متعد ث ا  ب

ىكه٠در M( حالت ) E( ى ، متعد د ث ؤ با ر ا ت خ ,٠ا  روش ترسط كرير)اىكه٠ء

ت خ ودل ا د٠ توليد ك ; ى مم ى ت. متعد س كر ا M( ا , E( ى د متعد ث ا  و ب

M د. شماز ث ا ذكا ب ت، بدونكاسسن ٠مىتوان ٠اً ض ازكلي ى كردكه نر  ساختارها

Eؤ ى٨ك ٠١ ٠٠ د توليد كوهن روش توسط كه )ا ذ ; ى د نيز م ذ ا ى د  ٠ت

ى ها ى عدد ن زتيب j ى ها مجموعه اً \x{ د سن ىاذد٠ كه ه  رإبطة با و تعد

ا ك ت ي و ض ب٠ء رت م د. لأ ن ءا د ى ث ى مجموعة ب ى X متعد ت ترتيبى عدد ي س ا

ط و اكر غ ة ارى به اكر ن ح د م و ه ج د م ر ب٠ه ة ر ك  ٥ ج ة .با أنكاه ٠|

ى ة. ج ٥ يا ت آن موضوع اصول نتيجة ي س > اكر كه ا ) )L( مجموعداى 

لأ1ك د مرتب م ت ا ب٠خو كه ب دقب ذ ت قا س ى L (ناتهى) زيرمجموعة (هر ا  .ب

ن ري ت ك وب ك ى ٠اًذكا داردا،عضر > ى عدد ي ب ت X زتي س  زتيبهاى كه ه

مر > كا ) ٠( م غ ل ) د مد)١ و ا ت خ ي ر ك ى كرداية ٠ي ها ب ترتيبى عدد س س;  حر

ست. ب واين ا قأ زتي ى دني يب ه1 زت ك سة از ت ى٠ منا ها ع د ب ت مجموعدهاى ر

ى ب٠خوشترتت ئ دعىشو ا

ت ترتيبى سهعدد خ ت ن ز ذد1ءبار ى }.0, }0{{ }،0{ ،0ا عددها

ى ترتيبي ه ى .تنا ح عددها ! نامنغى صحي ت ن ه ري ك ج و ك د  ترتيبي عدد ل

ن ز نامتناهى ا ث دا٠ ن ه ن١ و ىد ري جكت و ك ز ترتيبى عدد نأ ما ث ا سزنجام، ز. ن

ى عدد رتيب ى K ت ت ١ش٠٠\ عدد ي س ج ارى به اكر ا ى عدد هي ى1ه > K ترنيب

ى ت ث كا ى ن ي ر و ه يم بين د د. و ن ا ب ى ن ها ى عدد ب غ ى' ت ه ٠رئ١و ٤وذيزرد متآ

ن اصلى(ذد. عدد م اي ك ى عدد X مجموعة كه ح صل  از عبارت دارد ٤ب١ ا

م اين ك ت ح س ى كه ا ت ث ا ك ن دوسريى ن هأ. دارد. وجود لدلم١ و X بي  X مناب

ى عدد ل م ، ا ى دارد C يا م شت كا رن ك ن دوسويى ا p( و I بي ( N/ . د ن ا  ب

V( كه (N ١٠ةو\ك وءة٠ج٠ N ،ت ى اس .N جموءههاى٠زير همة مجموعة يعن

ى م ارتفاع ترتيبى عددها ل عا ر د  كنيد نرضى مىكيرذد. ٠ز اندا ها مجموعه ز

ى ى مجموعه! M كه د ر . )M( (ج h ZFC و باشد ت  نتيجه صورت اين د

ود ىث مجموعة كه م

ى١١{ " ترتيبى عدد ي ت M( (ج N ا \{M ع a{

ى مجموعة دنيقأ ها ى عدد ى رتيب ت. M به متعلق ه س ن ا٠بهءلاو ا  مجموعه اي

ن ى1قطعه عازي ى أ ها عدد ز ى ا ت. رتيب س ن ا دي  عدد دقيقاً M ازنفاع ترتيب ب

M 1 ترتيبي ٢١Ordه ت،ك ى همة ردة Ord س ن ز نرتيبى عددها نا هد.٠ ن  ىد

ف. عري ىكنيدكه ت ض ى عدد يكط K نر صل . نامتناهى ا د ن ا عة H{k( ب جو  م

عه همة ى هاى جمو ن ز مدا نا هد ن ىد ر كه م تا ع ى ب ى عدد شان٠متعد صل  ا

د « ز ا ر ت ع □ رذد.1ك

ى هرمجموعه ى بدار ى1به رى٩صلىت1 عددها زةكاف وبن ذدا  تعلق H(fi(به و

ت اين، دارد. ذ ؛ ر ضع، د صردمو را صل با معادل ساي ع ا ض ب مو خا . انت ت ا

دا مسالة ياسخ ر رد سا و ي H(ا٤ي (u)x رد ز ن٤دع٢ رد،كهIق ري ت ك ي و  عدد ك

صلى ر ا ي ن ت. دئ١ از ب س ش رإ ذريذده!ى رهياخت امر اين ا سعى ٠مىذهد يي

ب ىكذيمكه٠ #ا به;تي ئ) ى(ل ها ر ختا ى رئ)^ا١ (سا م س  بفهميم. رإ H(ujx( و

ى ى ر د دقينتر: كم جو و ستا . ساختارها اين به مربوط موضوع اصول ج م ي ت  ه

ر يبوسسار فرضية جون ر سا مورد د ت( H لئ)٢(ختا اً هركرداية >س ت ب ى ن مل  كا

I ع اصول ز ض و ى م ^٤دد٢( بإ ل ز يوسسار فرضية ) ل و ح ص .كرد هد خوا ن

#٤(وع ساختارها، اين اولين ر ٠) ا ت خ ى ا ي ا ن ث ر آ س د است: مبذل لبا

+ؤ• , ,N■( ن ن٠مىتو واح، در ا ث د ن ى كه دا ها ر ا خت  و ذج ا

ت )N/ ~٥٠١ ء00ا م١س00< خ ري ك ر دومى كه ذد'1ي ت د ح صله ب ل بلانا  نب

ث از ح ن ب ى ساخت ف ZFC جديد مدلها ي . شده ; ت ب ا رتي  نكرة بدينت

عداد عه نكر؛ صرناً ا و ت ها جم س ر ا ضور د ل نقيضى ح ص ع ا ض و بينهابت. م

ر ا ت خ ر هم بعدى، ا ا ت خ ىا ي ا ذ ث ت. اً س ن ا ر اي ا ت خ ا1 ا ا

ر همان ختا V{ 1, +١ ٠ا ؤع سا (N)) Nا ت ر كه س ختا  مرتبة نكرة اسساندة سا

عداد دوم ت. ا س ا



ى ‘ييوستار نرغبن فت س ب د لا د ب ا ٢٧و

+ نه البته , . ),N( ه + ون , . , € ),P (N ) , N{ ى ر آ خ  زبان برإى ا

I}—( (غ C ى بلكه ي ر ى زبان بزى ساختارى طبيعى نحوى به ه  مور

ت اى ويزه س دكى به كه ا ىشود.٠ تعريف سا

#٤دد١ (دربارة ى1طبيعى سؤالات ه ) ك د ت ل ZFC برياية م . يدير ح ن ت ب

ل. اين با صول حا ضوعى ا ئ)^١( بزى مو ن د س  از ٠و اذد١ةت١ز٠ ح۶بهوض كه م

ى ه1٠ذكر ٠ذزهمكردب طري ك وذيكا1 نكرة ر1ذد1به ى ذكاذ  سؤالات اين است، ءد[

ل ز ل و ح ص .٠ ن ذ ذ ك ق اما ى د ع اين م ض و ودم ص ط ا غ ر \ز بعد ن  بسيار كا

ه1 زياد ك ت د س و ت ى م ر ا ك ث ن، ٠اً ظرم رن كم د ن اين رجستة جنبة ٠ي ت امرآ س  ا

ف ىكذدكه٠ مبرهن ز اين ث ق ك د ى م ىا ر ر لأم م ىكا شث و ىك ص . ريا ت ي ن

ش ش بر مقاله اين دوم بخ ى يانتن بزى تلا ضوع اين از تععيم  اموومر

^٢( بزى ن اين بود. خواهد متم^ز ردأ) ى اً ت جاي س ة به باسخ كه ا ل ا  م

ر ييوستار رد نرإر آن د ت به ييوستار فرضية كه جز ‘دا ر ر را م ز ربارةد ى ك

ل H}(\للل ت. بيان قاب س ر ياسخ ا و اً ت غ ك ت آن ث س ى كه ا  هستفد تعميمهاي

ى هر اما ب ع أ نكرءاى كه ت ت د ه د ب ه س بدمفهوم كه ب خع ى٠ويز من ويأ ا  ق

ى وني دبا كان د نتيجه بايد ث ه ط CH كه ب ت. غل س ا

ى در ث اين ط ح زاين بايد ب ه ادعا ا ك م ك ع ا ف عنه د ) ١ ٠١+ )R 

ختار بلاواسطة تعميم رئ)//)٣(١ ؤج كه H((\ (ع سا (uj( ،يا) تعميم معادلا 

ت. >)7>(N(١ N, +١ بلاواسطة(ج س ت ا ن ست راي شترد ت بي ه ت بوده ج س  ا

رؤج كه ختا + ٠١ سا , ,Ml ١( ^ عة توسط طبيعى نحو به )،كه۶(  R توانى جمو

ت٠ س د داده هد و ىث ر در ٠م ر تزمتناهى به خ ى بعدى تونفكاه مقام د ود. تلت  ث

ل برإى بمكاررفته وش٠د حلي ت ت مكانا و ا ختلن ى نكره م ى قويأ ها وني  بزى كان

)٢(١ (ج # ( ى نلأ٠ء د ا ث + ٠١ (ج بزى مرددهدكه ن , ,IR ١)۶ ( R( قويأ نكرة 

. ىتواذد٠ذ كانونيكى د ث ا ب ر كا ر ل د \ C E .شد . دو اين ٥ونكا برقزربا ر ا ت خ  ا

H(( (ج (u)x( ج و) ١ ٠١+ ,i(V (i ), R ر س د ر اسا ا ت خ ذد1و ا ىا  (هر حد

ر ن 1مىتو ز ،—بك ى د ت كردا، تعبير ديكر س ساختارهاى كه طور نهما در

)e\ ) ,٧(H( و )e,<٠+١٠N١)7>(N( .زاند شد. CH اكر جني  برقزرنبا

ذكا ر دو اين ٠اً ا ت خ ر مىتوانند ا ا ي د. متغاوت ب ت ث ر كه با ل اين د ر حا ختا  سا

لأ اول ما حت ى حوى١بهذ ا د بنياد ر از ذد٠ء ختا ت. دومى سا س ا

م د ( ت ، ل و ئ)^١ا ر

ى اين ى٠ياي عملكرها ى٠زير بزى ا ر ز Rn جموءهها  اينها بكيريد؛ نظر د

ى مجموعه ز ز ١٠\غكسك ها ىكذذد:٠ توليد صسه هاى مجموعه روى ا

صكذيد ش)ذر ى Rn ذكغنى١ I ح r+١ (اذ  4j  X ر مري  ت

X ت ح ت ت ش كا ي ن خكنث ا

ت1 ه س . ١ ع71 ١ ع71ب ١ ( — ’)٥١١٠٠٠١٥(^ ا٠ب ك ى)^١ا٠.

ود.٠ تعريف ىذ

ض ا (متممها د نر ي ن X ح f ك  r  >i •X ت رت عبا ز ا  ا

مجموعة

أ ) لآ د ئ } ,١تء7. . . أ١. ) | ( . ١ه7ه . .٠١١( ( - X

ف ري ن تع وزي .(ل ى X ح 1٣أ مجموعة ا ى هجهوعة ي غث ك ذ ت \  اكر اس

ح عدد ازى به ح د ن بتوا ز مجموعه اين &اى ص عدا رت  با مرحله، متناهى د

ش يايه|ى عملكرهاى اعمال نكن  از ى1سسه زدمجموعة از كرنتن، متمم و ا

□ اوًرد. بددست 1٣؛عبأ

ى در داربم جون كه همدمى تنكر س نضاها د ي ل ن ر ا عموما ٠مىكذيم كا

ن سد ز به ر ى ج ج جالب ن محتا ت اً س ى كه ا  بار سه ز ايهاىمان عملكرها

م. بهكار ي بندي ث كن ن ة ا ع و جم أ ٢ از ى1سسه زر f از زيرمجموءهاى ا٣ب "f ١ 

هد٠ بهدست ى به كه ىد ه سادك د د٠ لي و ع صورت به كه ىث جتما  ربيى شحا ا

عه از ى جمو ه ها ت ل ي ن متمم است. بيان قاب ي و كرنت ث ن ك ن  ما دوباره ا

عه از نزتر ز د هاى جمو و ش ١ع\ئ٠وء٠ج٠ به و ب ب ح ى به ٠مىبرد ن ل ك ث

ى ى مجموعه! X ح Rn مجموعة صرريتر. حليل ت ت ا٠ي اكر اس  مجموعة ك

c+٢ ست  c  Rn ه وجود ت ه داث ك ء ا ي X ب كنث ه r+١\K ان ك ، د ذ  با

ت. س ى| ش ذ ك خ مإ| ث ن رأ د

ز عه ي ى ىها جمو ث ن ك ن م؟ بررسى ز ا أ ياسخ كتي ن ر ن م ت اً س  كه ا

ختار ى ساختار صورت به ىتوان٠ ز دئ)كر١ ( سا ها ه ء و م ى ب ث ن ك ن  تعبير ا

عه صوريتر. بءشكلئ كرد. ى جمو ى ها ث ن ك ن عه اًن با متناظرند ا ى جمو  ها

\)H {(jJ ه ح ك ج ى10\ءئ)١ا٣( نرمول ونها ازى به د ) ز £١ ا ي) ى ت ي  و

و ف ت ٥ H((J 6(\ ع كه ه

A}٧)\(\H)٧)((\E(. =ا ]ي٠.{ل&,  = {b € H 

عه جنين ى A هاى جمو ر ا ئ)^)١ا( (ج د د يازمش بدوسيلة د ن د ي ف ج د ع  .ن

ا اين ك ا مطالعة است: منحلق معمور روش ي ك ز ساختار ي ق ا  مطالعة طري

عه ى و ها جمو ن كه زبالههاي راً ف مىتوان ساختار د ي ر كرد. ت

ل ص ع٠ا ض ب و خا عه وجود انت ى جمو ب ها جي ب و ع  الزم ز زيادى غري

ا ٠مىكذد ك س معروف مثال ي م زد ى—باناخ يا سك ت تار س هى اخززى ذ ا  از متنا

ها كه دارد وجود قطعه جند به R٣ واحد كوى زآن ط مىتوان ا غ . با ن د ا ف س  ا

ت از ب جكا ه دو صل خ حد كوى ز ا س . وا ت خ ن ا ى انززى جني ز١فؤ١ ي

است. ١ق٠٠(\فوك١٠ه

د ٠بريمم ر د ن باا حثا ل ب ا ل ز بكيريد- نظر در ز ذي

ل <١ب١ ١ي١ سؤال. ى٠د R٣ ل\حذ ١كلئ ذ١ ١ة١١للك-ي١ا د\د د5 ١ذ  للآ١د جل

. ا٠خكغثي١ ١وءه\ئ٠ج٠ يلث. م ٠ك دأ ث ا ب

ى هرزيرمجموعة حلين ه Rn ت ك ب رل ي ن ري دا ن ؛ ا ت  بارلوزين اولين ز اين ا

. ١٩١٧در د ر ك ت ب ا ى ث ب اين نتيجة ي طل ن م ه اً ك ت س س ا زدوي خززيا  ى1ا

حد ازكوى ى به R وا طعات ى هر كه ق ر ي ر د ب ج ه و د دث ولي عه با ت و  هاى جم

حلينى د ت ث ا ه وجود ذمىتو؛ذد ب ثت ت اين به اين باشد. دا ت عت س  افزز هر كه ا

ى س زدوك ى حاوى ب\جد ا طعات ه ت ك ء ا ز1 ب ا٠ذدا ع ل ر ي ذ د. ي ث با ن

ة1هد سؤال البته د ذ ذ ك ت ى انززهاى درمورد ما ي م د ز ا ى ي ث ن ك ن حقيقتاً ا

ل اين ش ز بذيادىتر -زا ىذهد:٠ يي

ي\. سؤال. ة\٠ه٠\ ى١ وءهه\ ث ذ ك ث دديل٠\ذد\( ف د؟٠دك ذ \ 

ى ديكر ١٩٣٠ دهة در وار شكا سزال اين دث ه رآ بود: ء



ر٢٨ ث ى، ربد ن رة * ١٣ سال ض شا

ذيم٠ذ ت١د ٢ءو\ب٠ئ كد حد و ىد| ى آيا يمه ش ها د ع و م ى ب ث ك ن  ا

ى ب ل ر ذ ي ر ا د ن د ا ت ].Luzin, 1925[ ذه.ء يا ه

ب جب ن بزى كودل يهاى٠ي اًذكه ع ثا ن ن ى) اري٤ا داد س  CH [ن

ZF با C ت ى نكيزى نكنت( مزي ري ه1د د ك ت ل ذ ود ى اًن بزى خودك  آهميت

ت با همتزز همي ش ا ر نتايج ل CH مورد د  بود. قائ

ة ضب .١ ق ( ل د و ش ك ر د ن ب ف t ك ' ) i  ZFC) . د ش ا ة١ د< ب ل ن٠ ي ) و

ن١ ١حسل م ZFC+ ،ف\(ةا وجود ٠غه\(ا،\هدمق١ ١خكئثو١ وءة٠ج٠اا □ ٠س

ى درواقع، ق اثبات نورى نتيجة ي ي قضبه ا ر كا ز ي) ا سب  أ٠حك اين [

ع با ض و م رد ص ت: ها مجموعه نكر؛ ا اس

ى انززى ك و د ز ا حد ازكوى ي ىقطعا به R ٣ وا ه وجود ت ك رد  هر دا

ا ك ي ي ت ك ن ت. تحليلى ى مجموعه! متمم ا س ا

س صية ي ا يذير٠ز1اذد مورد در لوزين ن ك ب ى بودلآ ل ها د ع و م ى ب حليل ر ت  د

ن واقع زي وي ى ق د٠ بودكه ةضبها ث رد ى لاك ر ط كه آ غ ن ن ركرد س باكا يا را  ب

ع ض و م ود ص ت بتوان ZFC ا كرد. ثاب

ى٤ا ر ق ا ب ا طل ى مجموعة هر كه ZFC با م ث ك ن ر٠ز1ذد1 ا ذ ك ي ب  ٠ل

ت س ص كرجه ز، ا ست، ١د( ف با ن نمىتوا ا ر ن مغرومنى م ت ن ى٠ و ر ا ؤ  ZFC ا

ت ر سالووى ىقضايا فوري نتيجة يكط همه، اين با كرد. ثاب ة مورد د ل  سا

ر انداز. ى٠ب ر؛باد ى وءهها ث ك ن ن ا ت اً س د زكارZFC 1 اكر كه ا ث ا  ٠ب

م با همز، ZFC ٠اًذكا ك ل ح ست: ص ذي سازكارا

ى اخززى م ي د ؛ ى ا زكو ه٣ واحد ا ى به ة ى هر كه قطعات  ي

ه ء و م ى ى1ب ث ك خ د ا ث ا ندارد. وجود ب

ق د ب ب ي خود زت ى ساختارى سزالات هم H)٧(\ در د ى1طبيع ت  ه

ط كه حا ل د رذد صررى ب يذي ذا ل ٠حل ل ح ص ل بتوان اكرواقعأ سؤالات، اين ون  ح

ل و ص ج كرد، شان ن ف محتا ش لك صو ع ! ض و ى م د ت. جدي س ا

حديد ردش مم واذذ٠ كوهن توسع روش هم و كودل ت  ٠ا H)٧(\ ىت

ى ر حت ى د لن ى كه حا ها ى مدل دا ت ب ى انتهايى و ا  مدلها نظر از باشند، متعد

د. هن رد فيي حديذ غيرمررى، بيانى به ت ى عموما ت ي ها د ع و م عداد ب زا ح ا ح  م

ف وإ ذ حن ك ى ى مجموعدهاى و ٠م عداد از جديد ح ا حي ر ذتد1مىتو ص  د

ى سع ى تو د. ظاهر كوهن ون ب بدين ث ي لأ1 رت ت واضح م ي  سزالات اين كه ن

ى دربارأ ا س ر ج ى م ت ن ك ل ج به ا ى ب رت ر سذ٠ ه ر زذ را ىت دذ رث ر ها سآ و  ي

باشتد.

د ي ا ى ث ع ر ض و ردم م شندكه ا ح نتأ با ن قابل يب ا ث د ي أ ن ت رنزوا زقد  آ

، د ثن ا ل ب ك ر د ق ز ف آ ث ي ح . ز مب د ن ك ن ث و ى ر ل وبز ل ح ا  م

د٠داد رنيرومند روشهايى ٠ث زقد ا1تد آ م ى. [و ببينند ي  حد تا حت

ي ى1٠بهشيو ز اذًها امكان، ز ك خت ر ذه1سا ظ عذ ط لأق م هكا ك ( د ذ ك  حل

ن1ذ ازضرورت ا ىث ه لازم ت ك د ث ا ن٠مغرو ب ا ث ت ذ و ى م — ن ك ت س  د

ن٠بهه ى نكرة ض كه مفهوم ا ك زي ت ني د تثبي ى٠ت  مغروض بايد ز ا

. ت ن ].GOdel, 1974[ و

ر اكنون ا مورد د ك ن بزى يداندكا ي ل1 جني ضوءى٠ص ث و ح ىم.٠ ب ى

معين

ص زدمجموعة خ ى مث ٠از[ ما ظربكيريد. ز ]١, ف درن ف Ga بازي ي  تعري

ىنا بازى،ى كه ٠مىكدم ه ت متتا س ن.دو با ا ك زي  با

نو I بازيكن ك زي تنو به II با ف ب ي

}٠ ع١, غ٠}

ت اين به مىكذذد بانتفا ز ن كه صور زيك ى2 بدازى ز اع I با  نرد، ها

ى بهازى ز ،ءها II بازيكن و ها ج ا زيكن ٠مىكذذد بانتفا لا با I با

ب خا زيكن ىكذد؛٠ لاع٠٠ث ء١ انت رد٠بر ز ء٢ II با ن٠بهه و ٠ىدا ب- ي  ترب

ر ك ا د ز : س ل ت ك ي ز ا ب

;A غ٠٢_ا ج ء

ن مررت اين غير در زيك سبرد- II با
ض ة SEQ كنيد نر ع و م ى همة ب ها ي دنبالد وي دبا متناهى دود  هر ٠ث

ك ٢ ١\ستد\ةوق تابع ٠ي

٠١١J} ^ SE Q:٣

ت. س i( دور ا e  N: (ى ،ء ا ب ز ن توسط T با مطابق ا زيك  ىشود٠ توليد I با

ر( ك =0ا ل (6 ه١ ب i ازى و k e N jM

.١ع٣.(خل . ع١=٢ء)١١. ع٣بت

هأ ن توسط T با مطايق دور مثاب زيك د٠ توليد II با ش ى به اكر ى ز هر ا

fc €  N، )٣€)١٠ ٠ ٠ ٠ ,ع٣-؛ع١ = e ik

د يكط T اسشززى مت ن بزى جدذ ٠ذذش١\ زيك ت I با س ن اكر ا زيك  هر I با

ى از دور ن توسمط ٣ با مطابق كه ز با زيك د توليد I با و . ببرد. ث ها  T مثاب

ك ن بزى جدد ١\سو\ةوئ ي زيك ت II با س ن اكر ا زيك  ز بازى از دور هر II با

ن توسط T با مطابق كه زيك  ببرد. شود توليد II با

ف. ري ض تع [ كنيد نر ه ح٠ا١ك ى بازى د.4] ن د ت س س : ٠ ا ر ما خت  دا

A ت معين س ى- ا ز زت سث وا ى ا ى بزى رد ك ن ي كنا زي زبا . ا د ث ا  □ ب

ل1 ع٠م ض ب و خا ة انت ع و م ت ى1م ب س ىد بدد ه٠م ك G د a معين 

. ت ي لال اين ن د ست ت. ى1قطرىسازى سادة ا س ط ا غ ستزرى تا ٢ ٠ ن ن ا عك  م

، ت ى وبه ه ىهر از ستزر م اين T ا ك ف T كه ح ى برإى برد استزتزى ي ك  ي

ن زيكنا زبا ر ا G بازى د a ت س ى تا ٢ * لأ٠ء ا يئ ى ي ت دربارة بين ضري  در ع

A هد.٠ انجام ىد

ل. با حا ل1 ذامعينىكه مجموعة ايز ع٠ص ض ب و خا ت انت س هد٠ بدد د  در ى

ت ى حال ى ى1جموءه٠ كل ث ك ن . ا ت ي ا اين ن ا س ا ] ، س و ا ه ن ي ت س ا . ى ك ل  ب

صل اين )١٩۶٢ ع ا ض و ش ز م ىذهد:٠ يي

شى: تعين د نرض الكئ د A كه كب ك ي وءت٠لج زيد ي ئ ن ك ل  ا

°]١إ ن Ga بازى مررت اين در بائد. , م . م ت ا



ش .سوسار ب٠< س1 بغ لا و ء ه /٢٩

ث از نفطه اين در ح ن بايد مان ب عا ن م كه كرد ا ع٠| ضر ى تعش لمر ش ك ن  ا

ت بدوضوح كه خست طور اين نغط نه س ى باشد، در ت هم طور هن I حت س  ني

.با ر سانكا وضوح٠ب كه د ل اين با ث ل ٠حا ص ع ا ض و ى م خث ب ر ع ت ث  اما ‘ا

ا اين (و ك ى ي خ و ن ث ت) منطقدانا س ل ا م ع ا ض و  جنين هم ٠ = ١ م

ت. س ا

ش كه مقاله، اين در خ و متاله(ى اولب ب ى د ت خ ف است، ب ى هد ل م  ا

ضى عرضة ض هد بع را ى نوى ث ب اين بإ طل ت م س ل كه ا ص ع ا ض و ن م  م

ى ث ن ك ن ع’ا ا ض و م ل م ح ا ح ى٠ بزى ص ى جعوءهها ث ك ن ى ا هد شوا ت. س  ا

م٠ عرضه كه ش حفينتآ ىكن خ ى ب جك و ت ك س ر اكنون اًذجه از ا س د  دستر

ت. س ث ا ح ج مب ى٠م ى وءهها ث ن ك خ ش اكنون ا ر ش ىك هات ج ز هيا | ه٠ نت ك ت  س

ن بنيادكنازن ى٢ي اً ي ب ى يا ش ىكردذد.٠تصورذ حت

ى ١٩۶۴در ت ل س ن ي ى م ك س و و ك رب وب ل كهندكرد ثابت وث ص وا ع ا ض و  م

ى تعش ث ن ك خ ذكاه باشد، برقرإر ا ئ مجموعه هر اً ث ن ك ن ر ا ءين ز l اندا I j .ت س ا

ل اين ‘نتيجتأ م ع ا ض و ب م ى يارأدوممى |فطزى كه ىكذد٠ ايجا ر ز واحد ا

i r ت به طعا ى ن ت ن ك ن ندارد. وجود ا

ل اين ص ع٠| ض ن و جني م ب ه جا ي ى هرمجموعة كه مىكذد ا ث ن ك ن انا ا م زث

ى عدد ط م س دارد. ٢N٠ ا ى هم باز ‘دئو م كد از بعد ك ن ل اين أ م ضع ا  مو

ى رن د مب ل اين كد كرد ثابت ‘ث م ع٠ا ض ذ ايجاب و ك ى مجموعة هر كه م

ى ث ن ك ن ز ا ما ث ل نا م ا ا ت ك ة زيرمجموعة ي ت ت. ناشماز ب س ا

ت اين ا ب ا٠ ا ب ) م ك ع ك ش ى و ض ) ممين س ى ث ن ك ن ج ا ل ه ي مأ ف نت

ى١مو(ئ ر CH بزى ا ى٠ ميان د هها وء ى جع م كنث ن . نخواهد ياخت ا د  ت

ل با ما ب، ك ج ى٠ و CH بين واقعى زبطة تع هها ، جموء ى ث ن ك ن ق ا با ١٠ح

ض مغروض ىI تعين كر ت ن ك ض لأ٠كا .ن - غام ت ش لأع٠ئ نتطة اين ا  بخ

ق دوم بود. هد خوا متاله ا

ع يى مررتها طبيعى نحوى ب ٢٠ىءواذي٠ هعجنين ض و * ل م ا ن انتخاب ا

ى٠ بزى هها ء و ى جم ث ن ك ن ل رإ ا حلي م. ت كئي

ض هنر ك د ي ن ى١ به ف ح IR٢ ك ه ا ر ع تت ع ه ط ف ء دم ر و ز د باب

]A € ه )ا ء > لآ ) € A x =  { y

. ب د ر إ ق

ض ي نر ن ي B ك ث خكن ، A ا د ث ا ) ا 0{ ب ء ا د ل = ء

ق١يكذو ا A مجموعة ا : B I تابع و كذد١و٠ ٠ذ ى به ا  هر انإ

Ax iX £  B ع )i.f ( x ل ك ى ا تاح ببينيد. ز ش ث ن ك ف ت ا س ش ا ر ودا م ون  ا

ى جموءهاى٠زير ث ن ك خ باشد. ه٢ از ا

ش اين لوزين ١٩٣٠ در ح I ر ط ى زيرمجموعن هر كردكه م ئ ن ك ف  ا

ى تابعى با ن1مىتو ز صفحه از ث ك ن ت ا خ وا  بعد قرن نيم تنريبا ٠ذد يا كرد يكن

ت موسخرواكيى ب كه كرد ثاب ت جوا ت شب س ه ا ك و ى تعش ا ث ن ك ن  برقوإر ا

. با د ث

ب. بدين رب ض يا ت ر ك ض ى ممين س ث ت ك ن ل ‘ا حلي ىت مل ل كا م ا ن ع ا ق و * 

ح (نتخاب ط س ر ى د ت ن ك ن م1د ا ه٠ري واذم٠ ك م صورت اين به ىت ذي شك ها ص لا  ٠خ

ى' اين برإى ز ها ص لا ب خ س ت منا س ى زرمجموعة مفهوم ا ش كن ن  به ز ه٣ع ا

عة مفهوم جر ى م ن ك ن سيم عمومى ا ه٤ب بياييد ص دهيم. ت ك م ي  مجموعة و

A ل ى هجموعة ي ث ك ذ م \ و ت م س كر ا ى تاببع يكب ا وثا  ٠ا : ه —٠٠ M ي

ن كه راً ى M د د د ع ت م ر آ ت، }د4 { ب س شدكه شته دا وجود ا  با

)}x , y )\7r(x ) £ ir(y{ (

ى زيرمجموعداى ث ن ك ن . ه٢ از ا د ث ا زيرمجموعدهاى مورد در مفهوم دو اين ب

ت هم با هل٣ع طابت رند؛.جموعة م ى A ع IT دا ى مجموعة ي ث ك ن  عمومى ا

ت س ط و اكر ا غ و ن ى ا ى مجعوعة ي ث ك ن . ا د ث ا ى٠ ب ى جعوءهها ث ك ن  ا

ف طبق د زرمجموعة تعري ذ ا ى ٤ج ها د ع و م ى ب ث ن ك ن  مىتوانند عمومى ا

ى عدد ط م ينكة باشند. غير. و تابع و ا ن ا د وعده خلاصة اً د٠دا  .٠ث

ع١ . ١ و غ م ط به ١ب١\ذتخ < حا ى ل ث ك ن ، برقزر ا ت ي كه مفهوم اين به ن

ى1 تيبى٠خوشتر ث ك عداد ى1خ زا ى ا ندارد. وجود حتين

ع١ .٢ و ق و ، ط به ١ب١ذتخ١ < حا ى ل كث ن ت ا س همفهوم اين به برقزرا  اكر ك

V ►— ه : F كنثى مجموعة يكط ذكا باشد، عمومى ان  انتخابى داح ٠اً

ى داردكه وجود F بزى ى مجموعة ي كث ن  هت. هم ععومى ا

ى تعين خث طى وعددهاى انك  *Sjji ام

ىذد ى تعتى كه كرد سعى ٠م كث ن ت به ل\ ا ر ر حليل نريتده م كرد. ت

ر ت ١٩۵٣ د ر وا ي ست ت ضا )٠١ ١ل باز زرمجموعة هر كه كردند ثاب

ح ز 4و٠٠٠ج يرسمش اين و است، معين ط ل مجموعة هر ايًا كه كردند م و  ب

ت معين س ر بعد، دهة دو نه. يا ا ى د ر كا ه ى، ثا ك كني  كه كرد ثابت مارتين ت

ت جواب ت. شي س ل ا ة جنبة ي جت ر ن مارتين اثبامب ب ت اً س  نريدمن كه ا

]1971 . ,Friedma( لا نتب ا ث د. ن ودكه دا د مجموعدهاى تعش ب و  ز ب

ة در ١ذو\ز١ض و ى ن ل با ٠سرملوهمرإ مجموعدها ص ع٠ا ض ب و خا ت انت  تاب

ت عبارمت نكر. اين كرد. س ضع، از ZC نظام از ا صودمو  ZFC يعنى ا

ل بدون م ع (يا ا ض و م وا صر ى. ا ر جايكزين ت ث ي ن ب نا ضدا  نظام اين با ريا

ع محدود ض و ردم ص ر ا ص ر امر اين خوا. ىكذذدا٠ كا خي ث ن ت ه  خوا. د

هند. ند

ل مجموعة هر به كه بود اين مارتين روش ‘تقريبى بيانى به و با 'A ب

ستماء ل بررتبة ا و ل lA ب ة مجموعة ي ^ ز A با * C ه دك طكن و رب ن م راً  Z د

ت. س<ته ل س ه جنان A* ا ت خ ضد٠ ا ه بازى يودي معين از كه ى د طث و رب  م

جا A* به ن (دراين ى با بازيكنا ضا  نتيجه A بودن معين مىكذذد)ا بازى Z اع

ود. ة ن ي ف ا ق ش ن بوإى رت متيوا ك ا ث ن ن ت معين A اينكه داد س ر به ا كا



ى. ض ؤ ر ر ش ٢ شارة ،١٣ سال ن

سه د ب و ىث ت اين به و ٠م ر و ل A تعش م ص ى٠ A كه همجنان ود.٠مىت حا  د

عه ى جمو ل ها و ن ب عه ىكذدا٠ تفيير ممك  روى Z مربوموثدة هاى جمو

\}٧<V a{i )\a{

م و ٠مىكذذد تعيير ل رتبة با همكا و ن عدد A ب تا ي صل ي انزإيش ا  بد.1س

IR)۶( اينجا در ة ٠ ع و ة بار ٥ تواني جم د رث ز ك ن ز 1 ت ثا هدا٠ ن  كه ىد

ل صورت به استغرإء به ف ذي ن كه ٠مىشود تعري راً عة هر ازى به د  جمو

X ) iX ح V (X ) .V {X ) =  {Y \Y ١ك١ةد وءة٠ج X .ت س  ا

M) =  V {V a{R )) , ? ' ( ! )  =  i(١+p و •،٥

}Va(l ) = \j {V 0(l )\0< a 

ى عدد ٠يك a و a < ° \ل ى رتيب د. حد ن ا ب

ر و ها مجموعه نكرة د مل ر ى ش م ت توان ن ب ى كه كرد ثا  7)سح1( حت

ذا و دارد، وجود ن ل ة كه جنا ضي ر ق ن ن م د ى ي ذ ي ب ش ي ت بود. كرده ي با ث ا

ض با توان ض ز مارتين ن مغرو ت رن ط ك ت ع ن ض و و ر م م به ZC ا جا ان

ه همة تعتى ع و ج ى ى ئ م يل حل ر نمىتوان ز A ح ]٠ ١ ١[ ت  ZFC د

ت ب اين به اين كرد. ثاب ت س س ى واقعأ ZFC كه ا . قوى خيل ت ب  ن

ذ ترتيب بدين ي ف ر مارتين ن د هاى مجموعه همة تعتى مورد د و  قويترين ب

ى ها ت قلقي س لا مىتوان كه ا ر ل بدون كه كرد آ و ع به ت ض و د ر م د ا  جدي

ت ر كرد. ثاب ع صول ا اينجا د ضو ى و ى عددها صل ى ا كه ىثوذد،٠ وارد زر

ل غيرمررى لور٠ به ر م ىاذد٠و٠ا ي ىعددها وجود كه غرء مل ر ،،ا4'ل ا

ى عدد ذد.۶ ادعا صل ى K زى ناشما ا ت ذيو٩٠ز١ئد١ ١٠٠٠حي0١ عدد ي س  ا

ى صاذ كرذز ى ١ا صل ز ه وجود K جموءههاى٠زير روى ى1لمع غي ن ت ا ه ب ك د ث ا  ب

ل م ا ك ى باشد؛ د K\ يعن c ٧ Jل و ك عدد و ى صل »1تر٠ا ه ز ت ث ، دا د ث  با

]i>٧} £C\{A C K \A £ X.

ر مارتين ودأ ،١٩٧٠ حوالى د ل ينج حد ش ا ت اًذكه ز 1 يي ذ ثاب  كه ك

ه همة ع ى جمو د ها و ى عدد اكر كه كرد ثابت معيزاند، ب ل م  اندازءيذرى ا

ه وجود ت ث . دا د ث ا ذكا ب ه همة ٠اً ع جو ى هاى م حليل زاند ت عة (هر معي  جمو

ول، ى ى جموعه! ب حلين ا1 ت ت  ،ZFC در ٠ذ كرجه ٠هم ز اين اين لذا و س

عه همة كه كرد اثبات جو ى م د ها و معيزاند). ب

ى اما و و ل ن ا ا ث د ن ميد نمىتوان كه دا ت ا ث ا  وجود يايذ بر صرفأ كه د

ى ى٠ا عدد ي ى يذيرتقن٠اذد؛ز ل ت ن ل ل كرد. ثابت  \ ا ل ‘دلي ى ف  قبلاك*

ت ر د ت ق س ى تعش” :ا ث ن ك ن عدد’ ري ي ا ZFC+ “ا ى ا ن م ى ا ر ي ن ي ر د ' 

ت ب ز ZFC+ “ص جا ىكذد اي نبزبنا ٠م ق ،ي ضيذ طاب  ناتمامبت دوم ق

ى تعش ن توا نمى كودل ت ن ك ن ى عدد يمك وجود از ز ا ن م  نتيجه زهيذير1ذد1 ا

ت. ع كرن ض و د ر ص د و ٠ذد1لازم يترىقو هم باز ا ر ص و  همة تعنى اثباب خا

ى٠زئر ها ه وء ز S جم ل ؛٠(١ل ا ى به تبدي ها د عمده سال هث ع و م ج  ىها (

ه اًن ع و م ى٠ ىها ج ىا ث ذ ك ن ذ ن ت به ىتوان٠ كه ه ي صرر ث ن ك ن  متمم ا

ا ك ة ي ع و م ى ج حلين ن٠ذ ت ا ىث ث ي د ا ى ).دا س برخ هزد حد ك د ل ن م ع ا ض و  م

د٠شذ\مه٠ ى ١\ئ٠ث ها بز ى ىعدد ن م ر وى٠بز ا د ة ن ت قوى اً ش اين كه س خ  ب

ى تعش از ت ن ك ن ب ز ا جا د اي ت ر .ك د با مارتين ١٩٧٨د فا ست زاًذجه .ا ااسا ا

1. ultrafilter

ة نرضيه نويترين د هات خت ذا ى ث ها ى عدد ن م ر بزركأ ا ق بود زمان آن د  ون

د عه همة تعتى ث جو ت ز ح هاى م د. ثاب م، كن جا ر سإن  با ٠من ١٩٨٣د

ستفاد. صول ا ع ازا ض ى و ى عددها ن م ي ا ه ٠بز ل د ر ى٠د با كه طبيعى زتب

ى٠ا وء ش و ى رى ولل ها ى عدد ل م دراتبات مارتين كد شرد ى٠ 4 ا
ن جموءههاى٠ همة تعبن ٠بود تغاد&كرده٠ا ازاًذها ية وءههاى٠مج هعة ميي

. م د ر ت ؛ ئ م ل ة ;

ت ث ر ز ن اثباتهاى اين طبيعى ا ق ه ت ك د ي سأ ر رب و ط ن ي ى ا ء نرضها ا ا  ا

ى بهينة ى عددها ن م ر به بزرلى ا ت كا ه كرن د ت. بود. ث س ر اين اما ا ري  غ

ب بسيار كرجه ذا ت بود ج س م (د ر به من)ا و مارتين بزى ك ط ك  بود. عل

ع ض و د ر م ى ا ى عددها ل م ه ا ىك زب ت بزى ب ى تعش اثبا ث ن ك ن  بهكاررذ-ه ا

ز بود، ى جمله ا ء و ض و مل ت بزى مارتين كه ا ه همة تعش اثبا ع و  هاى ج

ن بودءاند. لازم حد ز I قويتر ر صا يود، كاركرنته به ح ول ه ا ى نثان ه ها ك ن ي  ا

ر اين ر ت ش ى از بود نادرس ر جهت د يديدا ت كه ن غ ك ز1ث ى بود: ذكي هد وا  ن

شلاه كه ر نورمن-مكيدوز را ن د ا ن ز ا ن ز و ر د ة مورد د ن ثي ف رتين ما بي ث  ك

ا كه كردند، ك ل ي م ع ا ض و ل كثرى حدا م حمي ت ت س ر كه ا ل د ر ذي  موردش د

ث ح ر نهايتاً اين ٠مىكذم ب ل قضية به منجر ١٩٨۴د . ذي د  ث

ة ضي زا. ت وددي لام ش ى ( و \١ذعغ ف ا ة د ١لأاسف'عع د لا و٠١ عل د؛  لل

ه شت ودد\ ج د٠ج\ و ة \يلأ د< ٠ث ع و م ج ت ) و ئ ء ث ذ ك خ د \ ن م٠ز١ا ذ ١ث٤ب ه

□ ا١ت٠٠٠١

ى عدد تعريف ن م ت٠ب ز وودين ا ر بلكه ‘داد نخواهم د أ عوض د ن ر  م

ر ك هم٠ ن د ل اين كه ى م ع ا ض ى به مربوط مو ها ى عدد صل ر ا ضعيفت ر  سيا

ت اًذهايى از س ر كه ا ى اثباتهاى د عب ه به ت ركرفت د كا ن د  در كذون1هم كه ن

ن دثا ر ت و ح . ب د ث

د جوت\عة د ز ه ل ) د٠ ١د وث ب ىك خ ى سا ر ختا را ى به ز كودل زي  مدلهاي

د تعميم ه ع صول I كه ب ض ر كوناكون و ى مورد د ها ى عدد صن ي ا نب ها ب رآن  د

د صادق ن ث ا ه هر (و ب ل ي ص ع ا ض د قويتر و ث ا ه ٠ب ل ا ر م ن ل ك ن ت). م س ا

ر بيانى به ن در با ‘دقيفت ظركرفت ا ن ك ل ي ص ع ا ض ص و خ ش ر ١ء م د د ر  و

ى ى عددها صن ي، ا ز ى به ب ل هر از M( مد , E( ١زل بزى + ZFC در 

ت س ى ج و ج ى و M كببر) X M <( زيرساختار ي *) E  n( م ي ت  كه ه

ا٠ي ر ك د هم ZFC + ٠ مد ث ا ت و ب لا ر كه كوناكونى جم ختاركودل د  زيرسا

ت س ر ذد1در ن د ق اً د ا . م د ن ث ا كر مثال، بزى ب ل اين ٠ ا ص ع ا ض و ط م و  وب

ى به ى عددها صل ي ا ز ى كه باشد ب ى عدد ي صل  ٠ دارد وجود وودين ا

ن صرف ت وا ، اينكه خ ه د دن ي ول رت ختا سا ر ز ر ى ى1مجموءه جملة د ن ن ك ن  ا

ه ك ت ى٠ز1ذد1 ص ب ل ر ذ ت ي د س ث ا ب ر ز ن ة ر ى سال شكن  .ىكذد٠ ايجاد م

ع ورد٠در ض و م رد م ى ا ويذ ؤ ن ريا ها د ى ىعدد هل ى 4 ا ي ها م از شي

د سته خوا اين ت ى كه صت ن ئ ا ر همين كه ىكذذد٠ ايجاد م د اند. غيربديهى ن

ر رد د ل1 اين و ع٠ص ض ط و و ى به رب ها ى عدد صن ي ا ز  عدد كه ب

صنى ت اندازءينيرى ا ح تعميم ٠ ه حي ت روثي ص خ  سالووى ز كودل ا

ف ث ن تعميم اين بعدأ و كرد ك وذ ركي ا راً ور و ٢د ر سل نث ي ل ب حلي . ت د  اين با ن

ع د^ذى مدل برنامة نضايا ر . ن د ن

 2. 



ضن د نر آ ي د ي ش ي /٠بغ ٣١دددين يو1

مركه اين ى بر ا ى ممدادى مبنا ه ا ن ق ا ى عدد ن ل م ت مىتو|ن وودين ا  ثاي

ه كردكه ع ى هاى جمو ن ن ك ن د ا ذ [ عا رل ذ ي ر د| ذ ى | د ه ا ت ث س ه قوى ا ك ين  بر را

ش ن بتوا بايد نرحنى همان مبناى ى ت ث ن ك ن ت ا ب ثا ر كرد. ز ا١٩٨۵د ب . ا د ا ف ح ا

ى از هاي ك ي كن ر كه ت د يروزنده درونى مدل برنامة د ل مارتين-! ‘بود ٠ت ر سي د

ر اين ل يانتند. ترنيق كا ما رك ا٠ د ب ج ى غ صيتها ى يبياتى٤ت خا ها ى عدد صل  ا

ث كه وودين ع ا اين با ن ت ك د ف ] ن د ن مثلا — ن ى اً صيات صو  ائدازءيذرى كه خ

ه همة ع و ى هاى جم ث ن ك ن ىدهذد نتيجه ز ا ج تعش اثبات اين در — م  ه

ى ث ن ىكذذد.٠ذ ايفا ن

ة ضي ز ق رتي ما )٦. لا ي س ض ا ق كفبد ند ى ١طق٠١ عدد ١٠س\هك١ذ ذعد\د د د  د

شته وجود . د\ د ن ت ا ى د( ب ى هجهوعة هد 0ور٠ \ ث ذ ك ذ ى \ □ ا١\سف س

س اثباتهاى در ع ت ض و م د ر م ى ا ى عددها صل ر به وذه٤ج 4 ا كا

وذد؟٠ كرخته ى همان يايه استرإوى ىث و ز ن ر مارتين ا ت د  هعة تعش اثبا

ه ع ى جمو ت. بورل ها س ى مارتين اثبات كرجه ا عه همة تعتى يإ  هاى جمو

ى حليل ة وجود ياية بر ت ك ي عدد ي صل ر ا ريني دا ى ان ى الكو ت. دنينتر س  با ا

ض٠ ا بودن غلآ ك عة ي و جا ]A ح ]٥(١ل جم عة بد هم در(ين ا A جمو ك  ي

ة ع ى Z كه ٠مىكذيم مربوط A C باز جمو ه1 مجموعةكسستدا ك ت  س

ت با ق ن د ه ساخته جنا د ه ن ك ت س ش ا ىكه ازتع  A* بد طبيعى نحو به بازىا

عة تعش ود٠مىث مربوط و ل A اولية جم م ا ود ح ىث وا ٠م سن دا كي ذ ضي  رت ق

ن هد٠ نثا ت. معين A* كه ىد س ل مثل لذا و ا ل A تعش نب ص ود.٠ حا  ىث

ة يكس. ازإى به ع ى جمو ث ن ك ن عة A نوعى ا ا٠بز <١بسب Z شدة مربوط جمو  ئ

ت س ى عدد - ا ث ىا مل ى مرتبة از ا ى عددها ل م ت ى٤بز ا س نروض كه ا

ه٠ ك م ب ر دارند- وجود ه

ن بين ارتباط ق ى ت ئ ن ك ن ع ا ضي و م صول ى عددهاى وا ل م ن 4 ا  بتابي

ت. س ل قضسة ز (دعا اين ا ر كه مىكذد تأييد ن ت ١٩ ٨٧ د د اثبا ن و ٠ث ا ث  ن

ن كه ١مىدهل ي ا ر و ح ق حي ص ر ت. با س  ا

ة ج ن ١ ك ها .ا وودي د١س\دل \يئ ذ \٠

ئ٠١ ع ص١ق ك غ \٠

ق وءة٠ج٠ يلث. k ج N هد ١ئ٠\<\ ده - ٢  كه د\(د وجود M ١(\ق١ت٠ث ١سعدد

ku ؛ (ةس١ف وجود وودى حق\٠ء١ عدد N ZFC ج) ,M(

ف نحو به M و \ ) \ د ١; ذي (ي د\ ك ت ذ □ ،ا٠\س

ش نحو به M اينكه مفهوم \ ) \ ت ذكد\(إبددد ; س ى مفهومى ا ت نن س ا

ط كه رنا ز ل ا ى مد لآن . د د ذ ساً

د عة١بوذ د ق٠ ه ه١وكذ ك ل بلذديروائذهرازبرذامة ا ت، درونى مد ر اس زكا  ا

د ا د ز ا ن ز و ن د ن ي د٠ سرجشمه و ر لآندزاست رنامه اين .ى ن بلنديروا و ب

د وث ىك ى م ها ر ختا را زد ا٠ درونى مدل برنامة زي  ضرورتأ \بغكه هدددأ سا

ض د نر ع كه كن ض و م ود ص ى دربارة مربوطه ا ى عددها صل ى بزرو ا ر حت  د

.رقزرند اوليه ر ختا سا

ش ر مت ل برنامة ث ى تلمرو به ركزى٠ مد ى عددها ل م وهلة در وودين ا

ر اول ل كا ي ح ت، ؛Steel, 1996[ ا س ت اين با و ا ن ر ث ن ي ت شده رون س  ا

ى تعنى كه ن ت ك ن ز وانعأ ا ى تعداد ا ظيم هإ يبياتي٤ت كزإرههاى ع نامريوط ظا

1. the Core Model Program 2. Dodd 3. Jensen

م به ود.٠ ئتيجه ب ى تعش ىث ث ن ك خ ر ا عه نكرة د ضور ها جمو ى٠ه ح جا ه

دارد.

ت نمونداى اين دروالمع، س ديدة ا زي ه1< ا ىك ر; ها كي ز ة ك ن راً ى ز، د  برمينا

ى ؤار ع توسط ٠سا ض و م د ر م ى ا ها ى عدد ل م ى درجه يزرى ا  ىكذذد.٠ بند

ى مثالهاى اكنون د د ن ت زاي ى دارد.' وجود يديده ا ر ج از سا  ف1از اولية نتا

ع ى ٩د با ن ن ث و ى ب ن ت ي ه اثبا د فاد. با درواهع، ٠بودذد ث ست ى لم از ا ن ن و  ي

عه هعة ش٠ت مىتوان و ى جم ى ها حليل زيذ بريايذ ز ت لأ اً ما حت ى ا ور رتاً  از حي

ر ت ها٠ي ت بزى كرد. تاب ى جزنيا ن ث  fKanam.ri, 1994[ به ل\ خوانند. ي

ل د خركه شا ن متأ رآ ل برنامة روش،اى د ت براى زى٤مر د  تعنى اثبا

ى ث ن ك ن ه به ا ركرنت ود٠ كا ذ ن ى ش ى م ع ضر مردمر ت ا س -٠̂ كه ا ^ ^ 

ة ل ا ا م ت و ز ز ر ي ل طريق اين ا د ح حا فرضية كه كنن و ت به رإ ر ي ح ز  ص

ط  سازند. غل

تحميل اصودموضئ

د١ و د٠ذح غوع٠و٠م سا ب را ى تعميمها كه س د ة ي خفي ز ا

)L ذ ادعا ز بمن ذ ىك ر ارتباط اين ٠م ه د ى جب بزى كوهن روش لمش ها

ن خت ى توسيعهاى سا ها ت. نهفته ZFC مدل س ا

د نرحنى M( :ا ZFC كه كني ) E.{ ى توسيعهاى ه مربوط كوهن د  به‘ث

ر ا ت خ M(ا , E( ى با متنافرند ل بولى جبرها م  يعنى )،٨۴١ E( مفهوم به كا

د رن ظ ن با تنا كه ة ج M عضوهاى اً

كا ى ول رب جب د ( ة " ت ل٠. M=\( “ا )E(

. بديهى اكرة د ن كر1شلأ ا

ر١. ب ج د . ة E( =ا است" شناهى يولى '  M ١<

د توسع أنكاه طث و ب ر M( صرفآ ٠م , E( .ت س اكر اما ا

ى ١اى٠جبراذداز ٥٠’٠ فا اً ف ب ر ض ل م ج٠١ ١حا [ " ت ( ا \ :M )E{

سع ٥ نكا آ د درتو طث و رب ضروراً يوستا خرضسة ٠م U ر l ا ت.٠١ ك ت ي صي صو  خ

ر ديكر ا ب س ن توسج اين جال ت اً س ر كه ا  طور به اندازة يكس. توسج اين د

ى شمار! ى جمع ر كه دارد وجود ٠٤٣ ^ دا ن ى ا ب ى ز ل و ت هدا١٠و٠ ك  كه د

ت ب ن به ن ى هعة اً عدا ى جمو ث ن ك ن رند ٠ز اندا ا ذ ت و ي ب ت٤ح به س ب ا  صل

ت. ناوردا س س ا ر ي م توسج اين د ك ل ح ت: ذي س را إ ق ر

ج ى ه س| م د ز ا زي خإ حد ازكوى ا ت به 1٣ وا طعا ى ن ث ن ك ن ا

ندارد. وجود

ن كه ز' توسع اين وي ى بار ا ف -الوو ش و تعري دا ي حل ى كرد. ت ه خ كا س و ن

ىذامذد.٠ ١لووئ1

ى يكح Q اكر ضا ه هاؤسنرف ف د ر ث ، ن د ث ذكا با و ٠اً  جبر Q جغ\ءد؛ جاز م

ه ل٠كا بولى ك ت س ة با ا ك ب عه ش و جم ر ى ز ه (اًن n بازبقاعدة ها ع ر  هاى ج

ة به بود وءههاى٠ج٠زءر بولى جبر .١ ت ا ه ي ع ر يوع. هاى ج



شارة ٠١٣ سال نشررمإضى)٣٢

ب ز ى كه 0 ح ٤با و ا ن درون م سارنا ا ص د ن ت ت ه س د د د. ب سرد.٠ دا  ى

ت اين ب ر م ع ح س و ى نحوى به كوهن اولية ت ى نكيز. I طييع ت ا س  بزى ا

ع ض و م د و ص ل؛ ا حمي ع اين ت س و ى بر ت ز ى1ة ىعصرها مبنا ف M ا عري ت

ك د و ش ٠س

؛ ،”. د ع ت ز ا ب ر ب ى ج ا غ ب٠ ن ر غ ل ء " n.) ١١[ ا ت M ا , £ ) N<

ت ب و ص ب خ ف جال ع ا س و ن ت ت اً م اين كه ا ع ف ذ ت ي ف ن ق ت ر بش ر ن د اً

ت. برقزر س ا

حد بازة ع ء٠ , ١j وا ما جت ف مجموعه تا ^١ ا . س ت ي ن

ى ضا ف ف سنر ؤ ة ها د ر ئ ب بموته ccc ٢٤ ن  "countable chain نوش

condition — [.ت م س كر ا ر هركردايه ا زي ز ى٠ا ى1ب جموءهها ر ج م و هد وب  زد

n شد. ز شما با

ل ص ع ا ض و ( م ن ي رت ة دى):١ما ه ك د ذي ضك ر ى ٢ذ ضا ف ف سنر  هاؤ

شد ى1٠رد٠ذث ت CCC كه با س ر ٠ا ت اين د ع ٢٤ مرر ما جت K ا  ا ١

ا زيرمجموعة ك ن . ٢٤ ت ت ي ن

ك د انكيزة ٠ي ى ٠سا ن بز ل جني ص ى٠ا ضرء ن و ت اً س ر كه ا ك د بنا ا ث ا  ب

C H ط ،با غل د كا ث ذ ى٠ ٠اً د با جموءهها ى عد ل م د تا بايد، ^١ ا ن) ح  امكا

ل ى مجموعه مث د. ز شما ها ركنن ختا ر

شيد مىتوان ن با ٠كه كو ظوركرد ىفضا از ترى٤بز ردة من ف ها  هاؤسنر

ل اين .٠رد٠ذث م ع ا ض و ة نويتركرد. ز م ن ي ث ي ن رد؛ ب مك لاه ز م _ث ر و مكيد لأ م ور  ذ

ى ي سا ا ن د. ث ردن ف تعر اين ك ن ي ش عة مفهوم م ق زرمجمو  دئ١ L؛ بيكز

ت؛ س c س١ يايان هم مجموعة ا  C س ل و ٠د \ و ك ت ١بب س  تويولوزى با اكر ا

ى يب ى١ رت شد. صسه ل با

ه نرزض ك د ي ن ف ه ك ى ي رل ر ب ل ج م شد. كا عة با جمو S هرم C I ف ي

ن ر ك ن ري ج م ن ن ي ي ا رد. ي ن ٨ 5 ا ى دا ا ئ د ن د ٠دا ر ت ن د د ٠س ري ت ك ب و ك

ن لاكه كز ن ٧ ء با با ا ث د. ن  ىشود.٠ دا

لآها. تعريف ش ^مكيدور ن خورم ه فرمنى ( دك ي ى ١ك B كن ل جبربول م  باشد. كا

ى جبر ت ١ه\ي ١وءبمه\ق٠ج٠ ح\ذغلأ ه رل س ب ف1 اكركه ا طل ت م س  باشد. در

ض هنر ك د ي ن ىb ك ر ي رمغ غي ضو دبا 1ع هخرهنىو ث ك د ي  )هة : ٥ > دئ١( كن

ى ى1دذباله ضا ع زا شد. B ا ر با ى صورت ف1 د c ي < b< دارد وجود ٥ 

ى ازإى به يا كه ها ى حد به ه ن ف ا c A ba = ٠ بززف كا  بيكزن مجموعة ي

c لى١ بستة  C هر زإى1 به كه دارد وجود C 7 ج،

ن باز ىجبرها كه ىI.نشرد هاؤسنرف ىهافضا رد؛ ءثا عد ظ بتا ن  حا

ى مجموعه ت يايا ها ن٤بز ا ت ى1٠رد زي س د ن1مىتو شمورد در كه ا ب  ا

ت ل كه داش م ع٠ا ض داد. تعميم ز دئ)١( مارتين و

ة مي غ ها ١ ن لا ش ز و د كي م ن- م ر و ك ١غوز .ف د فب ك ٢٤ ٠ك ئ ي ف ذ ١غ ) سد )  ٠ها

د١د خثود. o ٢٤ ١لهى١غ ز١د عجموعث هو ١\(\ق ٠ل ٠ك كخبد ولوخل\ ذ  C 

ع٠\جت 0 وءة٠ج٠ ك زيوهجموعة ١ق H١ ا ف .١س ٢٤ ن د وا١ د( ن ت٠ ي ر  د٠ج و

ءد١د ق٠عجموء خط١ح ٢٤ ٠زجفا □ ،١سد١ د\ي\ ١١ه\

ن. ر اي ع وت ن ة ي ن ي س ن س ب رت ى ز ما د س ه م ى ة ٠م ضي ى ق صل  ا

]1988 ,Foreman-M agidorShelah[ ن ت اً س ه ا ى ك ر ا م ي ن ا  اي

ل م ع ا ض و صول سايمارى از ZFC با م ع ا ض و ى(منا م ب ط ا س و  به مرب

ى ى عددها صل ود؛ نتيجه ZFC با بزرك. ا ىت ه اين د.بكرا عبارت به م ن ي ث ي ب

واد٠ ود محفق ىت ٠ث

شينة ن: بي ىكنيدكه مارتي ى ٢٤ نرمن ضا ف ن ى هاؤسنر  ذذردها

ءد باز جبر كه باشد ش٠بقا ظ ا ن ص حا ى عه ب ت. يابا ها س ا

ت اين در ر ر ع ٢٤ م جتما . ٢٤ تنكح زيرمجموعة ا ^١ ا ت ي  ن

ع ض مر رد ص ل ا حمي ى جنان ت ح ز د ط ب كه اذد٠ث جا د اي ن  فرضية كه كن

ت. غلط يوسسار س ر ا ح د ة ٠وا ف (بر مارتين بيتين  ضعيفتر صررت خلا

صل ى عدد دربارة )ا٤لد١( مارتين موضوع ا صل  مزتب به ت طلاعا I ر ييوسسا ا

ى ت به بينتر س هد د ىد ٠م

ة ي ف ط لغءع٠عق١ ٠ك كنبد ١ل٠ب . )كيدور_شلاه٠٦ذورس ١ ل ش ض ١٠ ب
م □ .٢٤٠". = با٢مو(ت د< ٠ثد٠ج\ <١م

ى ها هن و ى به وانعاً قضيه اين ذدكه1٠اًثكاركرد بعدى ر ل هرا از ع ص ض و م

حميل ل نابديهى نحوى به كه ت م زا را ت ي و ع٠ذ ض د لئ)١( مارتين و ن ا برقزر ب

ت. س ه غيرعادى! نحوى به سا٠ ا ك ن رآ رب رإ م ى عدد با مجموعدهاى ا صل  ا

Nت شماز مجموعدهاى به ١ ه ا ب ا٢ كه مىكذد الزام رنددا ث . = ب م *

ل I اًن ع مرا ض و ى م ى عددها صل ر كه ى٠بز ا ت د ى٠> اثبا ر ؤا ة ا  بيثين

ن شدند كاركرفته به مارتين زآ را ت وي رن سا ل I س ع مرا ض و ى م ى عددها صل  ا

ه١بزرئا ك ت د با ث را ى تعنى د ث ن ك ن د بهكاركرفته ا د ى بنابزين ٠ث ت طبيع س  ا

س ة كه بزنيم حد ن ن مارتين بيثي ت ممك س ى تعش ا ث ن ك خ ج ز ا  كند) ١٠د١\ي

ب. كر ن ا رتت ة.ا ن شي م يه ٠ ي و أ ن د ئ ن ف ر ذ ى عدد ي ل م ٠ ا غ 4 و ل ل م وءى٠ا

ى به مربوط ى عددها صل ت.٠٠ذب Jjji ا

لا كار كه كفتم ورت ^مكيد ن ورم ة مورد در ٠ذ ثين ش1 مازنين بي خ هامب  ل

ع كشف ض و ودم ص ح ا ح ى بد مربوط ص ى عددها صل ى ا  تعتى بزى زر

ى كنثع ن ن بنابزين بود. ا ص ش شايد بعدى ق زبخ س يايا ا ن ش اين بزى م  بح

سا . ن دا د ن ا ى من ب رت ت قويتر اندكى كه ىكذم٠ بيان ز مر س ن و ا م غ ت م

د شكل ث ف ي ع ى٠ض ة از ا ن ثي ت. مارتين بي س ل اين ا ك ف ن دضعي ة ٠ث يثين  ب

ت، )C( مارتين ل اين كه اس ص ع٠ا ض ت و س  همة بزى مارتين بيشينة كه ا

ى ضاها ه0 نشرد؛ هاؤسنرف ف ىك ءد ا زبتا ربا ن٠جب ا ظ ث ن  جموءههاى٠ حا

ن و باشد يايا زيثا ى عدد با ٢٤ تويولوزى بزى يايداى ب صل ء ا ر كث  وجود حدا

د داشته ث ا ست. ب ب بدين برقزرا ىC( 1( مارتين بيشينة رتي وء ض و ت صلم س  ا

ى به نغط كه ها ضا ا نثرد؛ هاؤسنرف ف ت ب ا’ ن ك ج و ط ك و ر د.٠ م و  ىث

ة ي •٠أدل ك ا ن ي ق١ ٠ك ف ١و٠ب د ع٠و٠م ط و ش د٠١ب لهل\(٠ (ع) ض١ع ب  ٠ث

ت٠ ف١ د( □ ٠ت٠١ ل١لذل٠ ١لآكغثل ى٠ذ ول



ة غي ش ٠يءوتر نر ن يو٠/1 بغ لادي

ج ت هي ثبا ى ا م ي ق ت ت فضيه اين بزى م س . دا ت ب ستفاد. اثبات روش ن  ا

ه كا ست زد مد وجود به ا ل دربرنامة ٠اً ى مد رن ت م ن برإى ا ا ث ن ن  با ‘اينكه داد

ن مغروض ى مجموعة يكط 71 > ٤دع هر الأى به )،c( مازنين بيثمينن كرنت  متعد

ى ز ما ه وجود M ت ردك دا

”1 n ى1 عدد ل )M.(ج ت، ZFC + “رد1د وجود وودين م

ت جنان و س ت. تكرإرينير شماربى) نحو (به M كه ا س ا

ى تعهن ت ن ك ن ا ز ا ا س ى1فضيه توسط به جموءهها،٠ اين وجود برياية ا

ت به س وريم٠ د ن كه ىآ ق ى ت ث ن ك ف ى با ز ا ها ى عدد ل م  رجه يكبا يزرى ا

ذ ك ى ه بهكاربرده و - ربرد1بهك مى'رن لأ روش اين ٠م د ت ث س ن تا - ا ق  ت

ى ث ن ك ن ى٠ازكزإر زيادى تعداد يايذ بر لأ ا ى ها ن ا ي ب ن ت ت  سسارى كه ‘كرد ثاب

ل اذًها، از ة مث ثين ي ج ‘مارتين ب ط ه رتبا ضحى ا ى٠ با وا ى جموءهها ث ن ك ن  ا

جا از ادعا اين ندارند. ز ت اي س رد:٠ ظاهر كه ا ن ىث ق ى ت ث ن ك ن ر ا  نكرة د

ضور جموءهها٠ ىح جاي ه دارد. هم

ر موجود وضع ى هاى مجموعه نكرة مورد د ث ن ك ن صه لأ ا كنيم: خلا

ن ٠ ق ى ت ث ن ك ن ل ا م ع ا ض و ع م ح ئ مورد در ص ى مجموعدما ث ن ك ن  است؛ ا

ع ض و م د ر م ح به ZFC ا غو ٠ذاكاملاذد بنيادين نحوى به ٠و ذد1ذاكامل و

٠ L ض مغروض ن ر ب . ت ى ت ن ك ل ر ا ل د حلي H ت (w \ ) ,e ) p i( ا )٠ 

ل معادلأ. ي حل ت ر p(١ N, ب٠ ٠١ ؤع د (N.(/ ة كه د ن ا ست را ا ت خ  مرتبة نكرة ا

د دوم عدا ت) ا س ى هيج ا ا ء د ا ت ل از ا ص ع ا ض و ب م ر انتحا ركا ئخواهد د

ن حيطة "در ٠ ق . ت ى ث ك ن ى تنها ا د شالها ث ه خت ذا ل از ٠ث ئ ل سا  ناينير ح

ه مثالهاى همانند ت خ ا ة ت د ل ن ث ا ر٠ س ذ ي ذا ر حل  لههاى٠ج اعدادند: نكرة د

ى ر كا ز ما ا ك ح ! و ى ل د و ٠ك

صه، طور به ى اين خلا د ن ن ع1 ها ض و م ل داريم: ز ساختارها بزى صا

ع م و ل د و م و ا يأت

(N, +,•>

ن ي +ا ت ى ت ذ ك ذ ل٠ا ع٠و ض و و بأن

(P (N) , N, + ,- ,€ >

ع ض ح صوومو حي ص  I ك آيأ م ج د ) ر خا ق لئ)كء)اكه١ (١ سا ف ازطري ث ك  

٧ : ; . J (H (uJr) , ن بزى ل اي ص حا ر خآ ود، سا ك يه ىتواذد٠ ث م ج د ؤ ر آ خ ا  

ع سزال اين يايد؟ ض و ى ل ل م ش ا خ ى دوم ي ذ يا يود خواهد مقاله اين وا -
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