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نوالبنين جيدى٠ مهدى ترجعة

ر به رياضى توصسغى مقالات تالًيف زمينة در شاهكارى زركه مقالة ا ن براى رود ى٠ ف  مجلة در ١ ٩۵٢ سال در بار ارلي

/is i f jl ر ا ى س ض ؛ ك ر رذث ر و رسد جاب به تورينو بميمءتكنإى ر ه٤د ى سخترإنيهاى متن وءقع، د  در هويف هاينت

ى د /يينته مجلة ،١٩٩۴ سال در بود. جنوا و تورينو دانثكاهها عءت ءت رم  جاب )Elemente der Mathematik( د

ى تولد سال صدمين درويرءنامة ل\ متاله اين سرئيس، ى، زبان در مقاله عنوان رساند. جاب به هويف هاينت صل E ا in ig e

e  A lg e b ra؛A n w e n d u n g e n  d e r  T o p .lo g ie  a u f  d .ت س ا

ش وجود با كأ و ض جبري روتهاى د ح ض, بولونيي تو رونهاى و ي ح  م

»4 وارهاى با اغلب كه ا ىثوذد،٠ توصف و(ويوت)) ،  كه طور نه

م ب ت ا د ا ٠س ه ي ك ت ب د روابط و ه د ى٠ و ت غ ر بين ختل  وجود تويولوزى و بب

ر! دراين ض دارد- د روابعن اين٠اذبو ازميان نى خ ن برخوابم ا خاص يورد ب
د. زي ف به موارد اين همة ك ي ي خث ر ب ع وا د ى ن م ي د ت (ز ئ ضيا و >رند دا تعلق ريا

ى٠ كاربرد ا و((نجررين» درجبركلاصى تويولوزيى دذها جبرى يعنى ق
ت روى بر كه ى اعداد هيأ ق ي ت يا حت ط اعداد هيأ ختل د٠ بنا م و ذ ببد ى ي رت نت  ي

ر ت با موبيثرا٠ك اينجا د ى وجود اثبا ه صفرها ل م ج ذ هها يا يها1ج كا سن  ى د

د ن ى جمله ب ت- هيم خوا ر سروكا ا ث ه دا ك جا ن زآ م ا هي ى مفا ستك و  همان دقيتاً يي

ى ت بيز ب ث كه ا ع ى تمايز با ى اعداد هيأتها ت ي ط اعداد و حت ختل ر با م ي  ا

ى هياتهاى ،٠ جبر د و ب ىث جي ت ع ي ى كه ن ا ه ث ط د وزيك ول جه، و ري رنتي د

ا ه ن دا ىد هن ى بهعلاو. دارند. زيادى دراينجاكازيى ييوسته)) (( صهاي  از ب

ى نفطة ىنضايا مانند كلاسيف جبرى هندسة  جايكاهى نيز اًن نتاح و رن

ت درابن للب؛عى ح هم٠ذ ض ولى دارند ب ى دراين ىخوا زن خ ى دربارأ م ل ت ا م
ت است مطح جبرى هندسة متخصمان درميان كه حب من نصد كذم. ص

ه بيتترأن ك ت رد٤ياردي تتها نه ا رب كا وزد روثهاى رتابيت ويول  درجبر ت

ن ل\ م نتا دب ه برخى به ا جبردانها توجه همزمان بلكه ‘ب ي ن ه ها ن ل أ م  هاى و

د جبريكمتر هث خت ذا ر توعولوزيى تحتيقات جريان در كه‘٠ث ثدهاذد ديدا

كتم- جعب

د ٠ ١ اي ر مثال ئديعيترين ث ى يهكأركيرى زميئة د ويولوزيى روثها بزى ت

ة يكط اثبات ي ف ى جبرى. ن لال د ست دبا ا ى1جذدجمله هر اينكه اثبات برإى ث

Heinz H( هريف هاينتى o p f.( بارز هاى٠بهر از يكى

ت ا ي ض ا ي . ترن اول درنين ر م ت ي  درثهر ١٨٩۴ درسال ب

 ثد. متولد لهتازا در نعلى (وبدسلاف ألعان برالآو

ل به وكوتينش ئ.دلرى برلين. درداننكاههاى وى مي ح ت

 خود دكترى رالة برلين رد اثبت وزرنظرارهات رداخعت

ف ب ١٩٢٠ دردهة ؤكذةذد.هري كت م ر كا ن زا  نوتربهره امى ا

 الغاندمدف با وإ دززمدتى علعى وهمكاري ودوسش كرنت

ص غيدانريا ب برترإركردكه بو آ ك ز آ ت إ ع ث ز ىا ك  معروف ي

ل٠ ى ع;ر ى ل دواست- ن ا ر  زدريخ وايل هرمان كه ١٩٣١ د

ط بإ ه فهو كرد ت ى كرس حب ا٠ ي سآد ت ا ا ي ض ا ي  در ر

ه ا ك ت ا ى د ن ت E( خدرإل ص TH( س ة و ثد ر  زندكى بني

١٩٧١ درال وى تكاهئدةذد.1د درر ز حود علس

د^ذشت.

ى هريف ك ن جبرى تويولرزى ازبنيانكدازن ي ختي زن وا
ه1 رياضيدانانى ك  ناورداهاى عددى، ناورداهاى جاى به ت

ز حلته. ا٠(كرو جبرى ا . .  و تويولوزيكط رهاى1بهاخت .

ت هندس ب  رتويولرزئ د تددى ياىتضا و هيممنا داد. ئ

غا٠ نام  ناورداى ٠ مكاردهويف يوا (قضية رند دا برخود ز ر

ف٠هويف  رياست به ١٩۵۵ درال وى ا. . .. هويف> كلا

ب رياضيدانان بيزالللى اتحادية ر ص ن رهبرى تمت و ثد م

ش درزمان كه اتحاديه اين اوبودكه  متلانى دوم جهانى ج

بدل يزالللى نركير و مسم مجح يف به بود. ٠ثد



)٠١( f\~ + ٠٠٠ + a\x + ٥. ؛ {x ) = xn + an- \ Xn

٣٣

كا زى دا ٠باذد نرد تعميمهاى به باتوجه است. حتينى مغر ي

ص جزتإت نكر با ر اسءلاو اين. خ ص٠ نزر ىكذم.٠ ن ىد r* بعدى،

g{x ) =  x n, h(x ) = an- \xn~\ +  .. .  +  ٠. (٢.١)

نتجه در

)h(x + ر = (ءذ)ه ( ا إ (٣.١)

4لا1 الإى٠ب \h(x\( > ا(ل)ء| (۴.١)

بتابرين

/(ع = sign.ل)ه (.sign ا اىى٠ي ت |4 )١.۵( )

جا1 ن آ ت، نرد 71 ه$ ز س x ا n = با همواره (تت)و X ت م لا ت س س  و ا

نبد ۵(از ،ترتيبي . د٠ نتيجه )١ و ث ى

)١.۶( ٠ > )r/ ر٣( > ٠ ٠ ) ( بزرى مثبت ٣ -

جا ت تا(ين ت اثبا هي ى ما ت؛ جبر س ) ه ت ن ا ى ز I اكنون د ك ست و د. ا يي فا ست ا

ج كرده م و ن تان ول ر ز ب م٠ دكا ي د ه يعنى ،ىب ي ف ى ن أن ن٠ زيركه تويولوزي

، ييوسته ء دربازة كه ا حتيغى تايع ميدذ((هرئا.نا خواهم B\ ز ت  دردو٠ا

ى نفطة ت ىعلامتها با مغادرى دازى E انتهاي ه باند، متغاو كا  د(رإى I آ

ء صفرى ر جا است-)) د ز(ين ز و ا ى1بذدجمله بإى مغرى وجود )۶.١١ ا

ىثرد.٠ نتيجه (ع)/
ت ثبا ) ر ى معروف د س1 ((قضية زيربرإ ى جبر))، ا ضيه (ين يعن  كه ق

ه مل ج د ذ ب ر ط ى1ه ختل ت درجة با م ا دارإى مثب ك ت، ي س را ى صف لال د ست زا  ا

لا م ه كا ب ا د. من فا ست ر( كنيد نرحض مىشود. ا ا١.١د د ها وه ) عدا ط ا ختل  X و م

ط متغيرى ختل . م د ن ا ى با ب و٣.١١ روابط )،٢.١١ تعريفها ن )١١.۴)  بالا مان

د برنرإر ه وا ى4ب ر ايزبا بود. خ ب جا طال لا م ر با ى علامتها، مورد د ب طال ر م  د

) ((عدد مورد ش) ج ر ي ك ^ ن ى مىثود ي ها ت ن ا ك ة ن ح صف ط (ز ختل حه به X م صف

و = (ت)/ دصورت لآركه مختلط ا ت٠ب y = g{x(ا "ذ. د  در سآ

د بان (به عىكر_م نظر ج ٠ا و ح دو ر  روى X ونتى ذد؛.1٠دلخوا يوسن ا
 ،آن تصوير ٠ كند ت٠حرك مىشود منعخحى |تت| = T صورت به كه ٠لآ٣ دايرة

)i}{x ت با (برإبر معينى دنعات به سة تفييإ م آن نتا ي ق  نفطة حول ) ٣7٢بر ت

: °y •يا ر عدد اين مو;يجد )]C [f (S r ن ا ن به يم-٠مىد ت  رتيب هب
j(C [،/(Sدراينجا .ىتود٠ نيزتعريف ٣) ض بهعلاوه  نقطة كه ىكذيم٠ نر

f( ددى لمة - ٠  {Sr )ى باثد). نإرنكرفته )و٠لآ٣و  ساده،كه هندسى نتيجة ي

ل م ب ٠روئه ا ن ٠مىئرد ٠ذا تا f(\ل ىدهدكه٠ ن {x ) = g{x ) t  h(x 

C]٥)5r[( آنكاء اءا. = F بهالآى |(ع)،#| > ا(*)ها و [f (Sr)] =  C  
طر( يهاى بندجمله! درمورد بدينترتيب  )،۵٠١( همانند )ا۴-١اووذيزبهخا

كه ىذود٠ نتيجه

* R .c h e

)١' .۵( )]5 r(٠[C = )٣ل[ / ( بزرى٢ بهارى )7ء

ه تى٠؛عرو'ت (ءذ)ه = ء”|ز ج رد٠ ب  ىئ

)٧ ء = 71 )١. ء] ك) [ ٢ < ٠ هر [(

جا ن ي زا ه ا ب د٠ نتيجه )۶٠١( با منا ر ث ى

)١' .۶( ، .5) ] = ا ء٠٠أ [ / ( ى٣بهارى ء ر ز ب

B تويولونيكا قضية از اكنون T .ى تعميم كه ىكذيم٠ استفاد م ي ن  از مت

د((نرحض است: B\ فضية ي ن ت جنين ا ك كان  اى٠داير ازناحية ييوسذه(ى ن

E حدود ر ).7)ر]5٣ل( ا ٠ كه لورى٠به باند، لملآ صفحة به ISr به م  د

ء ى نقطه) صررت، اين ر كانته لمة صفحة مغر به ا توسط داردكه وجود د  ن

ى صفرى وجود )۶./ ١ز(1و ازاينجا ىثرد».٠ ى بإ ها جمل f( جذد ( x نتيجه 

ر كلى طور به و كرد، نخوامم اثبات اينجا در رإ By قضية ض ٠ ١ مىثود  د

ر سخنرإنى (ين ت وعولوزيكا٠ ىها قضيه اثبات مورد د حب  و ىكذم٠ذ ص

ط  هم خو( تويولونيكب ىها فضيه از جبرى ىها قضيه استنتاج جكونكى به نق

ط By قضية يرداخت. ت نق ى حال م  ناظريه كه Bk نضية [زيف (ست خا

كانتها ى نضاى وزيى يوسته ىن س ى٠تةب (نليد ٠مىباثد همانند نضايى به د

ر ىخو|هم٠ دراينجا ف كلى نضسة اين موردد ي ت كاربردآن و حب  كنم. ص
س بعدى٨ئ فضاهاى لآ، ونضاى X نضاى ذرضىكذيد ن. (قليد  دراين بان

ده رى يردا ع٠ج ازنعاد نضاها غا ت س نرم و ىكذيم٠ ا د ي قل ءا با ز ا  |لأ| و ا

هيم نمايثى ىد د لآ)بعدي - ١ ( كرة Sr ٠م سث ع خ ذ  اتت| = T وسيلة4ب ٠م

، ت ى توير كر؛ ء ا ه (حاطه معد د ت ا است، Sr توسط ن كاث  ى1ييوسته ن

ء است ز رإ٠ كه لمةا — ٠ نقطة آن در كه لمة نضاى به ا ن آ صاره به ن  اخت

)f(دصوير روى )ميد نا خواهم S r -عدد ‘اكنون نإردارد )]S C [}{Sr* ز ن اً

ت 0 ((مرتبة ي »5٢( به ن / ا ) ص وي ذ »5٢ روى ركرونكر((شاخ م ا ى ٠م

ت به د اين ىشود:٠ تعريف زير صور ى بزوئرى درجة ٠ءد كاثن 5از ن ء به ٣ \
ر (كه ت به لمة خضاى د ى إرأ| = ١ صور ح خ ) من د و ىث ت م س ر با كه ( ر م  ت

ت 5١ روى ٥ نقطة از }{Sr( كردن س دد د ب ي ىاً ت، درجة (و م  ن عنوا به نكاث

ى تعداد ها ن ن و ت ي ر وصلة به 5ر١ مثب ر م د منهاى Sr ت عدا ى ت ها ن ن و ى ي غ  من

ى م خ ن ى به ىذود).٠ م ك د ه ا يل د اين كه ل ى٠به(ز عد همان ٠ئة = ٢ ا

ى عدد ث ج ت. ي س  نيز كرونكر)) وجودى ((قضية ا٠آن كه iBfc قضية اكنون ا

ت٠ ن ىذا ي ن iC[( ا ٠ ((اكر ىكويد:٠ ب [}{Sr ه كا ر X مانند ذغطه(ى آن د

٠٢(ءث)/» = ٠ داردكه وجود ء

د كا نضيه (ين ر ى ر ى ها ى متعدد ضايا رن ى وجودى د ى صفرها ها ه كا ست  د

ىهنكا ٠يز و به دارد، تواح ز كه م ن ر با اً ص ة ا كفت ى بر|ى كه رونه ييئ ضا  ن

ى د ع ت م س ر حه همانند د ت و بيان صف د اثبا ر ىث  از بهويزها كنيم. تريب ٠م

ىنتا همان طريق ج ر كه ي ت ث ي ت به رإ ما ي ت س ى اثبا س سا ة( ضي ا ق ن ك ر ب Iد ج

ى،۶ذشرر ر؛ ،٧ سال ض ١ شا

ى قفية جاى٩ قداول، اثباتهاى در -١ وزي ول ة نوق، ى٠٢ ش  ر1بهك ل\ زير آناليزى قني
د ذ ىبا حب ر- و |« د: ذ ر ىب ا ٠م ك :٠آ

ر2 ت E در ا ى صغرها تعداد §١ه' ر ة١- ؛ ) -٢( = )}C[f (Sr.«

A le x a n d ro ff-H .p f. T o p o lo g ie B) ر  erlin  1935). 12. K ap . §§ 1.2.



٣٣جبء در تويولوزى ازكاربردهاى برخى

ت زيرئ فضية اكنون مىتو!ن c ا ((ذرئراكذيل» آورد: ددس i از اى سوسه 

ل دبا y نضاى به X خضاى ك ة ن بتوا كنيد نرضى و ث ن  رى) بردا جعع نماد (با اً

ت )٣٠١( صورت به رباثد۴-١(كه طورى ٠ نوث رإ كنيد نرنى ٠ علاوه به .)رق

)٨٠١( C [g(Sr)}¥:o 4 اماى f،

ى نقطة اه٤اذً )/.))x( = ٠د(ردكه وجود د

ه، اين از خاص متالى ن عنو! به ي ى1 ((قضية مورد در نف س بزى جبر ا

ل به كواترنيونها))(متعلق ئ ك  الهها كنيد نرض :٢٠مىكذ صحبت ء٣ نون و ل

دبا ترذيونى1متغيرىكو وت هميلتنى كواترنيونهاى كا ٠ث  ))71 ازدرجة ى1((تكجمله ي

 و ؛0أا ا ٠ درآن كه ست I ت\هتءه . . . _„ع ١ىت7أ صررت به بى صلضر حا

كا  دراينجا ازتكجمله|يهادت. متناهى مجموعى ٠تت به نسبت ى1جذدجمله ي

د تعو نانون نقدان بهدليل كه ىكذيم٠ توجه ي ف  تكجمله|ى دو مجمع رى) ي

، درجة با ن كا كا كلى حالت در ي ت. تكجمله|ى ي ي ك1 ((قضية ن س  ))٤٠ا

ر ى٠ل(/ءذر|ئلجد/ىكحي"« ىكويد:٠ ( ئ (| ازدرجه "كجمله/ى ٠يكل دي

د دربرداسه 71 ث آ f و ب  ULl pSJj j L( زد iا r j4;مكi :L& 1ل / ;;~للل)6

ت)/».٠( = ٠ داردكه وجرد ت٠ برن

 در موجود 71 (زدرجة ي1تكجمله (ت)ؤ ا٠ًنرضىكذي قضيه، اين اثبات بزى

ى صورت دراين ىكذيم-٠ نعريف )٣. ١( مانند ز و(ت)أ/ باشد (ت)/  بهاًاذ

 مىماذد باقى اثبات بزى ا٨.١( تنها برنزراست. )۴.١( كه مىثرد ملاحظه

د برنزرند، )٨. ١( آن بهدذبال و )٧. ١١ اينكه نثازدادن دروانع و ل زا ك ن م

. ا ت ي ن

ى ذمىخو(هم (ينجا در  .شوم كرونكر وجودى نضية بعدى واردكاربردها

ها اين از صيارى ررد ر كا شت  اكنون -جبر به تا ٠مىشوذد منتهى آناليز به ي

هم ى وردكاريردهاى٠در سخوا حبت٠ خطى جبر در تويولوزيد لأئها

تم■

ل .٢ ل خويىازكاريرد نعود ‘زير مأ است: خطى جبر در تويولودى ‘ا
د با م كا٠كلاا نصية ك ت ((هر ىكويد٠ كه وئر)بز ثابت نقطة س كاث  ببوسته ن

و هر از ك د قضية ، است)) ثابت نقطة د(زى خودش، به للخواء بعد با ا

قزير عل س ط"رس أهر ىتود:٠ اتبات ب*آاذى نروبنيوس) به (ف  غ مر

ي دز'يههاى  لت.عا غيرسس حنيتى منداروينأ خ. داراى ٠غيرمش حبت

س ما د (روه) اكر درواقع ر ص٠ ت ى ر د 71 درجة از حفين ت ا و ب

., حغبغى هرلآا.بى بزى ولها < ٠ .. ت. „ ر X = ت)١( هيم٠فإ  ىد

. = (بت)ل/ ح ع ل ل ل د ت ي ا ن ب نا م ن هي ( عدد ى د \ > ى۶ء ° تاي

كه طورى به دارند وجود

ا )١.٣( . . . ا آ١١٢» = , f , {x ) =  Xxt

ى مجازم م ضكت ر ى ف ظي « ج ؟٠،٠-■■٠( ب ؛ بهالآى نداردكه وجود ت )
ى زيز ثرذدأ صغر ,رها همة انً، ن ي ني ضابطة با )١.٢از( جوابى "اأيىا72 ب

٠ . ت  صورت يع ز P ء?)بعدى - ١( تصررى نضاى مختصات ا

٠.رجرعكذتدب٣
s. Eilenberg und I. Niven, The F u n d a m e n t a l  t h e o r e m  o f  A l g e b r a  

for Quaternions. Bulletin Am. Math. Soc. 50 (1944).

د اثن اثبات .۴ ت نفي سا ر آمد. ٢ درانونت نكرثد. ازرجع ۵٣٢و .۴٨٠ ٠٣٧٧ د
, ت ا

Xfi :ر أ،٠مىدهي نمايش ت١ : ت٣ :٠٠٠ ت اين د طريق از صور

:٠(ت) ت٠/

ت ت ! = (ت)/ كا  ءو)بعدى— ١ ( سادى تردكه مى تعريف خودش به ۶از '

r ت به كه ز صور

٠ ) X fi ١ ( ٥٠٠٠٠١ X

ص خ د ن ض ذ خودش به ٠س ى ننطة إ٢در ارد.٤س بت ى ا دارد- وجود ا بإ

ت صادق نقطه اين رى1به ) ١٠ ٢( . ١ 21 به)لآى بون ودرنتيجه، ا ،2 ت ١ ١ ..

٠ > X i ن /ل < ° و ا٠ هعة و ه ى ت ت ن م ت س ‘ب ل به (و د ة ٠ ي ب  د

)A < ٠ حنى ٠درالاكردبم ذر<غىكه

ب' دينتدب ة نهتني ب ي ف م بلكه غروببوس ق ذ زير غ ود ائبات ب ىت  :ل

ا١ حفينى توابع «ذرضكذيد ى فغيرهاى از / ات. حبن
جا سته همد د يو ت ن ا ت، ىهاد به(زى و ب . غيرمنغى مثب د ن ث ا ر ب ت اين د  صور

ى7٤ و A < ٥ عدد , ١ ٠ ( اي . . ا -١ت7(أ ص )٠. . ا١. ت ت ( صابطة ل

ت.)) ربرنز )١.٢١ جنانكه رند دا وجود هر؛، زى1به X} ؤ ٠ ط اين ا ي رإ  ن

ل طور به ى مثا م كا د بزورده هن وذ ىث ها كه م ر ى ا هاي ه|ي جمل ب با جذد زي  ض

ت ؛با مثب د ر ث ت اين د ى صور د قضية ي ى جدي ت. خواهيم جبر دان

ت اين ٠٣  همواره نرد، درجة ز ا حقيقى مربعي ماترسس هر سادءكه واقي

كا سى ثربع نقطة دارد، حقيفى مقدارويزة ي  بعدى هاى كاربرد بزى است منا

 همخانوادة ذضيههاى و حقيقى وينه مقدارهاى وجود ى ها قضيه در تويولوزى

ه اين هرجن خطى. جبر در آن ي ف  مىشرد نتيجه موضع ازاين سادكى به ق
كا است نرد درجة از ماتريس مثخصة معادلة كه  و دارد حقيقى ريثة وي

 مىخو|هم من رد، ندا ز يكر د اثباتهاى ختن يا جمتجوبزى ارزش قضيه هرجند

ز ن ى به اً س ديكر شكل ا ن  يدكاه د اين زيرإ كنم، اثبات تويولوزيى ديدكاهى ب

د هد خوا تعميمهايى مت٠ به ز ما ن كه كثان دا د. انتظار قابل هم ين ستن ن

ى ضايا جا كه تويولوزيكى ق ن ي را ر د ردكا د،٠ وا وذ ى با ىث  رى ردا ميدانها

س د دا روكار٠س ها كره روى ييوسته و مما ى٠ بر .ر ى ح) - ١( كرة د S بعد

ى كه ه ر كا س خضاى د د ي ل ن ا ا )7. . ا ء٣ا ءذ)ا١ا٠ء ت به ٠اً ح ت صور ل  ل

ص ١ خ د ش ر ىث ى مىتوان ٠م ت ج٠زل 77 ونت ا ‘ا ك ن ي  بردارى ميدا

س ه و مما س و ت طورى ي خ  ر بردا تاقً)،١١.٠٠١(ألءئ نقطة به ٠ر هموا كه ا

}١ ~X n)X n —ب }“ءت■٣١ءت١١٠٠٠ا ر ى شود. ف شد نرد 71 ونت ن با  جني

ى ز ن بي رممك ت، غي س ضية زيز ا ركه ق ز يوانكاره زي ز  و 71 = ٣ به(زى آ

ر برإوتر ت د ل ى7ء حا ت بزبكتر ها د ثاب ز من و كردن ز هم مماسها)) ((قضية آ  خوا

ر ميد، نا ز ت: رن س ى77 (وبزى ا ج Sn ١ كرة روى نرد، ها ن هي  رمى بردا ميدا

س سة و مما ى بدون ييو ك ن ي ك ز رد)). ندا وجود ت ضية اينجا ا ر ق ى كا كه ز  ه

ز ز ) ((قضية آ ( ت ن ري مذد٠ خا ل 71 = ٣ بزى (زيرإ ىذا م ا رد تمبيرى ث رمو  د

ى ت خارها ث ي ر ا ت) خ س :٠ نتيجه بهاًساذى ا د و ى77 ((بزى ىث ر ٠ذرد ها  هر د

ه بردارى ميدان س و ى١ ي ل ك ت ل ا ح ر د س)، و s بر عمود بردارى غيرمما n 

ر زيز دارد)). وجود غي ر ت اين د ى مؤلفه صرر س ها ى ردارها اين مما ن ي  ميدا

ه مماسى رى ردا س و ه٠ ي ك د ذ ت خ ا ضية با ى ط ق ض ا۶م  ٠٠ دارد. تناق

كا وجود ر ي ى وينة مقدا س بزى حقيق ر ت ى ما ى مربع ر ط ى م ق ي حق

)A = (dij نرضى است: خاريشت قضية از ى1ذتيجه است، نرد 71 وقتى

)٢(نوثت L ر د نكرثد. مرجع از ۴٨١ صفحة الف.۴



ىا٣۴ ض م رل ل غ/ ١شارة اا٧ -ا

لا نفطة هر به كنيد „ ) . . . ١١( و X : ل يعنى .٠'ل = Ap بردار 5لأ ١ ا

I{ ردار از كه ز ردارى n | . . . p =  {l حاصل A خطى تبديل تحت ١١
ب ٠مىثرد و د تكين A !كر كنيم. من ث ك A : ٠ ٠با  است. وغزه متدار ٠ي

s ييوسته رى ردا ميدان يى P رهاى بردا باثد، ناتكين A اكر  (J jj 

ت X مثل جايى خاريثت، قضية بنابه ٠مىسازذد ا در كه ه ن  P جهت اً

= P = Ap نقطه اين در است. P با همجهت نتيجه در و عمود  Ap و A 

رور يكط است. A مغدا

م و ساده وانعيت اين حاضر. حال در سل s ١ هركرة روى كه م n 71 با

كا همواره زوج، ت مماس ميدان ي و ش اين لرح٠ باعث دارد وجود ي ر  ي

ى روى بتوان است ممكن ايًا كه است غده  نظر در ديكرى ميدان بنينكرءا

ت كه كرنت ب ل قبلئ ميدان به ن ق د يا و باثد؟ خطى ست ي ا  و سؤمى ميدان ث

د٠د1د n «بزى زربيازكرد: دنيي صورت به مىزان ز يرسش اين غيره؟  ،٠ت

سه بردارى ميدانهاى تعداد حداكئر و ل صورت به مىتو!ذذد كه ي ت  خطى ست

 تعيين به مونق تاكنون هرجند يندتاست؟)) باشند. داشته وجود sn ١ روى

ى عدد اين ه اثبات زير قضية صررت هر در ولى ذثدهايم، للخواء 71 بإ د  ث

كنيد ((نرض است:

ft = فرد ي )١.٣(

ه وجود ييوسته رى ردا ميدان T— ١ تعداد S روى كنيد نرض و ثت  دا

ل نقطه هر در كه باشد ت ى سن ط  صررت اين در باشن. خ

)٢.٣( T < P

ى عن ى خرد. هاى77 بإى كمتراست)). ٢٣|زأأ ميدانها تعداد ي عن r = ١ بزى ي ١n، 

ى .71 ت Xfk ٢ يإى مماسهاست. قضية همان اين عن  ،١جم٣أ = ٢ بإى ي

د١ روى ييوسته و مماس ميدان دو هر بإى كه مىكويد قضيه ت  ى1ذغطه 5۴ب

ن ميدان دو هر جهت انً، در كه دارد وجود ا ك  است هم معكوس يا و ي

ل اين در نوق قضية غيره. و ك ن كلى، ت ي خت  هنرى توسط ١ ٩۵ ١ در بار ن

ها اتبات وايتهد د ل ولى ذ ز قب ها ;إى إ ٠تغي ائتيغل آن ا ت دا بردارى ىب
ى نضاهاى روى  ميدانهايى بإى معادل، صورت بم ويا )بعدى77-١( شور

ر تحت كه 5" ١ كر؛ روى و ت ش ب ر، به ن ك نخود يه من ا  ىلاذدا٠ ن

ن يود. ٠كرداثبات زاي ة ا ي ف ل ‘خاص ل غ ي ن ت ج رخى ا د جبرى نا ي ت ك ز و ر  ي

ت آتها دربار؛ اكتون ٠ك ح . كرد هيم خوا ه

A .، . . لا4\ كنجد نرضى t ى مربعى ماتريهاى ن. 71 ازدرجة حتين بات

، اين ها ري ى ما ا ت ها از خطى د ري بون مات
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)٣ .٣( y \ A \ +  - - -  +  yrAr

V ٠. ٠ . لمة،١ كه ىكذذد٠ توليد r دلخواه حقيقى ضرإيب . ن ت  دسته اين ه

ىما هعة كه٧صررت در ىذاميم٠ ا(مطم» ز ها ري  ماترس مكر )٣.٣( ت

) ١ ٠ , . . ه اين حالت دراين باشن. منظم لمة)١ا . .. ١لآ٣( = )٠. ي ف  برنزر ن
Iت د jlAjt )١٠ (^كروم :س ث ى ؛  ضريب. 7 ؛ )٢. r(منظم دستة واكربب

د است ٠رقزر ا ٢ .٣١ أنكاه باشد، داشته وجود

 رى ردا ميدانهاى بالادرمورد ازقضية بلاناصله ز قضيه اين مىخواهيم

، منظم )٣٠٣(دستة ازآنجاكه بكيريم: نتيجه روىكرهها ت ى ا زي  نيز Af ما

ى بود. خواهد منظم ى تر ما ين ; منظم ب \A كردن ضرب با بون دارد. وجود 

ريها همة كا در مات  جيزى ذا4; در مئال طور به معلوم، منظم ماتربس ي

 • Ar = E واحد) (ماترس كنيم: نرض ابتدا از مجازيم ٠ذمىثود عوض

ء٣أ در P واحد ردار هر بزى  بردارهايى (يعنى Alp = Pt بردارهاى به ٠أ

 ٠مىكذيم توجه ىثود)٠ نكاثت. اذًها به Ai خطى نكاشتهاى توسط P كه

p =  pنفطة مكان ردار بهعنوان ز ٢ X به و ىكيريم٠ نظر در ء٣أ ١ ردى
p رهاى ردا X نقطة p_١ ا٠ ٠. ،١ ب ز ٣ و ى هاى مؤلفه ٠مىكذيم من س  ما

P i ت س ~ به ن \s n ردارهاى p i  -  (p i p ) p = ؛p . ن ت  ابتدا اكنون ه

 ا٠ . ٠ ،p١ بردارهاى خطى استنلال )٣.٣( ماتريبهاى دسته مذظمبودن از

١ —p r و P ى و نتيجه ٠p'١ ر بردا 7 — ١ خطى استقلال اينجا از ب

٣_١ ٠٠ ٠ ٠'p ب ىثود.٠ حاصل رتي زت ى 5٣ا ١ روى بدي ه  ٣ - ١ از دسكا

رقزراست. )٢٠٣( درنتيجه و دارد وجود خطى سسقل ييوستة بردارى ميدان

ها دسته درمورد ىكه1ذغيه زي ، اثبات ما د  يعنى نرد، ^هاى به|رى ث

ل يازمترى ٢ دستة هر كه است حاكى ٢لمأأ = ١ زإى١به م ك ثا ى ٠ي زي  ما

ك وجود مورد در قبلى قضية همان معادل وايزكفته است تكين  مقداروز؛ ٠ي

ى . نرد درجة با مازبس ا٠يك بزى حقين ت : ill بهازى قضيه اين ا  f  k I  X 

ل ٠ زمترى يا ٣ دستة هر كه ٠مىكويل ا٢ = ٢ يعنى م س يكة ثا ز  تكين ما

ى با مازيسى ٠يازمترى٢ دستة هر ديكر، عبارت ويابه است  ويزة مقدار ي

ى  ىاًيد:٠ بهدست ازقضيهمان هم زر نتيجة يهعلاوه، غيره. و دربردارد حتيق

س٤٠ دسته ((بل S ترىرزئتريه)ى٠؛ؤ7مذظمأ ز jL n( ى ا.;ظ رن رم  د

كه درئته وجرد ممكزرست  71هر بهازى ايًا سؤادكه اين به )).71 = ٢ بإثد

ى دسته ٠يك زي ى از اوإمزى٣٣أأ منظم ما ها زي  يا دارد وجود سطرى77 ما

ه داد. جواب ٠ذه د ث ت ن ص باثد. منغى سزال جواب ىرسد٠بهذظر ٠ا  متخ

ن د ه، اين ث است. ودشنكر تويولوزى بزى اندازه بههمان و جبر بزى سال

تدر است، آن به رإجع خوق حكم كه T = 71 حالت حقيقا  مربوط ت

م جبرهاى به ي ق ر٤ئز ت د ي ذا ى اعداد هيأت .دى ت  .مىكذد ايفا نقشى حفين

ح زير ررت٠به مىداذ;د، ٠ك طورى به ،71 درجة از جبرى جنينيكا ر  تت

٥ هنى به معموليش، ىعملها با a حقيقى ىبعد 71 ردارى فضاى مىشود:

كا ت كه بردارى ضرب ي ب ت توزنعينير ع٠ج ٠؛ن در زيرك. قانون در و ا
وة4آن رول، ردا وئثمي ن عدد ل ت ق ه د ىكذ٠ م

{aA).(bB) = { ab).{A B )

م بايد بالاخر. و ي ف  باثد، بامعنى يكتا صورت به ٠ مخالف بردار هر ر ت

م ميج يدنبا ديكر عبارته به و ت د. داشته وجود صفرى عليه م  لازم اما باث

 جبرهاى به اينجا در ا٠ اينكه باثد. رقزر ضرب سذرى٤ذر قانون ت٠ذي

ذ ت ه رهم1ث ه١ بدازجهت هم ءلاقهمذديما يذ ك ر٤ثر ساختارهاى ست دي ذا ت



جبر در تويولوزى ازكاربردهاى برض

L جبرى تحفينات وموع٠ دهرحال امروز. طوقها*) (مثل i طر به هم و  خا

ى كه !ست اًن سم جبر ي ت تق ك  وجود حقيقى اءد!د هيأت روى ياسوير ;

ل به كه دارد لاي س و جبرى د ن ى ٠دىتكا است: جالب و مهم ه ها يي تا ت  هن

1زدرجة1كيلىكه ت٨ .٧س

ر بنابريكة ك ي ي لا ك ة ي ف  وكواآزنيونها مختلط اعداد نروبنيوس، به متعلق ق

م ىجبرها تنها ي ق . حقينى هيأت ى٠رئ شمكتبنير ت ن  حالت لرايت يعنى هت

ضرب هاى قضيه مورد (در ى٠٠هورويت از ى1قضيه .71 : ۴ يا 71 ت ٣

س؛ ى مجموعها ر وا (نه جبرهايى تتها ىةويد:٠ ٨ل ز ت.ديرا ل ر ٠ك ذرك  د

ب فانون اذًها س ضر .Iالآل نر Iر Aإ B \ =  I\ ت برنإر وجود عدم كه١ ا

م و ق ت يمنى صغر' عليه م صي م خا ي ق هد نتيجه ز ت ىد  از اند رت عبا ٤م

ستكاه عداد د ت و كواترنيونها مختلط، ا ى. ىتاييهاهث حالت. اين در سى كيل

ى آيا اينكه .71 = ٢, ۴ا ٨ إ ى رجه د ب ى ها ى t ٨و ۴و ٢ ز I غير ^ سيم جبرها  تق

ى٤شم فانون نه درآنها، (كه ر دي م نرمى! ضرب قانون نه و ت دا ك ج  ذمىتو(ذد هي

د) ثن ربا رإ رق ت روى ب ى هيأ ق ت. ععخمى٠م ٠ذه يا دارند وجود حقي ع ي ة اتا ن  نكت

رد و م ر رد ، اين زي ه ل ظرية سا زن ل ا ق ي ت ث د كه ( ر و م ر لأد ت آن قب حب م ص  كردي

يد: ت٠بهد ىاً ن هر ((درجة م ى جني ى حتمأ جبر ؤن ر ت  درو(ةعا رست)). ٢ا

د نرضى ي ن ى بردا Tin ٠" . " ا7ء١ ك ى بزى يايه رها ه ا ك س ن د ش و با

ض د نر ي ت به اًذها ضرب كن صور

)٣.۴( n i n j = T A i n k

ه تعريف د < أتل71أ بزى كه طورى به باشد، ث : : A و iB =  >; yj 71j 

صررت به انها، حاصلضرب

AB  :  Y  zknk , zk :  L  x lyJakj 

ن باشد. جني م ه AB = ٠ كنيد فرض ه ى ا5 ص و يعن

ل )۵-٣( ' " ا ة = ٠. ٤ = ١" ءل ح٠، ( ة س

م هيج كه ازآنجا /ل)١ا . . . ١ n/2( ص ٠ و و  ندارد. وجود مغرى عليه مق

 يس ٠مىثرد برقزر ار = )٠ ١ . . . ١ ٠ ( به!رى تنها )۵٠٣( معادلات دستكاه

ح) ماترس ل/إ ع ظم (لئ . من ت ت بإبر ماترس اين ا  با ا

y n An + ؛ . . . \y ' A ؛ ٠ك )٠٠( = ]A 

ع آن در (كه ود ساند أ ) ستونها و سطرها ي د ن نبد .هت ة يكط 'ترببي س  د

 قبلأ كه طور ن هما بنابرإين داريم. سطرى71 ماترسهاى از مازمترى منظم
.٣7n = 71 ديدءايم،

ن ايًا اينكه اتا ٠ذه يا دارد وجود P = 71 < ١۶ بزى جبرهايى جني

loops *
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٣٥

ى ع خ ث نيست. م

كأ با مىخو(هم اكنون ٠۴  ديدءايم اينجا تا آنجه با تويولوزيكهكه روش ي

ت لأتفاو ةثابت جبرى قضيه(ى دارد، كام ود حد م ر لأد م كا ه ك م  ماست. بحث كذ

م ((جبرهاى موضع اصول به اكر س ق ت لآى ت ممكن كه حقيفى هيأ

 تعويضبنر بايد ضرب كه بيغزإييم هم ز ثرط !ين نباشند))، شمكتنير (ست

ه باشد، كا ه1 طبيعى آ ك د وضعيت ست را ر  تعجب جاى و شد خواهد تر٠سا

ه ديكر نداردكه د سال ث ذ  قضيه اين ‘وانع در باشد. نداشته وجود [ى٠حل

م 4ا١ برقزراست: ي ل ; ر ىير L عوض7جي ت لآ ر حقينى، د عدا ا ما ي ن ه ث

ijjjkjLcS;  L رست)). ٢ دنحه رز

ط اين براين، علاوه اكر ى عنصر بايد جبر كه كنيم نهاضا هم ز ثر ز ي  ن

ه هبا خوق قضية از آنكاه باشد، داثت د ا سن  نتيجه مقدماتى ازاحكامىكاملأ (

 ن1مىتو بنابزين است. مختلط ءد!د1 هيأت ن هف مذكور جبر كه مىشود

عداد هيأت دى٠ متناهى) درجة (از جبر هر بزى كفت:  قانون حقيقى، ا

م زويؤى1 ذتيجه(ى ضرب شهينيرى ي ق م وجود (عدم ت و ق  صقر)، عليه م

است. يكط عنصر وجود و تعويضبنيرى، قانون

 اعداد بر ٢ عدد برزى زيم.1مىرد نضيه تويولوزيى اثبات به اكنون

س زير صورت به نوق، قضية در يزؤترازاًن خع  ،71 = ٢ زى1به ود:٠مىت مث

5 )بعدى77-١( ىكرءها ،71 < ٣ زى1به نه ولى ذغويرى هاىفضا و 71

ف هم با pn بعدى )71 - ١( حقيقى  تويولوزيى نظر (از نريخت ه

ى تة٠ب خطهاى P تصورى خط و 5١ دايرة درواخ، هستند. معادل) ده(  ا

، د ن است ساده_همبذد 5n كرة جند هر ا71 < ٢ زى1به لىكهرحا د هت

ر هر ىتوان٠ (يعنى ب سه س ز روى ب ز ه د به آ ل ل ف ى ولى كرد) تبدي ضا ن

p ١ دصويرى n ن ن،در مثلأ (زيز نيست بني  نابل تصويرى خط يكط آ

). ض !نقبا ت ني

ر 71 درجة از جبرى اكنون م٠ نظر د ري ى همة كه ىكي ها د ويعي ه قي د  ز ث

ى ضا ذ ر د د ذي ك ضق ز د. ث ا ب ه شت ه،R دا ى( نآ ىرهابردا ك ا ف  ٠ ت جبر ع

ف باشد. صقر نقطة 0 ط كلا طو ز خ ن شكر 0 (ز ك ماي أ ن ك p ١ ي n خمينة و 

م ى ن رنما ٠ از شونده خارج خطها شك ى ي s ١ ي n ن ن ض .ه د نر ي ن  q ك

ى ت ن كا ش به R از ن شدكه خود  (به = أ آن مروع ى ر بربا هر به با

ب مفهوم ر ظرا غ ت ر درجبرموردن ب : ن د ه د q'س { A )  =  A  هر بهاز!ى 

ى عدد ن ي ربم C حت q دا { c A )  =  C M r\ ،ط هر ؟ بنابزين ز4 خ ذ ئ از ت

ط د بر ا ٥ خ ع د ٥ از ٠ئوذد خارج ني ر كأ ذ ى س س ت ت كا از Q يون ن

pH ت٩ 5" ١ به يد. د ىاً ه1 طبيعى م ك ت Q ت و ا ض ٠ت1 ي ع ن  ا

ذ ك ه Q أ:٠س ي د ه ي . بك ت ن بردار دو B و A كنيد خرئى ا ش ط كه با طو  خ

ط ٠يكس يه دو هر آنها ستاىهمز خ م تنكا ني د.٠ ن ضذ ن ى ي را ت د q( صور {A 

q( و (B ر تنها ى د ب ي ري ى ض ت ي رند تغاوت هم با حق ت منغى كه دا ي و ن

د در ج ا مىتواذيم ب ن بناميم أء 1آ

cMr = و أ

ه١ ب د ذ ك ع ب ر .
H. Hopf. Systeme symmetrischer Bilinearformen und euklidische 

Modelle der projektiven Rdume, Vierteljahrsschrift Naturf. Ges. 
ZUrich, LXXXV (1940), (:Festschrift Rudolf Fueter), p. 165.



ى،٧لم٣۶ ١ شارة ،٧ سال ض

ت خاطر به نتعو خاص في يرىي

- س ) + د؛،4)(٠( - = ء ، ؛ أ م  ه’أ

س

ء = ٠ د | ) ( ه - ك ) + ٠(

م بون و و ن رد ندا وجود صنر عليه م

B  =  ± C j 4

B يعنى: ) A كأ بفي ت يف. ترتيب،ين بد دارند. قار رأست خط ي كائ  ن

ت و ه و ي ب p—\ از ٠ د د n ء١ به " م١ (ما داريم. " أ١ و " -7 S 

د سنه هايى خمينه ن ت  ود٠مىت نتيجه تويولوزى وكتى ٠حكامكاملأساد1ز1و م

ا يف Q كه م •71 = ٣ و - ١ = ١ بنابإين است. نريختىه

د ثابت ما قضية بديززتيب.  برإى من كه أ٠مىكذ خاطرنثان است. ٠ث

ا نمى اثباتى نضيه اين ن  از استفاد. بدون و جبرى معمول ردتهاى با كه *م ث

ن يانتن نود. انجام تويولوزى ن راً اثباتى بني ري مكه٠ جالبى ت  توجه يا ىداذ
ش د ن‘L زولوزيي تاتبا و ٠تخي خود ا ا ل خيلى ذ*ىكدم ك ك  من

. با د ث

ى كه داد تفيير طورى كرديم اثبات كنون هم( كه رإ قضيه|ى مىتو|ن .۵ ي

م آن كه جبرى جديد ش٠ر س نابل تويولوزى طريق از ب ت برر ح ا ط م

رد. ت

ت روى كنيد فرض نز و n < ٣ كنيد ««ذرض ىئويد:٠ ما نضية  هيأ

د عدا ى، ا ف دI جبرى حقي ه 71 رجةز ت ن ا شيم د ت ذر^تيدير لزومأ كه با م ي ى ن  ول

صيدير . تعوي ت ر ه ت اين د ر اين صور ى جب ز م دا و ن ».٠1 صغر عليه م  ت

ن ا ى ه ر b ٣ يخش مورتبذ كا  )۴.٣( دهورت لغرب يعنى ٠مىبربم د
د داده ت. ٠ث س ر ا تريىما 71 صررت،اين د

k = \ ) i..,T l ),٠؛؛٠( : Ak

رآنا (كه ى ؛ حالا. د ها دي ن وا ) سونها و سطرها و د س ز به م  خاصيت خا

. متقارن صرب، يصيديرىتعو د ت A نماد من م k تابعى بهعنوان همزمان رإ

سقارن دوخطى مررت با كه

ح ه ش ا (لآ,ء)*ك = س

رمعليه وجود ىبرم.٠ بدكار نيز ىضد٠ د(ده ت بدان صعر من عنا  كه م

سكاه سكاه يعنى )،۵.٣( معادلات د د

1 A( = °١ تع ت \ . ٠ ٠ 71 k(x yy 

ا صررت به جوابى دازى . )٠٠٠) و ء ب ( ا - لآ ب )٠ ا٠٠٠ا٠ا ت  اين ا

س زبان به ى "مريرى ى٤درنمغ «'مرضكذيد است: زير معنى به هند ي  حق

pd 71— \ ربعد ا = d }  \ id تدلا ط ٠بهويئ ٢ درجن له٠رع 

ا71 . . . ة١, ت = ° , = )A k(X )X

ه داد. د l ث :L. ى '.قطةدو درريزصرربت Vj حقي X ت درربدكه وجرد  غب

.قطبىر'د» هر سه رو اراين هربكأ به

ضيه اين ضية با ق ر ما ق ش د خ ر ۴ ب ى مورد د م جبرها ب صيدير ش  تعوي

دل ت. معا س ى سؤال اين اكنون اما ا يع ه ييثى طب ك د ي ىاً ى - ادعا اين اًيا م عن  ي

طه وجود ق ون ت كه د ب د. لآيههاى همة به ن ه دا د ى]ذد ث طب ى — ق  هم ونت

ر كه ت ث ي ه١ ز ] ب شته رويه ب م دا ي ث ا ت ب س ر ع، يود؟ نخواهد د  با اكنون درواب

م سروكار حالت همين ري ر زير قضية و دا رقإ ت: ب س ى٠((در ا ا ى م ي ر م  ت

ى ي د٠ذرضر ،٥ < ١ fPd حق ذ ك ى ه٠رو و ع د درد. ٢ درجة حقي د ٠ت س ث ٠؛

ا ت ر ر م ن ي را ث د ز لاا S وجرد ةى۴رير وراف؛ووب؛ى ى٤رطه٠هري j• ت جف

ى نقطة ت ورإكه X حقي iSهر به غب jال Umjju د دروصعيت ذ ى؛ئ ظي ٠ل

ه كانى س ا

>٣ ورف؛ ي +5

،١ وب؛ و٢- >٣، كه > ي <١، -٣

ط ها٤ي همة بزى (الف) ثرط ر  بإى يعنى - يءها بيثتر بوإى (ب) وث

ء ١ برإبر كه أنهايى ء٢ برإبر يا ٢- سنند ٣-  در ما قبلى قضية تعميم — ن

د. رويه d ب ١ مورد سن (الف) زشرطIبسيار (ب) ثرط ٠بيذذركها برإى م

ت بهتر  نظر در ٠لاي ٥ + ٢ از بيش خيلى مىتوان ونتها بيئتر يعتى ٠ا
ن٤بز ذمىدأذم من كرنت. ري  يكه وجود آن، بهارى كه S* = (ممء)*و عدد ت

U نقطة جفت j X تضمين اى رديه 71 سكا. د هر برإى نده، نكر ت٠بهصرر 

م ىثود٠ دا ت. ك س و٠ ا خ م1ى سة به مربوط كه ساله اين به اينجا در ه  هند

ى جبرى ق ي ه اسمت حف ر نا م ا .كن

ت بايد (ب) و (الف) اثبات مورد در  تعميم با مىتوان ز (الف) كه كف

سفاده ى٤بهج كرد. اثبات ۴ بخش تويولوزيكة نكتة  بهازاى كه حكم اين از ا

s ١ باكرة pn ١ تمورى نضاى 71 < ٣ n ت، هسانريخت ي  ازاين ن

د. قويتر حكم سفا  نضاى در تويولوزيى الكويى دازى pn ١ كه ىكذيم٠ ا

ء اقليدسى ت. اً ي  جارجوب در شتيغلI به متعلق ى1قضيه از (ب) ترط ن

ة در كه ى1ذظريه ر ما د صحبت اًن از ٣ ث  صورتبندى آزز اذًجا در (ولى ث

ضع٠ جزئيات ملاحظة برإى ىاًيد.٠ در نكرديم**) ا ٠و م ذوثتههاى به رإ ث

خا خواص نمى ىدص؛٠ ارجاع موجود كه نمس د طولانى هم هميزجا تا ن ٠ت

ت، س م ا ركن .١ طولانيت

د هم خوا مى نغط ينجا درا ٠۶ ن  صرلى I و كلى جنبة كه هم بد ديكر تنكر ي

 ابزار با ز آنها مىتو)ن كه كرديم صحبت جبريى زذضيههاى1 دراينجا رند. دا

ت٠با ولوزبكا٠تو زههاى از هم آنها همة يبأتقر و كرد اثبات تويولوزيكه  د

ر ملأ كا كفتم، مقدمه در هماززركه حال آمدءاند. ^ى جبر در كه است ب

ف -١٠ كه ديكرى واثباتهاى ها ت جذ'٠ سخنإنى اين دربارجوب ن ى ٠ءلاو ىك جع  رمإ

د' اثار. اذًها به ۶ زيرنوس در كه كرد: يدا ضز زير مإجع در ىتوان٠ ث
H. Hopf und M. Rueff. Uber faserungstreue Abbildungen der 

Spharen. Comment. Math. Helvet. 11(1939)._ B. Eckmann. Sys- 

،etne von Richtungsfeldem in spharen und stetige Losungen kom- 

plexer /.nearer G/etc/٤un٠en. Comment. Math. Helvet. 15 (1943)

. هانجا در  Stetige Losungen Linear Gleichungssysteme در همجنين. و



٣٧جب در تويولوزى ازكاربردهاى برخى

عداد د هيأت ى٠رل آيا حقيقى ا عدا  از رد) ندا آن ا اماسى تناوت مختلط،كه ا

د درتعريف زيز نود. استفاد. ابزرتويولوزيى عدا ى مفاهيم حقيقى. ا ك ت و  ي

يذد. يبش ىاً ل باوجوداين، م ت درى ناب س ى كه ا ر وقت  تحقيقات جبرياند

ى. وزي ىنضا تويول ز ياي ع ا ه ن ي ف ه نكر جبرى ىها ن د ى در ن ها حن  و ٣ ب

دا ۵و۴ ت ٠مىشوذد ي ضاي ل ر م ل كا ص مايل اين و سنود حا ه وجود ن  دانت

دبا ه اين بزى كه ث ي ف ز كه ها ن ا ك ث ى ىاثباتها رند، دا ((جبرى» سرشت آ  جبر

ت. جبرى اثبات از منظور يرسيد بايد ابتدا اينجا در اما .كنند ييدا هم جي

هراره ديبسها اين آدر كردءام ييشنهاد ايزطرر مختلف مونعيتهاى در من
ت نظر در داديم قزر بحث مورد اينجا كه ز ذضسههائ;ى ن1مىتو  بدون دان

 جاى٩ ، ها قضيه صررتبندى «در بخورد): ى1لطمه موضع كليت به اينكه

ى حقيقى اعداد هيأت  ١ ١آرتين_ذرإير نظرية مفهوم به حقيقى ستة هيأت ي

ود درتظركرنته  اثبات ىآيذد٠ ست د به ينترتيب بد كه كليترى ادعاهاى و ن

ل طريق. اين از ‘واخ در وذد».٠ث ص ل يعنى ارنعيدسى' ا ص  ر كنا يوسنكى ا

ه نت ا ر بزى و ٣ بخش در مذكور قضية |ينكاربرإى ىثود.٠ كن ي ه ا ص  ى ها ن

ه انجام رند وسلة به نيرداختم، آنها به ض كه انً، به مربوط د ت1 ن  ٠١٢س

ت ه ييدا ى ها قضيه بزى محض جبرى اثباتهاى برخى نيز هابيث د ازطريق ث

زيبنتهاد غهومىكه٠ به - تويولوزى بزى ولى -١٣است فته يا - برمىأ-د ض ا
 بددست كنون تا متناظرآن مىد|ذمأ من كه آنجا نا ،۴ بخش در مذكور ئضية

تعجب مر I ازاين من كفتم. ۴ بخش درانتهاى همازطوركه آكه است ٠ مد نيا

د٠ ازآنهايى ٠مىثوذد ظاهر ۴ يخش در كه يولوزيكى تو حفايق كه٠بهويز ٠)٠ى
ة ر د كه ر ا م هر ٣ ث دا٠ ظا ذ و ر ىث ا ي رند) ب دءت ن . سا ه اي ل أ طة1بهو .م  نتايج س

ت قا ي ق ح ى ت سك ر ر تا ى ، ١ ٢ ن برها نظرية د ت ه لا ج م ه كا وب و ر من نظر ن ا ي ع  ب

ز كي ذ ت| غ ك ت- باخته ذ س ة بزى ا ست ه از ى٤بز د ضي ه٠((جبرى)) ى ها ن ر ن٠ ك  د

ف ز انً اينجا ري ع ىكذم ت م ى ٠ذ ر ول ل هر د ضيه حا ث مورد ى ها ق ح ر ب لا د  با

م ز ر ه ى كه طور ن هف دارد، بر د سك ر ده نثان تا ت. دا س ن ا م اي ك  برقزر ح

ت: س ن ((اكر ا ضيه]ى جني ت ق ي ى به ن ت ي ى بستة هيأ ق ي ل حق ب ا ت ن با ث  ا

. د ن ا ت آنكاه ب ب ت هر به ن ة هيأ ت ى ب ق ي ت)) برقرإر حق س  نمونه، بهعنوان — ا

جة رنتي ضية آن. د ش ما ق خ رب ع وا ر د ۴ د ت هر بزى ن ى ستة هيأ ق ي  بربزر حت

ت س ت و ا با ث ت دو اين، ا م ت اول دارد: ن با كا اث زي و ول وي ب ما ت ح ر ت ب هيا

ى اعداد تارسكى. اصل يرى٤بهكا دوم و حفين
صل، اين طر خا به ى ا و برند نيزكارهاى و م كرد ازئه بالا در كه يينتهاد

ن . ١ ١ وا عن ه ع ا٠ذرذ ب ج به كنيد ر

Man vergj. Z.B. B.L. van der Waerden. Moderne Algebra. 1- Teil 

(2. Aufl. Berlin 1937). p. 235 ff-

١٢. Lrrj د
F. Behrend. ijber Systeme reeller algebraischer Gleichungen. 

Compos. Math. 7 (1939).

ء١٣ د عكذ و ج ر .٠

w . Habicht. Uber die Losbarkeit gewisser algebraischer Gle- 

ichungssysteme. Comment. Math. Helvet. 18 (1946).

ونف Ein Existensatz Tiber reelle I،e^n،،e Polyname درهانجا.

١۴. ة د ت ذ ك ئ ج ٠ر
A. Tarski, A decision method for elementary Algebra and Geom- 

etry {2. edition. University of California Press. (Berkeley and Los 

Angeles 1951); bes. pp- 62-63.

ت ش ره اذًها به كه هابي د اثا د بيغايده تقريبأ ث  ن نمىتوا اين، وجود با ذد.1٠ث

ه ىوكارها كارها اين ى ز شاب ى امروز. حت و٠ب ت 1حت ن ا  ٠وسسله اين به زيز د

ىها قضيه به ق كه ي زطري ت4ل تويولوزى ا س دكاه ٠آمدهاذد د زدي د ا  جبرى جدي

هنكر د٠ ست ش ن و ى كه٠ذمىكذ مزكما  بزى تويولوزيى—رياضساتى نز اثباق، اً

ى به زجع قضاياي سيمت جبرها ر كه تعويضهنير. ق ت ازآنها بالا د حب  كرديم، ص

ن اكر كند- زحت ز جبردانها خيال د ى ه ت به دسنياب ح ز ى و ص  باشد، روثن

ه سزال اين بايد ك »٠جي جيرى ((اثبات ن صرلى صورت به ت؟ ث مورد ا ح ب

ه طبيعى ولى نزرداد، ك ت س ن ا ى جني حث ل اين ازمحدودة ب صارفزتر متا

٠مىرود

ح ضي و ر رلمنته مجلة ت ا٤تع٤٠ د ك ف .س ش در هوي  به سخنزني

ى ة تعداد ل ل سا ه ح د ث ره ن نا ر ٠مىكذد ا ثت ي ه اين ب ل أ  هنوز ها م

ل هم ه ح د ث ط و ذد1ذ ق ل ن ا وط م  رى بردا ميدانهاتن وجود به مرب

ل غ ت ى م ط ن و ها٠روىكر خ م جبرهاى وجود همجني ب  حتيغى، ن

L معتثنا مر I ين I ز ا i رأ(در و ١كرور زبنه، اين در ٠  )١٩۵٨ميلن

ى ر٣اًد(مز درز، وكم د ه نتائج ) ١ ٩۶٠ ( ذ ما كا ذ ي أ ى1ي ست هد  آوردند. ب

ل به ل بنبا ر م ج، اين ح ىد امروز نتا  Sn ١ روىكرههاى كه ذيم1م

ى1به تئها ى د وجود 71 = ٢١۴١٨ ز ه ا ك ن  بردارى ميدان 71 - ١ از ت

ل ييوستة مماس ق ى س ط ى تنها درنتيجه، دارد. امكان خ ها عد رب  د

م جبرهاى وجود ٨ ،۴٠٢٠١ ب ى ش ق قي ر ح ن زي كا م ت. ا س  بزى ا

ه اين ض ، جبرهاى مورد در ق م ب سد٠ نظر به ش  هيج امروز تا ىر

ه وجود اثباتى داثت ت ن س ن كه ا راً زر د زاب ش تويولوزيى توى ا  (و

ة ض ت تناوب ق ب )۴با جتنا ه ا د . ن د ث ا ى به زجع نضية بزى ب  جبرها

م سي ف ضد ت عوي ى رت ق ي ه حق زك ف ن ر هوي شد خ ن به متاله اين ۴ ي  اً

ره ثا ج امروز تا ظاهرأ كرد، ا ت هي ى جبري اثبا ض ح ف م ث . ك د ث  ن

ت. س ا

ب بزى ننده خوا  وييثرنتهاى مطالب اين بيثتردربارة اطلاعات ك

ضرءاتىكه٠ درزمينة بعدى ث مورد دراينجا و ح ذد1مىتو نزركرنتند ب

ب به كتا

Ebbinghaus et ه Zahlen. Springer Verlag,3 ذ.ل ٠ Au- 

flage 1992 ص و خهو ه ى به ب ها هل ن١٠و٠٩٠٨ ذ ه٠ل ب ز ي ذ و  

Ben.  Eckmann: Continuous solu tions  o f l inea r  

equations —  A n  old problem , its  b is to ry , and its  

so lu tion . Expo. Math . 9 (1991) 351-365.
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