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ت كلى بررس يه ض تحولات از مفذظركردن٠ با مىخواهيم حا لا م  و ا

ىا غنى ي يها ز وم ياي ه ش انتكوإل مف كه مفاهيم ويتداي £ا ر درتحتيقات دي

أ ر ا ب ر د ر خي ء ا ى با توا ها د ي ى طف ن ي ت د ح ذ لا س ر كا ه ردازيم ٠ب  -بي

ل ب ى ن وت ك ز ى 'ا رين ل٤ازاذت م ى ,ا ا عن م ر ى د ف«وازأ وانع ري ع  وجود »ت

ص كه بود اين به محدود اشخاص توجه نداشت. غ ا كدام كنن ش  حتهام

٠اًيد بددست (نتكزل تا كرد يقتفر يا ع٠ج بايد ز

ف fكوشىنظر در ولى ري ع ت به توجه زيرإ بود لازم ت  مشخصة كه دف

ى با است نوين رياضيات ش كو زثد. غا وآ ل بيوسسه توابع ا ي ت ن ا ز توابع اين و

ى به وت ش ر د . د ب ف تعر ما امروزى ن ى كرد ي إ وب را ظ زن ن ا صد  انتكرإل ٠ب ر

ى كاف ت)/ ىمجموعها بودكه (

)١( )S = E f (t i)(X i+ '-X i

ل ز ي ك ن د ت ه ن كه ببينيد) Iو ١ (شكل ب حا  بزى قرنها رياضيداناذ و ما

ت نزد يب تقر ح ن1 ما دا ٠كرد استفاد. زاً ن ٠ن زاي ر طريق وا به كنا

ل1٠حد ي ت ذ

L  f (x)dx

رد. نتيجه ز بكي

ر اين اكرجه ي به [نيل كه نظركسانى از وح٠بهوم كنا مفهوم با ز] لانت
ءاز صتاً ى زبود،مجا ىكذذد٠سا- وث ك ما ت٠ ا سس ه ىبا ك د ذ ك ت ب ا جمع ث  ٠و م

ىكه1٠شء تحت ى به واقعأ نظركرنت دراو ط د ل ح ى به وقت هر .مىكذد مي  جا

كا ى. عتيدة ي جرب ض منطقى تعريف ،—يك ت ح رم قرإركيرد، م ى ال ه ب ا ن  دركار م

يد- ي ا٠ شد تعريف موضع نايدة صررت] اين [در كه شود اضافه بايد مىاً  دي

شكارذي ط ز وآن ت٠اً ق ى ازبررسى ن ا ه ي ي ت مىتو(ن موضع اًن و جهكرذ  ٠ذتب

ت تاواق اين رن ن ي ى ي طق ت. من س ى كه رى كا ا ث و د انجام ك ر دا د ق ل آن ب ا  ن

ت توجه ى كه ه ى معناي ف ل هد ن ت ن ) . د ث ا د معمولاكفته ب و ذ ى  Iدكارت كه م

ر به ز سههند ر ن٠ كاست. نرو جب شت مما ي ل مبكو كه ي  يرى٤بهكا با او ي

، ت ا خف ى م ط طهند به ز سههند تمام م خ ي ن ت انرو س تك ن و س جني هم

ك هانرى سخنرأنى متن ترجعة مقالة اين ب  دراجلاس )Henri Lebesgue(ل

ه1 ك ت ضى انجمن س ه ريا س مدر نن ت ن  زإر٤ب درشهركبنهاى ١٩٢۶ مه ٠ما ه

س ترجمة كرد. كلي ب بهعنوانبار نخممتين بإى سخنإنى اين ان مةكآ ضي

s . .  B.ng Chase, Lebesgue Integration) MarceJ Dekker 

(1980)

ب به ه جا سل است. ر

ك هانرى ب نرإنوى آناليزدانان ازتأثيركنارترس يكى )١٩۴١٠١٨٧۵١ ل

م قرن ت ي ل مبدع و ب إ ك ت ن ك ا ب ست. ل ، اين نظرين ابداع با وى ا ل إ ك ت ن كه ا

ت از ناشى ر ي م راو عميق ب هيم د س شهودى مفا د ي بود. هن غا دورة أ

ى ر نوين سا ايئ شد. آناليز د ز تنها نه وردد ا غ  مفهوم به انتكإلكيرى ا

ى نقطه بلكه نوين طغ ة ع ري ظ رن هو نوريه سرى د ري ظ لبتا ن ي  است. بود. ن

د مفهومهاى ع ي ب ب ضا ل ى بولوز تو هاىن دو ي د ي ع ب ه ل ع و ب  هاى م

. د ر ن ن ومما اوست. أن از نيز ن ي جن م ت ه ى تحتيفا هم ر م ة د ل  دريكله سا

است. كرد.



د انتكرإداهانرى .فهوم تكامل ير٠ ب ٣١ل

م ءرضهكردن با مطسه، اين هي فا tواعداد سوسكى م J J ت داده مجال ,! 

اوًرد. هدست٠ ز خود قلمرووانعى جبر كه

سه تمامى اينكه برإى سأ به هن م خط هن ي ن  لازم تود، نروكاسشه سن

ى با مربط مفاهيم تعدادى بود ت ٠٢٠خ نظيرطول بالاش ابعاد هذد^ها ح  ما

م حجم و ٠اديه ى كه ييثرختى كناركناريم. ز ج خثيد، تحقق رإ آن كوث  ب

ب علم خبرئان بود كانى او از يس جاست. همين در دقيقاً  د٠بهك حا

ل ز خطى يوسشار طبيعى اعداد كي ت د ت هن ى تا ل ب ا  انجام به علم زى ا ح

 تمامى ذع دردا خير. كنجم؟ محدود آناليز به ز خود توجه بايد ايًا (كنون، و

م خوا انجام اذًجه ب زبان به ىتو|ذد٠ داد. ه ا  اكر اما ثرد. باؤرداذده ح

س ثهودى، صرتهاى م و هند ي ق ن  منحصر ن آنجنا ن توجهما اكر ٠ يم ير نين ز م

ود محض منطق به  سختى به اًذكاه ‘تمايزنكناريم دقيق جيزهاى بين كه ت

ها سبارى دربارة است ممكن مت م مفاهيم و ر ديثي  اكثر ظل٠ بإى و بين

س د امروز كه مفاهي م  خواهد دور نغرمان از لأ٠كا داريم، ز أنها بررس ق

ند. ما

ى ها ى ناييوشن بع توا از طولانى مدت ع ف د انتكزدكرخته ش ىث ف ٠م ري ع ت

ا اين هنوزدرلورد كوشى ه يل ت ت ا1بهكارس | ى اما د  دنيق حوز؛ يودكه طبيع

رد يررس تعريف اين ن هعجنازكه ‘ت  برر'ىكرد- ريا

د و7ء و ل/ ا ن ي ا ي س ت)١ير( ر (ء)ر بالاى ك ص +يتا، خ ت
مقدار دو بين S أنكاه كنن)

)٠- -٠( و ء = ح7+،ع)أ١ء ح٠+اتت)١ء  ق = /

ن ريمان ٠قرإرمىكيرد ا ث ى اينكه برإى داد ن وث ك ريف ع ه1 بهكارآيد،كاذى ت ك ت س

)٠- ،١ع - ظ ) ( ل ، ح7+ ء = ) -  ق

ى دنبالة بهالآى ص خ  وكوجكتر كوجكتر بازءهاى به )٥١ (ة ازاخززهاى مث

ت به بأتعايتءت)،١(  متعارف كنار كردكه داربواضافه .كند ميل صنر سم

ى معمولأدوعدد ~s وحدازجن به خم مت

  تاال١تعأ  تا!ع١تع

ى حالت در اعداد اين ٠مىدهد بددست ز  هنكامى تنها و ذد،1متغاوت كل

ى انتكزل كه برإبرند باثد. موجود ن يما ر —كوث

1. a rith m etization

ذد؛ تعريفها اين منطنى ازديدكا. ىا ع طبي ر ت؟ اين سأ رني و  اين وجود با ط

ه1مىتو ك ت غ ك ل ن رعم . امشفاده غيرنابل د ن ن  خصوص به ريمان تعريف م

ب اين  دكاربردن قابل طوراتفاقى به مفهومى. به و ت٠بهذدر تنها داردكه بإ عي

ت. س ا

ر درواؤح كا ث ت اً س f( اكر كه ا  {x ييوسنه ، د ث ة ا<ازكردن با به ع)١ (

ز ر(٠ا كت وب روك جكت ىكو )١ها ء ، , ء ر اI-٤ تغاوت +آ كوبكتروكوبكت دإ

د٠ ز ت واضح ييوستكى، خرإيند اين به توجه با و ىا س  تعداد تنها اكر كه ا

ه نايتوستكى نتطة معدودى ت ث ا م، د ن1 اين باثي لآرد د٠ موجب ذإ و  5-5 ىث

ت به ر سم ع ى اما كند. ميل م يل ل ت در ل س ت د م ي م ر اميدوا كه ن ي ن ا  همين ب

ت ناييوسته جا همه كه تابعى برإى وضميت عمل، در بنابرإين برقرإرباند. ‘ا

ن د د كت وب ك و ر كت وب ز ك (٠٠ا ى ت)١ا عال ى +، غ ر درتظررفتن ي ( . ا ') د ب . د ت

زءكه ديرىمتا بهارى زديكا هم به ا رذد٠ نزديكتر و ن ج به ىث  تضمين وجه هي

f( از متادرى ذمىكذد  { x ت س يد بدد ر اًذها تفاوتهاى كه اً  وكوجكتر كويكت

رند. ث

ف به دستيابى برإى ه يا ن آورد هم كرد با ز كار ،هد س  از مقاديرى بندى د

ل)/ ه1 قإرواضح ازاين م.٠مىدهي ادامه رند، دا جيز نا تغاوتى كه ( ك ت  بايد س

ى جا ى به كه ز )7ا 7(؛باز )٥, ٥( د ن كرإنها ى و ياي f( بالا i x بر)b («., 

زكنيم. است، محدود  بأ تغاوتنان كه اى Vi اعداد كمكط به ز عمل اين انإ

 در رإ )'ر٠(ء' از مقاديرى مثلأ را٠س ٠مىدهيم انجام است، ء از يكديكركمتر

زبطة وسبله به كه م٠مىكيري نظر

+\y i < f (x ) < V i

E مانند ى1مجموءه مقاديرمتناظرء، ٠مىثوذد تعريف i ل ي ك ت  در مىدهذد- ت

I E مجموعة ين I ٣ شبكل وضعيت i ل بازه ر جها ز كي د تث ت I ٥ث  مورد در - س

ى ييوستة تابع ص f( جون مثخ { x ت ممكن ل باز. نامتناهى تعدادى اس ي ك ن  ت

ود ى است ممكن ٠دلخوا تابعى مورد در وضعيت ٠ث ده خيل جي ي د. ي ن ا  اما ب

ى٠مع ؛ الها ت ي E مجموعة اين ن i ت ش كه اس T|١( بازة متناظر نت j.١(;/:?; 

 ما به ز ء: از مقاديرى زيإ است، عهدءدار رإ ييوسته ئع1تو اذتكطل تعريف در

ى f( به كه ىكذد٠ مرن  ( x ىدهد.٠ ناجيز تغاوت با متاديرى 

ه دلخواهى عدد 7كرا?1 ك د ث ا ب +ألمة١ و بين ب ثود: انتفا

+\V i < V i < y i

ر متادير ء) E بهازإى.ذتاط ( i ء ز شا ىكع وت غا ن Vi عدد دارند. Vi با ت  ها

ت خواهد عهده به ل\ نقشى ث ا ر( (ي))/ كه د ت. )١د اث ترتيب همين به د

٢شكل



رة ،١ ١ سال نشررمإضس،٣٢ ١ شا

ش X— ١( بازة اندازة يا طول نن i)Xi[ يعنى %x - ١ -X ij اندازة ز )i7T\{Ei 

E مجموعة به ز اًن بعد كمى كه i ت ب داشت. هد خوا عهده به دا1د هجم خوا ن

مجرع نحو. يه!ين

)٠( )٢> ( ء = 5ء

ل ز ي ك ث ت اما ىدهيم.٠ ت خ و بنكريم دادءايم انجام نأكنون آنجه به بياييد ن

اً-٠ديكرباةوكذي عبازتى با ز أن بهتر) نهم بزى

ن سددانا م، قرن هن f( انتكزل هفدب  ( x هنوزوضع ((انتكزل)) وازة — ز 

ع بهعنوان - ت٠٠ذي مهم زياد اين اما بود، نشده جم  از نامتناهى تعدادى م

م ي ق ف هر كه داشتند، نظر در ل\] ناينيرها ت  مثبت ؛)/،r( عرض آنها از ي

د منغى. يا ىبات ط ما خوب! سسار ٠م م نق ب  كرده بندى دسته ز ينيرها نا ش

د هماذدازه تقريباً كه وإ آنهايى ن ت ف در ه  بهعبارت دادءايم. قرإر دسسه ي

ت — ٢٠درجبرمىكويي كه همجنان —ديكر  عبازت تقليل يا كردآورى به دس

ه1وبازمىتو زدءايم. منابه ك ت غ ك ش با ن  مىكردذد سحى رياضيدانان ريمان، بع

 ىآمد،٠ بددست X تفييزت با كه نزتيبى به درنظركرفتنشان با ز ناينيرها تقسيم

 در اسلوبى و قاعده كه ىكردذد٠ عمل تاجرى مانند مورد اين در كنند. جمع

 به و اتفاقى طور به ز اسكناسها و ها سكه كه كسى مانند يعنى ندارد، كارش

رد دردسسانش ترتيبىكه ع م ر ز ش ق ىكه ىكذد.٠ ثمار  همجون ما درحال

مىكو.د كه ٢٠مىكذي عمل اسلوب با اجرى

m\( ن٠ (E ى X\( ارزش به سنتى ي  Tfi(E دارم. ١

m( ص (E y ى بنج أ٣( ارزش به سنت ( دارم. X ۵ 77ء

)7٣( من £r n ارزش به سنتى ٠د )X  m (E r دارم. ١٠

ر اين دىهمرذته٠ ن٠ بزينبنا غيره- و دارم: يول تد

٠٠٠ + ) m (Er ١٠ + ) 7Ti( E \ )  + ۵  m (Er ١ = 5 

ا بدون روش، دو هر ك كا به ز تاجر ث ذد هد خوا نتيجه ي  هر او كه جرإ ٠را

س متناهى تعدادى تنها باثد، ثروتمند هم زه اندا ما بزى اسكنا  دارد، رش ث

ى متنا نا تعدادى عكردن٠ج به ملزم كه ما بوإى اما م ز I ه ي ، يرها نايذ ش م ي ت ه

و اين تغاوت ش٠ د ن٠ج ل رد ش ٠عك ت فاح س .ا

aS( عدد تعريف به ز خود توجه اكنون  TTl(Ei به E i ب و د من  ،ث

ا و اندازه اين ميان تناظر ٠مىكذيم معطوف ك  تعداد هميزطور يا طول، ي

 درمثال ىدهدكه:٠ سوق مطلب اين بيان به طبيعى طور به ز ما اسكناسها،

Tfi(E( )،٢١ شكل به مربوط i ع جم ر طول م ها E كه است باراى ي i ز 

ل كي ث ىكه1درمث همجنين و ىدهذد٠ ت E دراًن ل l ٠باز.تامتناهى ازتعدادى 

ل كي ن ه ت د 7Tl{E( است، ث i ع جم اين بود. هد خوا بارها اين تمامى طول م

ع غ و ر م ق د ن كلى حا ي را د ز ش جهت ما E ىبرد:٠ يي l ر ز ى د د دا ع  ت

ى يا متناهى عداد  ىكذيم٠ نرض و ٠مىكذيم محصور بارها از ز شما نامتناهى ت

دزيربرقرإر زبطة مىخو|هيم يقيناً باشتد. بارها اين طولهاى . . . ،٤٢ Iمم١ ت ا  ب

ب٣ب٠٠٠ ك١، rn(Ei( إ

و ر ! ى د و ج ت ن ج ي ر ي ز ن ب ن كز ي ا تمام بزى ربطه اين دوم طرف ي

E نند ىتوا٠ كه باشيم بارهايى از ممكن دستكاههاى i عدد اين بيوثانند، ز

m( برإى بالا كزنى {E i 7( با ز آن دليل اين به بود. خواهدJ i(E i نمايش

مىدهجمود(رذم

)٣( )77i (E i ) <  m (E i

ىنقا مجموعة C اكر همينطور، a( از ط , b( در كه باشد E i ،نيستند

داشت هيم خوا

)m {C ) < m (C

I رإبطة هيم خوامى كه است واضح كنون

٠، - = ،)) ٥١,((m ( E i )  +  m ( C )  =  

.با برقرإر د ه بايد بنابرإين ث ت ث م دا ي ن ا ب

)۴( )ra (E i ) >  b — a — m (C

m( يايين و بالا )كزذهاى۴١و )٣١ نابرإبريهاى حال (E i ىدهذد.٠ ١بهدست بإ 

 يكر يكد متناقض هيجكاه نابزبرى دو اين كه كرد مشاهده ىتوان٠ سادكى به

E{ 71( بالاى و يايين كزنهاى كه هنكامى نيستند. i? بةبرذدا )m (E i تعريف

د و ت م٠ و س وي E ىق i ت“أذداز را ب . ذ ء.٢[ ي
ى أن رى كه (ت)ر بون تابعى سا و م ج E م i س بدالآى  ها2ل/ تما

ن برإى ود.٠مىث ناميده اندارينير اندارينيرند، ي ن كا )٢١ إبطة٠ تابعى ي ي

ع جر ن بدسادكى ■xSfj• معين b S م د ستوا ر ك ت ا ه٠ ت سك كا انتخابى Vi عذ

ىكتدتفيير كوذه(ى به ع ٠مغرمىكزيد سمت به ء كهم م ج  حد سمت به 5 م

تعريف، به بنا كهمىكذد ميل مشخصى

L تا)ئ١تة

ء.٣است[
ناين ي ول ى به انتكرإل مفهوم تعميم ( ر ا د منجر د.بكر تعميمهاى بي ٠ث

لا أ٠سكذي فرض ر؛ دو تاح از انتكرإدكيرى ا f( قفي (x , y ح ط . م ت ا

E هاى جموعه تابع. آن به ٠مىكذيم عمل قبل نندما دقيقاً صورت اين در l 

س وازاين درصفحهءند طىنقا ز-كه(كنون ط روى ي ت — رذد1ذطرذد خ ب  ن

ى جموءهها٠ اين به بايد كتون ا ىدهيم.٠ ت دوبعدى اندازة ي ب  دهيم. ن

ى اندازة همازطوركه ود نتيجه بارها طولاز ٢يكابعد ىث  دوبعدى اندار اين ٠م

ت زمساح مستطيلهاى ا

 <  X <  P

ا به ست ع )٢١ زبطة تعريناثده، اندازة اين با .مىاًيد د جم  ت٠بهد ز S م

ود نتيجه حد به كنار بدوسيلة انتكإل زاًن،1 كه ىدهد٠ ىث ٠م

س ا بى نظركرفتيم، در ما كه تعريغى ي ك ر تعميم جندمتغيره توابع به د

ع دراينجا مىيأبد- س ج ديكرى و د س معل ر تعداد هر با وابعى مورد در كد ت

ق رماد - متغي ت ى تتها ز آن من اما ا ى ىكدمكه٠ ييان وضعيتى ر انتكإلكير

ج٠ )٠١٤٠(بر 7)1( است. ط

1. plane measure 2. linear measure



م مل س كا ى .فهوم ت ر هان دا رإ ك نت خ ا ٣٣ل

ى (ين كه م كفته( ن٠ ه| ع تشكيل بارة در است مأل جم م م س ف  ناينرها ت

y( يعنى iX نقاط عرضهاى توسط كه  =  f  ( x< ص خ  اندكى ىشوذد.٠ ش

م اين نبل، س ق ب ز ناينيرها ت ح ر  خود اكنون كرديم. دستهبذدى شان اندازه ب

ب ز آنها كه ىكذيم٠ مقيد ز ح ر  مجموعة بايد .كنيم بندى دسته ن علامتنا ب

ب lEp ١دوبعدى ط از (ك ب *Efi مجموعة و مثبت> عرض با نقا ك  از (

) ا ق ض با ن ت در بكيريم. نظر در ز منغى. عر f( كه سادءاى حال  ( x يوسته 

ا1 ت  مىذوشتذد: كردم' يادآورى درابتدا همجنازكه ازكوشى، قبل س

ت ح E( ا ll( - ت ح ا f( م (x )d x  =  (E p 

م مىاذدازدكه نكر اين به ز ما فرمول اين ي ب و ن ب

f (x )d x  =  m s ( E p ) -  m 3( E n )

ف نشازدهندة 771 و ى تعريف با جديد تعريف اين است. دوبعدى اندازة ي  تبل

ى روش به ز ما و است، معادل ى قبل نهود  تعريف اما ىكرداذد٠ باز ازكوث

است. داده اًن به رى استوا منطقى ياية اندازه،

ش٠ دو ما بنابزين ى د ف از تابعى انتكزل تعريف بإ متفير جند يا ي

ا ى٠ ن مث ل به توجهى مجبوربانيم اًنكه ون بد ،سي ى كم شك  منة Iد ييجيدة وبيث

إ باشيم، داشته انتكزدكيرى ح به تنها D دامنة زي ت اين در زير ث  امردخال

E هاى مجموعه دارد: l هاى ومجموعه دراولين Ep وE n تعريف دردومين 

ع كه مغاديرى نظركرنتن در با تنها ما، ل ىكيرد٠ D نتاط در ا ا كي ن ت

وذد.٠مىت
جاكه زآن ل در تنها D انتكزدكيرى دامنة انتخاب ا كي ن  جموءههاى٠ ت

lE i يا Ep و E n د واذع مؤثر و ث ى ص ٠م خ كنيم ىتواذيم٠ كه است ش فق وا  ت

iEji iE هاى مجموعه اين كه i وE p ط ز  ا كه مقاديرى درنظرداشتن با نق

ه٠د)د مجموعة نقاط بوى د ل يرد،مىيذ E يون ى1ث كي ن  وبتابزين دهيم ت

كردءايم. تعريف يافته، كسترش E مجموعة به كه ز ر انتكإل

 ىكذيم٠ يادأورى ‘انتكزل مفهوم جديد بسط اين حوزة بهمذظوردقيقكردن

زم ما تعاريف كه د اين سنل ن ت  ديكر بهعبارت باثد، اندارينير ا كه ه

E هاى جموعه i هاى ومجموعه اول تعريف بزى Ep وE n تعريف بزى 

 مىداذيم بنابزين اندازءينيرباثد. نيزبايل E رلا وازاين باشند اندازءينير دوم.

م ذتكةل1 جكونه سي كا به نته يا ت كا از اندازءيذئر مجموعة ي ر تابع ي رين دا  و ان

كنيم. ز مجموعه كزنداربراين  ام٠كرد فرض ضمنى طور به درواقع من تعريقا

٠مىكذيم بحث ر كزندا بع توا بارة در ما كه

 تعريف اولين در ٠مىثودكزذدارذبود انتكزدكرفته ازاًن ىكه1ر اكرتابع

 تعدادى بود؛ هد نخوا متناهى ديكر )٤١ ٤(بازة نود؟ داده بايد تفييزتى جه ما

سيم برإى Vi عدد نامتناهى  باشد حداكئربزبرع طولشان بازههايىكه به آن تق

 داشت هند حوا وجود E} مجموعة نامتناهى تعدادى بزين بنا بود، حواهد لازم

ع مررت اين در و م ى )٢١ درزبطة و ج  اينكه بزى بود. خواهد سرى ي

م متوقف آغازكار در وي  از انتخاب اولين بزى ٠لآ سرى كه كنيم فرضى بايد نث

٧ انتخابى عدد يك. بزى 5اكر اما همكزست، Vi اعداد i د موجود ث ا  برإى ٠ب

ة1 اعداد تمام شد ب خا  صادق تفيير بدون انتكزل تعريف و است موجود Vi ذت

است.

ر ذا"اتواع ي د ع ج ق ١د ىكهازطري مزايع ىتواناز٠مذكور لاشهاى بتعا
 كه ينيرى زه ندا توابع! تمام ديكربه بهعبارت است، شده اطلاق كرنت، نتكزل I آنها

ى اًذها بزى عها ع ٠ر رينيركزندا اندا هرتاح است. معنى دازى S جمو م ج  ينير م

س تاكنون جون و است ك ج . موفق هي د ث ى اسست ن  زئه I ناينير زه اندا تاوع ب

هد، ت ىتوان٠ فطن ب ت. انتكزل رإى1هرتابعكرإد(رد يبأ تقر كه كف  ف٠طر از اس

ى توابع ديكر ج كه دارند وجود بيكزنى سادة خيل ر٠م ذي د' عي ستن بنابزين ني

د نبايد ز غت ك ه ٠ش ك د ل، هنوزدربعضى ث ئ ل ما مفهوم نارسايى سا  ازونتكإ

شكا ضد٠ ر آ .ى

 بيكزن توابع به ز انتكزل مفهوم خود. تعريف اولين از آغازكردن با ما

ى نتيجة به هم تعريف دومين دادءايم. تعميم ه ب ا  اين به اما ىذود-٠ منجر مث

ت منظورلازم س م تعميم ز اندازه مفهوم ا هي  هاى مجموعه تنها نه طريقىكه به د

ط تاكنون ما كرإنداركه ق م1درذظركرذته رإ آنها ن .بىها مجموعه همجنين بلكه ي

ط زنقا ه ا ك ل ٠مىكذذد ميل بينهايت به ن م ا  تنها ز دوم روش اين من شود. ث

ل اين به صم با كه ىكذم٠ نكر دلي  ارتباط در نيز معين انتكزل از ديكرى ت

ت م ن كه ا ىذود تعريف آنها روى انتكزل ىكه1مجموءه و دامنه، ٠زه با درآ  ٠م

م1د اينجا تا كه شيوءاى برخلاف ي ا ه ت بلكه ذمىثوذد نرضى متناهى ديكر ث

. بينهايت به مىتو(ذذد د ن كن د مي

ط من ى به نق ؤا شا م اكتغا ا ذ ك  انتكزل منهوم تعميم اين خواهم نمى زين س

ل همين به .بكيرم نظر در بحث ادامة در ز ى از اختصار به دلي يت حق  ياد ت

ت بكر ر بسيا هنوز كه ىكذم٠ س ت به و ا س ة در كه كاتوا نام به جوانى د ك  جن

ت كرنته مررت شد، كشته س ت قصد وى ].۴( ا ش  ز انتكرإدكبرى عمل دا

ق اين .كند تعريف متفير هى متنا نا تعدادى با توابعى بزى حقي  لوى توسط كه ت

ت ادامه وينر نوربرت و د 'نوسط موضوعى اصل بررسيهاى با ‘يان رث و ٣ف

ا ،۵ذيل1د ك ش م ب سي  ارتباط بدون مجرد، هاى مجموعه به انتكرإل مفهوم ت

ت م ه اين بر علاوه ).۴( ني ث د نظر در دانيل و ( ت ن ا  تعاريغى تنها نه كه د

 انتكزل از ديكرى تعميم بلكه م،1كغته سخن آنها بارة در تاكتون ن٠ كه رإ

 انتكزل مفهوم طريق از زودى به بهكاربردكه ل\ مجرد هاى مجموعه به معين

 رسيد. هيم خوا تعميم اين به - ريم دا ز آن بررسى قصد اكنون كه - نامعين

هبا۶هعمولاء-ابع(ى ك ط ى ا

)۵( F {x ) :  c  + la  f {x ) d x

ود تعريف ىث ل م كإ f( نامعين انت  ( x آ٠ذمىكذي اتكا نام اين به ما ىذامذد.٠ 

ى به بلكه صلى معنى نامبن)) ((انتكزل وارها  در ٠مىكذيم اعطا ز اذًها ا

fa بهعبارب نامعين)) ((انتكزل و معين)) ((انتكزل نام دو هر ابتدا  f (x )d x 

.٠ اطلاق د د ث دهنا ((معين)) وقتى انتكرإل اما ى د مي ىث  از صحبت كه ٠م

ده،1د باراى هث ه تعريف ويا مشخحى د د  ووقتى بود ميان در ءء)٠ا b( بون ن

ص، متفير، )b ,( كه بود ((نامعين)) ه تعريف نامشخ د ن  وستد اكر - يا ت

بود- نامعين - داريد

f( نامعين انتكزل رإ ل7(تد)ا اينكه خلاصه،  ( x تسامح با واقعأ ىذاميم٠ 

ت. همره م ملاحظه اكر اين، بر علاوه اس F( وقتى كه كني ( x بررسى ز 

ما٠ ي د ت ى٤ب ت٠ع ى د ى آوردن د ها هي f وي (x )d x ٤٠ . ت ى ا عن ي

1. summable 2. R. Gateaux 3. Paul Levy

1. plane set4 M. FrCchet 5. p . j . Danlell



رة ،١ ١ سال ى،٠ض٧لنشر٣۴ ١ شا

fa درواغع  f { x ) d x طريق از ا )F ( x م بررس ي ذ م ٠سك ب ي ى؛  تر٠ب كي ل

ت تابع ن٠ بكويم: ا

')۵( )L  f ( x ) d x  =  F ( b) -  F (a ء ت) ’( ء٠٠ه

ل و! ي ت ن / نامعين ا ( ا ٠مىذامم (

ى ميان يي نت نظرمتنا معين وانتكزل معيننا لا  وهمان روابط همان بااً

6 تفاوتهايى C J ك ميان ه٠و تاح ٠ي ىك ص خ مث ر دا رمىكذ تاح اًن ق ختيا  ٠ا

ي براين علاوه ي بازة ا ى انت ر ي a( ل , b( ن ٠ به ز  بكوييم نيم توا مى دهيم، نثا

ي كه ت تابعى نامعين، ل انت س ل متفير كه ا ق ا سن ن :٠ D دامنة اً ء ا  ىب

)i > (D ) =  (p { a , b

ودكه نتيجه وضرح به ملاحظات ازاين ى: جون دومتغيره تابعى مورد در م

تاح ز أن نامعين انتكرإل يدنبا  i f { X ) V )  

F (  X , Y )  =  C\ { x )  +  C\ { y )  +  L  I  f ( x , y)< kd y  (۶)

ي ٠مىشود انجام كار اين كاهى جند هر كرنت، نظر در ى1 قلمرو ا ر لي ي ت ذ
مستطيلى دامنة به ز

 < X <  b ) c < y < d

بهارمتغيرة تاح بايد محدودكنيم،

)٧( )F ( b)C -  ( ( ) + ( , ) -  ( ةء١(ي = ١٥ ى)</>١;

ي ز ى اكر اما يم. بكير نظر در نامعين ل انت  مذههاى1د تمام هد بخوا ك

 تعدادى با ن توانمى رإ دامنه كليترين كه ازأنجا بكيرد. نظر در را انتكزديرى

ئ ه ا ن ت ر م مت ز ز. هر —يا دا ن د ا ا ص - زي خ د٠ لازم ‘كرد ش و ذ ء ى ا ى ز ول م ع م

ك ميان ارتباط ند بتوا تا كند رها ز يو D دامنة ٠ب ت ن هيا توسه لا  اين به نت

رنما ز دامنه ، ٠يث هد تاح مستقيم مطالعه به و ب

أ ع ت ع أ١لآ د , #١١ = ا٠ا لا

ن كه بيردازد، راً ى D د ى وإ اًن ما كه است تابع اين است. دامنه ي نت لا

س ا f( ن ( x ) y م مي ىذا ز ا انتكزل راين، علاوه ما جون دقيقتر، بيان به ٠م

ا به كه يم ا كرده تعريف بهطريقى ك است، نته يا تعميم ء ينير زه اندا مجموعة ي

ل ذتي مخرا نظر در ١مجموءهاى تابعى صورت به ز نامعين ا ى كه كرخت هي بإ

رد٠ تعريف زهيذير اندا هاى جموعه تهام ■ ء۵ل ىث
ى تنها محققأ، يم،1كغته تاكنون كه مطالبى تمام در ل ئ ا  زبان بارة در م

ح نامكنارى نحوة يا ط ى مفهوم اكر اما است، شده م  نياورده تسبهد جديد

ل اًن بوديم، ئ ا ج م ط د. نمى م د متعجب نبايد دليلا اين به شدن  زبان كه ث

ن معاني تمام اعطاى جديد ىكهحقا به ز ممك ت يق س F( تاح درمورد نخ ( x 

، معلوم ا۵اززبطة( ه د ت. داشته ردا ن ه بهويزه، اس ت ن ى1مجموءه زابعى اند زا

1. set function

ه ك د نامعين انتكرإل ن س ت دو با ش ب ا ا خ ث ١ مل كا جععيذيرى غمىكذذد:٠م

] أ ق ل ط ى ك ت ؤ ي ].۶و

ك كه هنكامى ى دو اين زى دا ى جموعه] تاع ي ك  انتكزر است، وي

ا معيب نا ك ت ا تاح ي س ى اينكه بزساس كه، ا ها ى E جموعد ط زنقا ى ا ^ 

كا ا در حط، ي ف . معمولى نضاى در صفحه. د ره غي ل و ي ك ث ه ثوند) ت ت ب ا  بد و

. متفير .. ٠ ،٣ ،٢ > ١ ت انما و زبان اينكه بزى ا ن ك واخت ما رى د  باشد، يكن

ف ا مىكوييم ؛F( مانند است، ٣ذقطهاى تاح ي / م٠ ) س زي  ى

)٨( )4}<E ) :  j  f (P )d m ( E

/F( تاح لا) ط كام س و ص ip(E( ت خ ود مث  با كه زهاندا آن به تا مىث

نكا كما ip(E( صعر، اندازة با دلخواه جموعداى نقاط ير ا دلخواه تفيير

س اتكول ا ن مى-اذد؛ بانى أن ن ع ا وستوا ر ip(E\ت ) j ط و ك ت ى ٠رلت

/F(٠مىآيد متعاقبأ ط ) رنقا رب ك م ى ز- بددست صغر_ اندازة با جموعدا

.وردًا

را هيم خرا مى كه باشد اى ثطه F كنيد نرض ا د ق سه درآن رإ م حا  م

 يا ،F كز۶٠ به دايرءاى يا ،F مركز به بازءاى ز A انتكزديرى دامنة كنيم.

ر٠سر نضا يا صفحه خط، مورد با اينكه برحسب - F م^ز به اى كره  ؤا

مبا داشته ر٠ درنظر — شي مىي ح ي خا ت و /i( قسم ) { A ) / m ( A \ل ل شكي  ت

م س ٠مىدهي كذ ميل صغر به ح كنيد فرض سي ى ريم و م دا

ةذ٠<?ءرلا.(٩)
ز نتيجه اين كا ث هل تعميم ز كلاسيكى ى قضيه] آ ىد سبز كه ٠م ا سا ن f( آ  ( x 

F( وتابع است، ييوسته ( x ق ن عنوا به ز ا )،۵( زبطة در مذكور  خود مثت

سبة كارما ىيذرد؛٠ ،F( درمحا / كا درواذع ) ى نيع ي ر ح مثتقكي زتا  ا

ip( ى مجموعه! {E .است

ى روش اين ر ^ ت ى مدتها ش ت س ي رر ى ب ث و ك - د ن ]٧[ ت ى آ ر دي اا طا

ى تحت يعنى همزمان، كه ط ي إ ، ث ن كا ص ي  )) مقاديرهمبود(( مىتوذد، مشخ

ى د.٠مىذا ط همكن، نا جسمى مثال برإى ا حا زل ى، و ساختار ا كال ه ي ت  داث

م. ني ى با ها مت دا ر ك ن D بون [بخئى] وا زاي م ا م \ل ج ي ر ي ك رب ظ رن م ‘د ج  ح

D* جرم iD ي٠ ر دا ى٠ب لازم اى٠ق ف ميرن به D دماى اخزإيش ي  با — درجه ي

. همبود مقادير همكى - بودن مجة نرضى د ت ت IM( توابع اينها ه  (D ) iV  ( D 

)F. زايزدامنداند. ) ا

ن از اين كه تصادف ح مت م  .رسيدءايم ازدامندها توابعى به دراينجا ني

ك1 ه ند ا درآن ى٠ى ت زيكا در هرمقدارى كه ىيابد٠در بدسرعت كند، ي  نه في

ى به ى به بلكه نقطه ي  جايى تا حداقل - است،.بعنى مربوط ٠جسمكسترد ي

أ دير مغا با كه م ي ق ت ى ز ا بعى تا — داريم ر سروكا زهيذتذى ندا (م ت ا منه 1د ي  .س

I ى خم رمن كرد د غيرنضايى متغيرهاى رموردنظر) Iمقد كردن ما ن ن ما  ،زمان ء

ت - عيره و دما مج كنند دخال ه موردنظر س ى همين م  فضاى به متعلق ج

 مطلقا شيوءاى به كه باشد نضايى در ذد1مىتو بلكه بود نخواهد ما متعارف

ض ه صورتبندى ريا د مستقيمأ مقادير ندارد؛ هميتى ا جندان اين اما اسمت. ن

1. complete additively 2. absolute continuity 

3. point function 4. coexistent quantities



ر ل ي م كا ى .فهوم ت ر ن ها و/ كإ ت ن د ا ب ٣۵ل

 از توابعى — الكتريسيته مقدار *كرمار!مقد ‘جرم مثال برإى - اندازءكرفتنى

كا كا ز ا توابعى و د|مذهاذد ي نيستتد. نقطه ي

كا در زي ى، تنش، سرعت، مانن نقاط، به مربوط متادير صمنأ في كال  ب

د،٠ مطح نيز وينه وكرماى رذ  هستتد [اشتقاقى] فرعى كميات اينها ا٠ا ىث

ت خارج صورت به دنيق طور به اغلب كه م ت خارج حد يا ق س ر ق  دومقدا

د تعريف همبود وذ ىث مثلا ٠م

ي ص = ج ء

ى ى٠م با يعن ر كي ق ف ز ا س دا ي ت ر مق ب . آن با همبود رى مغدا به ن

د در بتابرإين ي ز ر بنبال بد و ي د ن ، اً ه ب ذ د٠ ايتجا بد ه س ر  زايعى كد ى

ى از ق و دامنه ي ق ت بكيرئد، ئظر در ز اذًها از رى٠ث ر در كه هازكونه د

ى ا آناليؤربع ى متيرها ن ود. هى ل٠ء حي ن نحو* همين به ت ري ا د ك رابعى ي

كا زي ش دامنه | ى نق ر مليت س رند. دا ى1ذقطه توابع از ا ز ي  از ن نيزيكدانا ب

 نكردءاند بررسى ل\ آنها هزز رياضدانان زين ىكويذ؟٠ذ سخن ربعى جتين

م٠ بنابرإين مذهها.1د توابع بزى نه و رد دا نمادى ها دامنه بزى نه جبر و ذي ي  ىب

ننيز كه ا د ك مة به ز خود توجه ي  يازمترهاى به تنها كه بهخصرهى، هاى دا

ى ص خ ى به ٠مىكذل محدود ٠و|سسهاذد ش ق ري  به موردنظر د|مذهاى تابع كه ط

د داد. تقليل ازيازمترها تابعى و ش ه1 رى كا ن هما دقيقأ اين . س ك ت صدان س ض ريا

ض نظر در بءجاى وننى مىدهد* انجام ن انتكزل كر f( مي (x , y م با ا  ت

F( توابع نظركرفتن در به محدود ز خود كليتش، {X , Y و )d  6; c ي٠ ١  ى)

ط1زرو1 (۶١ب و (٧. د ذ ك س (

 اى مجموعه تواح ميان ارتباطى )٨( نرمول كه ىكذم٠ ملاحظه همجنين

)4}E ننا انتكزلهاى كه عي ، ى1ذقطه ح تواو هستند، م / ( ? صرنأ كه (

.٠ برترإر ٠جبرىاذد ذ ك  توابع بعضى بزى نماد نوعى نرمول اين نتيجتأ ى

ى ( ه ء و م ج ط ا٠ا ىكذد.٠ فزهم م ر وث د ر ك ف نامعيزبود؛ انتكزر برإى لازم ا  ي

ه كنيم ترديد آ٠ستواذي اا٠ًبررسكذي ز تابع ى كميتهاى ك توابعى ردة در ‘فيزيك

ن ن - ز نماد اين كه ه

ت اين لا م ت بارة در ا ع  داده امكان شما به شايد فيزيكى كميتهاى طبي

س اهميت و فايده كه باشد ل دقيقتر كردءايم مطح كه ز مفاهي ذ  كنيد؛ ل

ن وغزه به و  ظاهر )٩( زبطة در كه صورنى به مننزعيرى عمل مىدهد نثا

ود ىث ى تنها ٠م مل ع اين از ع  ره هموا و ت،٠ذي كرفتنظر در مىتو|ن كه ن

ى مشتق مىتو(ن ت ز /ip(E( تاح ي ب ى به ن p( همبود تاح ي (E نظر در 

m( اندازة ٠ارً خواه كرفت، (E د. خواه باشد بات ن

ت به لى سوا كنونا ع  تعريف در مىتوان آيا ىكذد:٠ خطور ذهن به ر

p( دادءشدة تابع انتكزل، (E تاح جايكزين نيز ز )m (E كار اين در كرد؟ 

درابتدا نيست. مشكلى هيج

iipVE s\١؛  =  I

E جموءههاى٠ ابتدا در اكر ىكذيم٠ )٢( زبطة جايكزين ز i خانوادءاى به 

د تعريف p{E( تاح اذًها بزى كه باشند داشته تعلق ها مجموعه از  باند، ٠ث

بايد شود كرفته نتكزلI أن از بايد كه تابعى ٠5 سرى همكزبودن بزى يعنى،

p( به نسبت ( E ت بايد ا ديكر، بهعبارت باشد، اندازءينير p( به نسب ( E

د.٠مج اث رب ذي f( انتكزو تعريف ‘نرض اين با عي ( p ت ب  p{E( به ن

)j f ( P )dp(E

ى مىاًيد بهدست قبل مانند ط ر p( تابع كه دث ( E ى ه مشخصى ويك ثت دا

د. ن ش اين با ن٠ ز ون و) ن ىت ي ن رد بيان ب ه ك p( ك ( E ت دازى بايد ز ي ي ف  ن

د زذ د ١ر1ك ن ا ].٨[ ب

ى مورى ديدكاه اتخان با اكنون ما  و جديد تعميمى به صيدان،ريا ب

حنى يكدانفيز ديدكا. ثدءايم. نائل انتكزل مفهوم از ملاحظه نابل بسيار

ه همين به ز ما طبيعيتر شكل به ج ي ت ر حدانل — ن ح مورد د وا ة ت س و ي

)P( ت ن1مىتو نحو همين به ىرساذد.٠ - ا ف ه فيزيكدانان كه ك ط همين ق  ن

ت انتكزلهاى ٠مىكرفتهاذد نظر در ز ى1مذه1د توابع به نسب

هيم٠ كنيد نرض مئال بزى p( مغداركرماى ىخوا ( D< زم ت ز لا  جه

ى ى دماى بردن بالا درجه ي م ي م ن از بالا در كه — D ج ن آ خ  س

ى به ز ٠ بايد كنيم. محاصه - كفتيم ى بخشها ب و  ٠ ٠ ٠ <£ا٣ ،٠١ ك

A( جرمهاى با f ( . r، صم " ٠ م از كنيم، تف دا ك ى هر نقعلة ي

ع و كنيم انتخاب ز ٠" ٠ ،٠٢ ،٠١ جم م

f( ب ٠ ٠ ٠ {P \ ) M {D \ )  +  / ( . r )A f ( . r 

ى بهعنوان ز ر دا ق p( از تقريبى م {D( .ر بعزينيم ( . ى ( ما ر ك ر ك ن ا ي و.بذه سا

هاسمت اًن مانند اين است. ٠در ي بكوييم ك ( .  اززبطة ز (

l,P ١i<iM i١E ١١ L = ء١ل ر . ه

ى جديد انتكزل اين تعريف ٠مىكذيم محاسبه كل د ك ش ر ود د ط ‘خ س و  ٣زدون ت

، عرضه ١٩١٣در د ز ن ها ك ى حال ر ق بزى ١٨٩۴د ى خاص حا تاح ي

ه متغيره ا٠دك ييوستة خت ه ثنا د ا مبدع اولين اما بود. ث ن  يقطر از ، ستيلتيعى ا اً

ا دراًذاليزو تحقيق ت اًن به بح تيا دس نو ن ى به ز آ كل ىملاكا ث حليل  ت

ن آن كه كرد زنه ا ش معناى بنا بيزى ختن شما كد مىد!شت ن بنها ز نيزيكي

ظر بد واخح اهروز ٠ك د ن ر ى م ٠م ز ل ت ر تلاشى م ا ي خ در بود- ب ر اين ا
ى ع ى، ا۴ى٠ريت نامهاى ما لا نرثه ذكا،1ي لب د س واله و ه ۵يو يل  ٠مىشود ل

ن اين نيز بزبصيرتن در بلكه نكاوت و خلاقيت در تنها نه ما كه مىدهد نثا

م يا ت ب ].٩[ ىكرد،اذم٠ رنا
^٠ ره هموا ستيلتيسى-زدون1 انتكزلهاى حال اين وبا  رياضيدانان توجه و

y خميدءخطى انتكزل بودءاند. )d x /(وتع Sc كه انتكزلهاست، اين از يكى 

كا با رتباط درا فتعر تابع ي ب شده ي ح ر C يركمانهايىتصو طور ب j l محور بر 

X انتكزل ىباشد؛٠ I s  f (X )V) z )d x d y ح .بى مستلزم مشابه طرر به ا  ا

ب شده تعريف ى مجموعه! ح ر ة بر S ى حتهامسا دصوبر ب ح x صف y .ت  اس

وذد٠ ظاهر زير كاملتر صررتهاى به اغلب انتكزلها اين قع 1رود ىث

# ا ع١ا ء ب ا ا ل١اا'١١ت ل ا ع

J s f (x , y , z )d xd .y  +  g (x , y , z ) d y d z  + h (x , y , z ) d z d x  

1. bounded variation 2. Radon 3. StieltjGs 4. F. Riesz

5. de la VallCe-Poussin



١ شمارة ،١ ١ سال نشررمإضى،٣۶

ى يا خمها طولهاى تعريف جهت موردنظر انتكزلهاى (كر ها حت لا.بهها ما

ر.م: ذيزدرذظربي

t  d zr)\/i لآي١م t ئء)٢ /

 (dz dxY ٣ (dy dz ٣)dx dy[( ا I 

د٠ نظر به س ر س كع ى رر ي از حالانى ب س ر كه وكرى ا ن أنها د ي ن ظبع٠ ب

\ ى1مجموءه )ipx(E x ) Ip\{E اين باشد. مناسب نيز ٠مىشوذد ظاهر ٠ ٠ ٠

هد بررسكلأكاراًيذكان ه ‘يود خوا ج و ض ١هلبذي ا ويلي ى ا٢وت ها عابي جمو م

ت وإ مشخصى ب ].١٥[ قإردادءاند استعاده مورد اى مجموعه تابع جندين به ن

 يكط كه عملى صورت به I; — معين نا يا معين — انتكإدكيرئ كنون تا ما

ص عدد  نظر در ىكذد٠ ازئه فته يا تعميم جمح نوعى وسيله به ز متفير يا شخ

مكرنته ى يدكاهد اين .ي ن ت . [تعيين دةتور1بركو است ب ت] ح  همجنين (ما ما

كا آن حاصل كه عملى صورت به ل\ ييوسته ح ازتوا (نتكزدكيرى مىتو(ن  تاح ي

ل. معادلات انتكزلهاى سادءترين نند ما درست كرفت، نظر در است ي ن غإ ي د

٠مىكذيم بررسى ل\ انً اكنون ما كه است اوليه توابع ديدى. اين
iF( فتنيا { x دادءندة تاح بكا٠ اولية تابع)f  ( x - تاح وجود درصورمت 

كا تقريب با كه است تابعى فتن يا - اوليه ص جمعى ثابت ي ود٠ شخ  و ىث

تا ى1مسأله اين است. آن مشتق .)/( داريم. ز آن بررسى قصد ما كهس

ى تأملات كه أ٠مىكذي خاطرنمشان ابتدا در اما  به مسأله صورتبندى به قبل

كا ذجامد:1مى .سياركليتر شيوءاى  مشتق كه است شده داده ر)P( تابع ي

ت iJ){E( مجهول تاح p( معلوم تاح به نسب (E اولية تاح است؛ )f){E\' از

بيابد. رإ )ر۶(

f( ييوستة تاح كا٠ي با ما سرهار مثلا اكر  ( x اكر و باشد )T7l { E اندازه 

F( تاح ند توانمى اوليه تاح ديكر باشد، ( x د )۵[ زبطة در مذكور ن ا  بلكه ب

ل ي ت ن I معين نا ا e  f ( x ) d x -است

ط من ده بررسى هنوز كه كلى مسألة ين1اثارهواراز مىتواذم نق  است نث

س انتكزل كه ا٠ًمىكذ اكتغا نكته اين نكر به و كنم؛ ياد ستيلتي  آن حد بزى ا

سنده نا بمعيار ل اين است. ب ي ت ن p( كه نرض اين با تنها عمل در ا {E زى دا 

ت1ر1تغييزتكرإذد  بارة در ن1مىتو يقينأ اين، وجود با و است شده تعريف س

ى٠ آ ب ق ت ت س p( جون تابعى به نسب (E' ا٠ذي نداركز تفييرإت دازى كه ت

ر ب . ذ ي ع ج م ح وا ت ن ي ر ظ ن ن ج ا ي ر ي ط ز با ت ر را ش ا د (حا ر^ ا د ن ا ء ( ء

)m (E ،است Iكه مى هنكا مىكذد^ رإئه )f ( P ر٠ مشتقى ذي است، جمعي

ق ش د ا ى ا ي ك - آن اولية تواح از ي ت ى سي.بم من ا  ٠أن اولية توابع از يك

ر زير! ل د ر حا ض ى حا ك ز و ى به ه وي ى خ ه كا ة اين كه ردندا آ ى سال  كل

ه اوليه ح توا كون ص تا شود مطح بايد ب مكردد شخ ا د  نظرمورد اوليه تاح ك

].١١[ است

جهت اين از تنها آنها بارة در من زير! كنيم رها ز سؤالات ايزكونه بياييد
، مانده باقى نشده منجا جتدركارا دهم نثان ىكويمكه٠ سخن ت  ريد بكنا و ا

شده انجام (رت)/ از F(x( اولية تابع جستجوى در جقدركار دهيم نشان

ا ت س ن كه ا ي را ش مورد د ى هر از ي م ٣داذزوا أرنو مرهون ك ت .ه

1. Hellinger 2. Toeplitz 3. Arnaud Denj.y

م اندكى ت ف ك د f(ىكه٠هذكا ق  ( x ر ا1مجمعيذي ت F(س { x انتكزدكيرى با 

/٠r( كنيدكه نرضى ٠مىآيد بهدست )۵( زبطة وصلة٠با  در تنها )٥,(ة بر )

كا ى٠ خاصيت ناقد C نقطة ي ر ذ عي م  ٠انتكزدكيرى صورت اين در باشد. ج

)F ( x ء بر بل) - a . C( جكا ٠لخوا د به ع به!رى  بازة تمام بر بنابإين و ٠كو

)c  a ت٠ي )١ F( همجنين ىدهد؛٠ دى { x ع١ (ة بر رإ + c( ن طور به وبنابإي

ر مىكظ معين )C, ٤٠( بر كامل د ا ب ى نظركرفتن و ك س و F( ي ( x ننطة در 

F ( x )  C ر تمام بر ز ريم. )٥١ h( با ن به توجه با دا ي ن  بارة در ملاحظاتى ب

F(اكر كه مىبيذيم ]١٢[ ييوستكى ( x ر ره  از ى1ذقطه هيج كه بازءاى د

ه يا دلآن در ز E مجموعة  ن1مىتو باشد، معلوم برندارد، در خود هاى كإن

)F { x ز آن كه - عملى وسيف به ز A مجاور بازة هر بر - مم1مىذ E 

ط كه بازهاى هر بر يعنى آورد، بعءدست د E در آن انتهايى نقا ن عت  هيج اما ه

E ى1ذقطه j l رد. درونش رندا قإ

F( كنيد نرض اكنون ( x بازءهاى بر )a , P( مجموعة مجاور كه E 

ن. ع همجنين است، معلوم هست م ج E م [F (/5) — F (a ) J ت ى مي و ٠ه

ع)/ ت٠مج E/ سز( را ي ذ ي ن ]-١٣[ ع ى صورت دراي ت كان ك ا ي.بم ٠ب

جا كه يىها بازه و E روى بايد اوليه تابع ن ء ورم ن ت د به ه د س ب  زبطة به تا آ

:D n 5 ) -  F (a ) ] ) j ؛ F i x ) -  F (a ) =  { I e  f ( d x 

ص دوم طرف ىها آكولاد برسيم. جا كه ذذد٠مىك مشخ راين  از تنها بايد د

ط ه Tو ٥٠ بين ننا د ا سف F( رإبطه، اين از كنبم. ا { x با ^ ش م ء ز أن ع

رد.٠ تعيين ‘م٠مىذا ىذ

 مشخعس رسيدم آنها به خود رسالة در ض كه ز بى انتها نقاط بالا ج٠نتا

 جرإ نكركردم، تفاقى طورا به اندازءاى تا ز ها نكته اًن كه يمبكو بايد و ىكذذد٠

ه هميتى I بدأ I كه ك س بخشيد، آنها به دانزوا ن زدم. نمى حد

ج به اتكا با نزوا دا f( اكر كه داد نشان ١بئر نتا  ( x كأ ق تاح ب  بر مشت

اًذكاه باشد، )٥, 6(

، مجمعيد.بر اذًها به!رى (تلذ)/ كه طىنتا )١( ت ي  مانند مجموءه}ى ن

)E ل شكي ٥در(ر كه مىدهذد ت ل )٤, كا كا٠ نيست؛ ب ع رم١ عمل ب ن ز  ^، ا

)F { x مجاور بربازءهاى ز \E ص خ مىكذد. ش

ط از داردكه وجود Ex مانند ى مجموعه! حال، )٣( ل E\ نقا شكب  ت

ر مىشود ى نيست، جكال E\ود ربارها نمجاور وب F( ن1مىتة ،آ ( x \ل 

ا توسل ك O عمق ي r ع از كرد. محاسبه B ن

س )٣( ط كه دارد وجود Ex مانند ى مجموعه! ٠سب قا زن ل Ex ا شكي  ت

د و ش ل Ex در و س ا ك ى بر و نيست، ب رها . مىتو!ن آن، مجاور با )F (x ز 

كا٠ توسط ع 0٣ عمر ي زن .كرد، محاسبه B ا .٠

ي ص ا س شودكه مشخ . ٠0٣ ا0١ ازاعمال نامتناهى ى1زدذباله1 ي . .

F( هوز (x باز؛ بركل ز )روني د تقأط ٠ك .لا)١ ٤.ء١ از نناطى ذيأفتهايما )٥, ٤٠

F( بازههايىكه  {x ستند، ايم كرده تعريف آنها بر را E مانند ى1مجموءه ني ٧J 

ل شكي ع عملى و مىدهذد، ت زن F( عمل — A ا  — Ou \مجاور بازءهاى <ل ل 

E ص ٧ . ا0+نا٣ ٠0ئ٠+١ اعمال — باشد اكرلازم — بعد ٠مىكذد مشخ . . 

ع زن ا٠ آن بنبال به درذظرمىكير.يم. ;ا B ا ك ع oXu عمل ب زن ل به ٠د4 ا  بنبا

ى آن ي ا ه ع از عل ز و ء ن .غي

1. Baire



ى .فهوم تكامل ير ر ن ها دا كإ ت ن د ا ب ٣٧ل

ت (ز استغاده با (كنون Iد(نزوا و لا ف (سدلا لاسي ن،بند و كانتور ك ر ك ي

ىنامتنا .ا متناهى، ازتعدادى س نهايتاً ٠روش اين با ٠مىكذل ثابت  شماة ه

F( ازاعمال، (x بازة بركل )a , b( ص خ ضد ش ٠مى

ى شيوة اين نزوا دا . يقينأ كه ل\ عمل د جي  اندازة همان به اصل در ما I ي

ئ متصور روشهاى .ناميد )) ((كليتسازى است، طبيعى قبل

ت ى كلب ز ة ٠ ا ل ف از r( F( اولية تاح ياختن سأ f( دادءشدة تابع ي  ( x 

ذ حل ل٠بهطوركا ز ك ى F( تعيين حال عين در و ٠م ( x تنها دانستن با ز 

ى عدد يكى شتق F )۴ م {x ) j l  f ق ونه - ]١ ىسازد-٠ ميسر — آن مشت

ى وانعيت مهمترين بكوبم؛ سخن زياد زيبا سايج اين دربارة ذمىتو)بم هن بإ

ت اين ما س سا كه ا ت ي ل ف أز زىك از جديدى تعميم Iطولانى نرعى مسير ي

ت كه زمان هر ععلاء ٠مىكذد نراهم ز معين انتكزل مفهوم مورد در زى ا كلب

f( تاح يف  ( x ح شود اعمال £) متناظر وتا )F هد، ت٠بهدس ز  ذيم1مىتو ب

د به بنا ط1ا ى   به )۵ (و )۵( ب ت انتكرإل .ب سب دهيم. ن

مسخنا به دراينجا اقًا.بان، هم٠ خاتمه ن  كه رجهى خاطر به شما زI و ىد

ا ادب روى از ن ر داديد ن ن ك ن  باب از كلامى ،بدهيد اجازه اكر اما ٠مىكذم ت

ا1 لازم نتيجهيرئ ت ت (ين آن و س س ت برإى نه كه تعميمى كه ا  ةبيهود لد

د طح قبلا كه مسائلى حل برى بلكه دادن، تعميم د٠ انجام (ذد٠ت و ىث

ت. سردمند تعميمى معمولا ىبردركا اس ىمنا كوناكون ها بررسى ما كه هيم

ردم د عوضيع اين ‘ك ي أ لأت م كا ىكد•٠ع اأ

ها شت دا د ا مرإجع و ي

. بحت در . ١ ا ه مت م ها غ ها نربن ن د ا )indivisibles( ي ه ب ت ى ت هاي » أيت ى ري  ا

ى با ها حت ) بينهايت (< ما ( د وب . ك ن ت ا٠لاث ه م ب  »وايهناى معرفى برأى ز )lx علامت ب

م يف ي ت L(( بنازين ٠برد يهكار ناينير ت i ((ف حت م ي ي ت  حامطضرب با I y طول به ناينير ت

y  dx ص خ . ف د د وى ازآن. لا٠ي ت ا I ن  y dx برإى وا « ع ج ل1ا( يا «د ي ى >) ت ها حت  ما

م ي ت ت كه كرد معرفى ناينيرها ت ح ا ت رإ مغروض ناحيذ م د د  ٠مىدهد ب

وأ .٢ ي ى اندازة تعريف ث ستفاد. ازأن دراينجا مجموعدكه ي د ا c( زتوردان1 ث . Jordan(

ع در د مت ت ز ا

1 .Analyse de VEcole Polytechnique, v . l)أ( Cours 

ح اين با اما ه ج ك عديل ى وت  محصرر بهكوذد|ى ز Ei مجموعة ما :دارد ضرورت ما هدف ز

ن كه دريازههايى كه أ٠مىكذي د هى متنا نا ىتواذد٠ تعدادثا ث ا  ف١كرد حا(ىكه در ،جاىكيرد ب

ستفاد بازه متتاهى ازتعدادى تنها  ،صحيح اعداد جاى به ثمارإ نامتناهي ايزكاربرد .ىكرد٠ ،ا

ى بورل تلاشهاى از ث د نا ه اين از .است ٠ث ت ث ن صأ ،ك خ وث  بزى بدخصرحس .ايد اين از ا

).Lecons SUT la theorie des fonctions( كرد ،استفاد .اندوز تعريف

.1909 ,129 .3. Comptes Rendus Acad. Sci. Paris

. مد متن در آنجه با معادل تعاريغى ن بهوسيلة ا٠اً دكا وين ى ن د عد د ت ا ه ن ث ه ي د است ث  

w) در . H. Young) ت متعلق آنها لبترين جا ى به ا ان ي  

Philos. Trans. Roy. Soc. London, 204, 1905, Proc, London, Math, 

Soc٠, 1910.

: كنيف رجيع  [F. Riesz] ن ي جن ى و بورل يادداشتهاى به ٠مثلأ ،ه ريت  

Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 154, 1912.

4. R. Gateaux, Bull. Soc. Math. France, 1919؛ p. Levy, Lecons 

d ’analyse fonctionelle٠ 1922؛ N. Wiener, Proc. London Math. Soc., 

p. j ؛1915 M. Frechet, Bull. Soc. Math. France١ ؛1922 .  Daniell,

1. totalization 2. derived number

Ann. of Math.) 1918 and 1919.

5. Ann. Sci. del* Ecole Normale Superieure, 1910.

در ن٠يد واله لا د ،ترتيب به زأ اصطلاحات اين ٠۶

Integrales de Lebesgue1 fonctions d'ensemble, classef de Baire, 

Paris, 1916

ل تابعى .وضعكردءاند زي ا  R. Acc. Sci. Torino, 1908 ر)ى د . Vitali) وويتالى 

m (E ت يعوسته مطلتأ اندازءينير مجموعه ( كه تفييركند طريتى به ء كه هنكامى كرا1 ا  

ل(( .كند ميل صعر ت به نيز م ىكا ر مترإدف »جعيني  d>(E) كذدأ ميل مغر سمت به

إ جعحنيرى و ا ت»ث ...

7. Exercices d'analyse et de physique mathematique٠ Vol. 2ا Paris, 

1840-1847, pp. 188-229.

ى به 1 تعداد ) E ت ر1كةذد ت تفيين د]ةى  ى هر به اكر ا ثيوءا  p(E رد كفته .٨ ( ىث م  

ى ه ا متن ا جموعه از شمامإ ن ى هدو٩دو هاى م ذا١ مجزإ . ،ء٢ ة . م . ي ن ك ز إ ن سرى ،ا

س)ء٠(ا ح ا د٤ء ش ا ا .

ت با ح توا نعاد فيين ى ت رز ى توابع زى ووردان توسط بار اولين كإندا د زئه متغيره ي ث . 

د توابع مىثرئدأ مطح ها نظريه دراين رن يعنى ،جعيني  aS p (E ) ى1مجعوءه توابع تنها 

د ت ئ إ ز لا1.ج ا ذب د ر ىا ذ ،ي د طث مل كا ى ر ذي مي ج ٠ ٠ء١ر  . . .  lEy ٠ء١

ت ر1كةذد تفييرإت دازى لزومأ ع٠درل .ا ترتيب اكر ل  p (E ٠كرد انتخاب دلخواه به ن بتوا ز (  

ت1بى ها مجموعه د همي ث ا ا۶£)ر٢( + - سرى ب همكرإ بايد ٠ زترتيب1صرفذظر?ل)ء١-(ا

< .همكرإست : )p(Ei)i سرى يعنى بماند بافى  

ج (p{E رهايى ى ه لاث د انجام تاكنون ت ث تغيزت كزنداربودن شرط از كه است .ن  

م ي ه ،بايد .يا ت ث كن ز ي زا )(كر1 كردكه ملاحظه ،ا د دازى ۶ء ذ ي ت رإ ي ي غ ستيم٠مىتو؛ ،رذبود1ت  

نباشد صادق آن مورد در اوانتكرإل تبريغمان كه بيابيم . f (p ) ى  يوستة تابع ي  

9. j .  R.adon, Siiz, Kais. Ak. Vienna, Vol. 122, Section Ila,

1913; T. j. Stieltjes, ^nn . Fac. Sci. Toulouse, 1894؛ F. Riesz, 

Comptes Rendus Acad. Sci. Paris١ 1909؛ H. Lebesgue, ibid., 1910؛ 

w . H. Young, Proc. London Math. S o c  .M. Frechet, Nouv ؛1913

Ann. des Math., 1909; de la Vallee-Poussin, op. cit.

ن ١٠ راي د به كنيد مإجعد متلا مورد .

.212-238 .1. reine angew. Math., 144, 1914, pp.

ع اين بارة در .١ ١ ر ى،م ها ت ث دا د ا ى )Fubini( نوبينى . ويآل ره رإكه و  ١٩ ١۶-١٩١د

LinceijS ٤i Rend R. -4cc٠،i4 ر د منتث .ببينيد ،است ٠ث

ط كردن رد وا همين . ١ ٢ زي ى تغاوت كه است ييوستكى ث د ة بين زا ل ا ه و اوليه ترابع م ل ا م

ن كوادرإتور ي ت ت ن ح كذ٠ ايجاد ]ما .ى

د يكديكر با تضاد در نرضها اين كه دارد مناسبت نكته اين نكر . ١ ٣ ن ت ي ن ،ن  كه همبنا

ى ط از ى !مجموعه E شود اكرنرن ى در ننا ة نظركرنته در بازة ي د  بر كه است )a, b( ث

f انً ( x ر٠ ي ذ ي ع ت ب ي ع ط نتا مثخمىكرد^ زى .ن ج قعا وا )٠١ (ة بر تابع ناينيرى م

ه لازم ك ت س ه -بكيريم نظر در \ل )٥١٤(, نتاط تمام | د E به متعلق ب ثن ه !با د ب ثن با  در .ن

ى٠ كه حالى ر ذ ي ع ع ت ثرطى iE بر ج ها كه ا ت برتإر E ط نتا در ت  .ا

ي ١۴ ت من ).Dini( دينى .
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