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شنايى ى آ *K نظرية با مقدمات

س ى. مك كروب

ى ترجمه شيزنى مرضية تقوى، عل

ف د ن ه ي ا ز ه ا شت و ن ن د ر ك ا ن م ث وا آ ه خ د ن ة با ن ظري (ن ) K(( ت س ه ا أ ك ك ع ي ض و  م

د ي د ى ج ض ا ي ط و ر ب ن ر ن با م ي د ن ة ج خ عا ت ث ا ي ض ا ي . ر ت س ن ا ي ه ا ي ر ظ ر ز ن د ن ا س ك ل  ا

ا ك ي . د ذ ت و ر ر به ء ٢٣[ ك و ظ ن ل م ى ح ض ع ل ب ئ ا م ل س ك ش ة م س د ن ى ه ر ب ة ج ه د ر  د

ع ۵٠ ا د ب . ا د ر ف ك ر ح ) ”u K ة م ل ك ز K" ا l a s s e n" [رده] ر ن د ا ب ، ز ى ن ا م ل  أ

ن با ه ز ت ف ر ك ، ة ك ي د ت ت و ر ك ى ر د ا ه م د ) ش . ت س ة ا د ي ة ا ي ر ظ ى به K ن ها ش خ ر ب ك ي  د

ت ا ي ض ا ي ز ر ه زه ني ت ف ا ، ي ت س لأ ا ث ة به ه ي ر ظ د ن ا د ع ٢[ ا ا٧ ى ] ز و ول وي  ]،٢۵([ ت

]١ ٨( ز ] ي ل ا ن آ ى و ع ب ا ن ].۴[ ت ا ي م ز ى ا ا ه ت ي ق ف و ر م ا ي س ة ب ي ر ظ د ،٨' ن ي ا ل به ب  ح

ه ل سأ ى م ف ها ي س لا ى، ك وز ول وي ة ت ي ض ص ق خ ا ر ش ك ن ي س - ا ي ت م و ]٢٠[ ا ي م ع  ت

ش ءا د ر ت س ع به ك ض و د م ي د ة ج س د هن ) ) ( ى) ت ي جا ب جا ى ]۴[ نا ا ه د ر ب ر ا ك ى و ر ب  ج

ن وا ز [ أن ف )٣ ٣[ ]،٧ ٣( [1. د ر ك ه ر شا

ج به مقاله اين  آن در اثباتى هيج تقريباً و نيست وكامل جامع وجه ه

د كاًملأ اساسى ايدءهاى اما است، نيامده ن ءا د ى ويزءاى آموزش و سا ز  آغاز ب

ع مطالعة ض و م م ز د هر نيست، لا ن ر ج ك  K نظرية از هايى ربرد كا بهدذبال ا

ة در شت أ باشيد، صىا٠خ ر م سل ى Iد م ث نز I كافى ن ه آ شت د مثلا ( ر ن  جبرى، سةه

). ٠ و تابعى، آناليز اعداد، نظرية م . ز است. لا

ت ح ن ما ب راي ى متاله د ى صتن ك ري ن ب ئ ىها جنبه اززيباتري ض و يعنى م

ب و ا ن . بات ت ت س ه توضيحاتى به توجه با ا ف جوانب مورد ر د دراينجا ك ل ت خ  م

د داده K نظرية و ش ى ا مسائل ن1مىتو م م ك صلى ىها نه و  اين بحث مورد ا

س ز نظريه د د. ح ز

ز ا ي ن ث ي د؛ ي ن خوان ي ى نوشته ا ى قدر ي ا ن ش ى جبر و تويولوزى با أ مقدمات

. ت س ى ا ز بنمونه، ب ا ت ن عالى ك ل ١[ هجر آ د ببينيد، ز زير منابع يا ]٢ جن  هر

ى ىيفها تعر س سا ر ا ش اولين د خ ه اين ب ل ا ق . شده داده م ت س ر ا منابعى زير، د

1. A lexander G rothendieck  2. A tiyah-S inger index  theorem  

3. B ott periodicity

ر ييشرفته مطالعة بزى ر كا منابع است. شده ديببتنها نظريه اين د ت ر مل  طول د

ريا و شده نكر مقاله است. شده يادآورى ياند

ى شناي ها: هوضوع با آ رد رب ],٩[ ].٣٢[ ].۶[ ].۴[ ],٣[ ],٢[ ],١[ وكا
ت با مواجهه هنكام ].١٠[ ى جزئيا ر فن ي ذ ي ذا ب اً ذ جت سرد نبايد ا  بايد شد، دل

ى جو م بهجست هي ى1 و مفا ى يدهها صل ه1يرد ا ك ت ب خ غل ر ا كتابها اين زآعا د

ا٠ « « ا ا س ش ه
آ ه بهاك قال م ه هاى و ف ر ].٣٥[ ].٢٣[ ].٢٥[ ],١٨[ ].١٠[ ],۵[ ر س

]٣[ ].٣١۴[. . . و .

ز مقدماتى ٠١ ة ا ي ر ظ ضيذ هوموتويى. ن تناوب كلاسيكط ق

ى دو Y و X كنيد فرض ضا ف تويولون ف  فضاهايى نمونه (بزى ((ايدهآل)) ي

ت دو باشند. ،)—متريك / ييوستة نكاش  هستند هوموتوب X به Y از /١ و ه

تنكا بتوان اكر ن ى*1ييوسته ش و ٠,١J—ل ي ]F : y x كه يافت 

F = ٠و ١ بهازى (y >i ) =  f i (x))i• ف زبطه اين ت همارزى زبطة ي  اس

 صريح محاسبة ٠مىدهيم نمايش ورل] X[ با ز رزى ا هم هاى رده مجموعه و

ها كره سادكى به فضاهايى بزى حتى است، مشكل كلى طور به مجموعه اين

د). ز هوموتويىكرهها كروههاى (محاسبن رببيني زي ر د

^ X فضاىدو ربه و كااز (يا رزهستذد١هم بمونؤهو ر  يىنؤهومو ونه ي

تنكا دو اكر هستند) Q : X ر X ش  }  j f ' . Y باشند داشته وجود 

Id با هوموتوب ا ٠ Q كه x و Q 'f با هوموتوب I  dy .در كه ايدهاى باشند 

س ت يف ((شكل)) مفهوم است نهفته تعريف اين ي س ضا  متزدف دقيقأ كهف

.أ٠مىكيري درنظر ٠يحوس ز متاله اين در بحث مورد نكاثتهاى  



س٠كهم/ نظريه با مقدماتى آشنايى ۴١كروبى ك

ت، از نظر صرف است. هوموتويى)) ((كونه با رند دا يكسان شكل دوفضا جزئيا

ل تفيير با بتوان اكر ك ى ‘ت ك ى مفهوم كرد. تبديل رى٤بهدي ل\ ي خ ا ي «تغيير ر

.كرديم تعريف |.بذكا ٢٠ه كه است هوموتويى)) ((كونة همان شكل))

ف ع ي  iXo ياية))، ((نقطة با X فضاى نظركرفتن در ملاحظات، اين از ن

ى شتها ظ ونكا ى بالا درتعريف مئال، بزى است. يايه نقطة حاف  ازنكاشتها

F أ٠مىكذي فرض بهعلاوه هوموتوب، (y 0, t ) =  X o• نبع اين بزى انكيزءاى 

 است. ثابت) ياية نقطة (با X نضاى هوموزيى كروههاى تعريف تعريف،

^ هستند X ارزى هم هاى رده دقيقاً كروهها اين س كا ى ز Y هن  S'P كرة ي

ش هوموتويى بكيريم.*كروههاى معلوم) ياية نقطة (با  درتويولوزى مهمى نق

٠مىكسد ايفا جبرى

ى هوموتويى هاى رده دقيقتر، زبان به ظ نكاشتها  ازكرة يايه نقطة حان

s p به iX د٠م هاى مؤلفه مجموعة ذ مب ه رئ ت ي ف )P = ٠ اكر اس  كروه ي

ى كروه يكط و P < ٠ اكر است ل ب ت آ  مجموعه، (يا كروه اين .p < ١ اكر اس

)i7Tp ( صورت به )p = ٠ اكر X ) X o ى طور به يايه نقطة اكر يا ن م  منظور ض

شد شده طة دو اكر مىشود^ نوشته 7Tp(X( صورت به با X نق o و )X در 

كا٠ د مؤلغة ب ن ب م ه رئ سي شند، X م 7Tp(X ( داد نمشان مىتوان با , X o و 

) ١ X 7٢و  ( X ت د يكريخ ستن همىشود داده نمشان سادكى به .ه  دوفضاى ك

ت يكر هومزنويى كروههاى ‘هوموتوب همارز دارند. يخ

ف نكارة)) يوا ((كروه يا بنيادى)) ((كروه 7٢١)1( انزودكه بايد  ميده نا فضا ي

ديغزنسيل معادلات بهاى رنتارجوا دبف بزى ز كروه اين يوانكاره مى,شود:

طغ حول معرفىكرد. بحرنى ت

ى ى ٠، < ١ بهالأى Ti(X هرموتويى ديكركروهها ت ت ى ن ي ا  در ا

ل تويولوزى ي ن ز غ ي ل از درمواردى ئلأ٠ ‘دارند د ي ب خمينهها: ردءبندى ف

س نمونه، ن عنوا به حد ) ر سؤال يو\ذكاره)) ( ح ز زي ط ذد:٠م م د نرض ىك ي ن  ك

M ف ة ي ن ي م د تويولوزيى خ ع ب ز ه ٣ ا ك د ش ا ن ب ما ى كونة ه وي  ز S هوموت

سا S با M آيا دارد. م ن است؟ مريخته ى اي ك ز ي ه ا سأل ى م ي ت  ها  كه س

ت مؤسسة ضيا يا ى ر ل ن جايزه آن بزى ك عيي كرد. ت

ى كروههاى محاسبة زي ا هومون ك ر فضا ي سيا مثال، بزى است. ر دشوا ب

) 7Tp(S ١ بهازى > V ت در ى حال شده شناخته كل  حال، اين با است. ن

ت  با ،٣ = P اكر و صقر ،T < ۶ اكر كروه اين ذيم1مىد خ  است. يكري

> iT ازى به  Pت كه جزئى، اطلاعات برخى حقيقا زت ه اساسى ا رب ت ب  دس

ج V يا باشد فرد ٢كر1 زيراست: صورت به مىايًد،  (/، ص ٢٢ - ١ و باشد نو

)7٢ 7٢) ، ت ٣٢ — ١ و باشد ٢|كر است. متناهى 5) ع 5٣) جم  م

ستقيم ى  م ي ج اين ملاحظة بزى است. متناهى كروه و  كلىتر ونتايج نتا

د مىتوا ي د. است هوموتويى درنظرية يايه|ى كتابى زكه ء ١ ٣( مرجع ن ي بين ب

ركه همان حال، هر به و ت ط ا رده نشان خاطر ب  هوموتويي كروههاى بود، ك

د قاعدتأ لى)) ((كروههاى ي ت با صى شزيط تح رز مشخ ت ت ن ح ي ي ع  شوند. ت

ى كروههاى ر نظر مورد ل جا د ى از هايى مجموعه عنوان به اين  ماتريسها

هRP 1+١ از ى1زيرمجموءه S? كرة   ك |_(٢ = ١ ست  ٠ءئ)١(٢ + ... + )١
ه اين .١ ل ا رلمان س ن ةكريكورىي صتدا م. كرد. حل روس را - ت. س ا

71 71 X ر ي ذ ي ن إ ب با وا ى متعلق ضزي ك c عددى ازميدانهاى ي  ،R، يا H‘ 

ى، اعداد ترتيب به ط، اعداد حقيق ن ٠مىشوذد تعريف كواترنيوزهايا مختل  اي

c( نمادهاى با ز كروهها ). G Ln ((٠ ٠٠ ),Gn =  G Ln ش ما  ن

ي ن متر.بكا) (و تويولوزى م.٠سده ل ‘كروههااي م ا ا از ح ن ي نندن ع آنها طبي

ضايى در ى ف س قليد است. مناسب بعد با ا

كه مىتوان رمىماذد)).1ويايد ((ثابت مىيأبد افزيش 77 وقتى Gn)7Tp( ديد

ر Gfl ف٠متعار مشموليت قيقتر،د زبان به جز صفرها كردن فهصا  (با ى۶+لآ١د

ت كوشةعضو بزى س ن ز ب ١ مساوى كه يايي

L د1مىي  رمىماذد)).1ويايد ((ثابت ب

G n i ه (با ف ا ض جز صفرها كردنا

ت ٠ع

ل ى .ب ح م ipl Gn+١١ ب اأًل ]AG ل ت

ذد٠ القا بزرى اذداز؛كافى به هاى71 بزى ل\ ٢([ ىك ٨, ى ] ع  ).١۴_١٣ م

ب ,واقع در + با \n > p ب. (به ي ت < ft/٢ ر  p، ١/٢ + n >  p / f( \ل 

ى )GLn( ز R ترتيب (به )C L „ ( ) [GLn( C(( .م ري كي رب ظ رن  اين د

( با ترتيب به يايدارز هوموتويى كروههاى )٠7rp(G I ( C)) i( irp(G L(R

7Tp(G(( يا L (H شنما ن نتيجة ٠مىدهيم ب يا ا ى بات توجه ث ك :1 حا ه ك ت

ه ضي ٢[ ق ۵. . تناويى ‘ر١ادا-د هوموؤيى قووههاى _ن١ ] ن ت ر يبانبه ه ذ ن ي د

7TV( G L ( R )) «  7Tp+ f ( G L ( E ) )  «  7TP+ ٨(G L(R )) 

^ ( G£ ( C ) ) « ^ p+ ٢(G i,(C )).

ه اين توضبح. ي ن ى كاملا ولا1 نكاه در ق  كوتاهى مدت اما ٠مىرسد نظر به نن

ف ز  يسى ش ى تبا ك م خ نا كه د٠ث مت ه ي خي ى ق قث  از رىبسيا در ملزى ن

ل) نظرية بروابع دارد. ها برد ر كا ببينيد) ز مقاله بعدى تويولوزيكة(بخش }ل

٠ذمىأمد وجود به قضيه اين بدون

 تعميم ز وآن نكريست قضيه اين به ذيزمىتوان ديكرى ازجسماذدازهاى

Q باشد، Xo ياية نقطة با فضايى X اكر داد. Xييوستة نكاشتهاى فضاى ز 

ظ ذا X به 5١ دايرة از )7 ياية نقطة حاف  X ى))1طوقه ((فضاى اين ميم:س

ت در ٠مىشود ناميده ى، فضاى حال ري Q تويولوزى مت X ى توسط ري  مت

))(<7, ) =   d x (a ( t ) j ( t تفيير دايره درتمام ،مىشودكه القا 

 با هستند X هوموتويى كروههاى همان iQX هوموتويى كروههاى .ىكذد٠

ى٠ I( انتقال ب )7٢n-fiيح ١ )J -n \[ lX ،فضاى ساختن مىتوان بهعلاوه 

٤( صورت به ز ك٤٢)1( مثلا تكزركرد: ز ى1طوقه ىكذيم تعريف ك٤ك)1  ٠م

(طور همين و ))n r ( x ) =  (7(  داد نشان مىتوان سادكى به غيره. و ٢

)7Tn-fr (X ء١ت )٠7T n ( m به مىتوان ز بات تناوب جديد، تعريف اين با

ل ك ى ت ‘هوموويى روابط كرد: بيان ترى كل

))GL(H )) «  n \ G L ( R )G L ( R ) «  n ٣ 

ىدقيزتر تعريف بزى   ء ( لا ) ),G L {C ١)GL(R = ش اين يايان ٠ى خ يد. ز ب يين



١ شمارة ،١٨ سال نشررمإضى،۴٢

( ) « ( (((

 GاH همكن فضاى باشد، G لى كروه بستة روه٤زي HكرI ٠داريم ز

رزى1هم زبطة با G سمت٠خاحق

H ١ ع ١  ، ة ا١ ١ \

. ت GL(C( همكن)) (ونضاى ا ) /GL(R ى حد نوعى عنوان به ها ا ف  ن

)G Ln {C ) / G Ln( R س (هر ر ى مان ق ي ق د٠ ح ط س مانر ب ل خت  م

( ت ف ا ري ع شرد؛ ت ى ن به ن ي م ق ه G( طري L { R ) / G L (C د  ح

)1 G L k (R ) / G Ln ( Cكه ت, ص Gi„(C( س ) ر  وسيلة به ى٢د

ت كاث ى ن ي لا . د + ف +ر ) ( ك د ا ت . ن ت ف د ؛٢۵[ در ث

ن نيز ه داده نثا د ت ث  داريم ز زر هوموتويى ى ها ارزى هم كه ا

 G U U ًا X B ،7(١١.1 ه G L (R؟ 

n(G I (R )) «  G7 (R ) /G7,(C(

)( ( ) / 7,( )) «  ( ) /

X B ،7؛ G L lK ١١ ؛؛؟.G U B | U,G U C ؟١

G i r a X BG ،7 ج ١ L (t t ا).ا؟١١

G U C ١|i ١( G L ١١ ٠٥&tt( GU 

( ( ) ) / ,( )) »  ( ) / 7 ((

).( £ ( ) / 7 ( )) «    7

س يف نعر و اثبات ملاحظة (بإى G همكن فضاهاى از ملمو /H در 

).١۴٨ ص ؛،۶[ ر.كا. مختلف، موقعيتهاى

٠(١ ( بإى  =  £ ( ) BG ردءبندى)) <(فغاى ,

ح يههورت هوموتويى) تتريب (با ستوان ل\ صى زير مري ا اين كرد- تو غ ‘ف

ل فضاى ك H خطى ييوستة نكاشتهاى از متث  ~j H : كه است ٠ H 

ى  كه طورى به است ) يا ،  (روى بعد نامتناهى هيلبرت فضاى ي

 طريق، همين به است. بعد متناهى رى بردا فضاى يكف ٠ ١ذكارة ،٠٢ = ٠

H : ۵ خطى ييوستة توابع نضاى هوموتويى كونة ى  H طورى به دارد ز 

 ).متناهىرنبه عملكرهاى حد (يعنى است فشربه عملكر كا٠ي Q; - ١ كه

ى مإجعى و توضيحات بيشتر مطالعة بإ

 با مناسب كوناكون، هاى مقاله و درسى دركتابهاى بات ازكار خوبى شح

مىشود^ يافت مختلف، سلايق

 (استعادة است مشكل مبتدى بزى مقاله اين ء،٢۵إ بات اصلى مقالة .١

است)، ريمانى درهندسة عميق موضوعى كه ، مورس)) ((نظرية از زياد

٣[ موضع، به اجمالى نكاه يكط بزى  ٠مىشود توصيه ؛٢

ر ز BG ملموس تعريف   .ببينيد متاله ادامة د

Morse theory 1. image 2٠

ط) حالت (در مقدماتى اثباتى .٢  بدركتا كه ؛١ ٧[ بات و اتيا توسط مختل

است. آمده نيز ؛١[ اتيا اساسى

ى استعادة .٣ ول ص j ازنظرية ا K( ط ى و مختل ق ي ق ش ح  ببينيد)، ز بعدى (بخ

ن كه ظاهر جبرهاىكليفرد تناوبى نتيجة يكف عنوان به بات تناوب درآ

د ر ت ].۶[ س

ى خوب بهاىكتا جبرى تويولوزى دربارة طحدر زياد ىرشناكا دورة س س

[ دارد- وجود ه١٢ما ب ز ن در عتوان ] ر.ب ست ر ع دت ه س ص م ر ىكذ ٠م

٢- ة ي ر ظ ذ ز ا غ آ .٨

طة ل نظرية آعاز نن [ د سادءاى ايد؛ ' ذب ون ر ك ز ف M اكر ].٢٣[ بود ا ي

 ساخته طبيعى) (اعداد  ازنيمكروه  طريقىكه همان به باشد، نيمكروه

 جديد كروه دقيقتر، بيان به كرد. ((منثارن)) نوعى به ز تمير مىتو!ن ٠مىشود

)s ( M ت تمير به ز سب هيم ن ىد هم ح صورت به ك ت خا سم  تمير X تمير ق

 ٠مىشود زيرتعريف همارزى زبطة روى به

b , ب e ت b + c ب e كه باشد داشته وجود ى1ع rsj (c, d    +  b( 

ى شت كا  مىنكارد ), ٠( ردة به ز  كه دارد وجود (تمير)(؛، به تمير از ن

ت در كه ى حال ه كل ب كا ا ي ك ت. ي س ت اين امر قعببت وا ني سبة كه اس  محا

ل تمير، نيمكروه ت كارى داريم، نظر در ما كه مواردى در حداق ده اس جي  يي

)P( (شال A، ى در ببينيد.) زير در ز ى وسيلة به ٠(تمير)لآ كه حال كها كني  ت

است. دستيابى قابل تويولوزى و جبر رد استاندا

ا به اينجا در ك ىسا  مثال ي  ى1حلقه A كنيد فرض .أ٠مىكذي ره شا  س

(j(و ر،1يكهد ( A( = ى مجموعة تمير هئمولد ضويرى (زست) د-مدولها  متنا

ن وضح، به باشد. يكريختى تقريب با ي كا نكارة عنوان به E مدول جن  ي

ى د_ذكاشت4 ط A ٠ خ n j به A n هطورى به مىشود تعريف  .٠٢ = ٠ ك

ن ك اكر دا ى دقيقأ E باشد، مي عد هى متنا رى بردا نضاى ي است. ب

كا٠ تمير كه مىاًيد بر ها رى  نمادكن ز ا ب٤ت قانون با نيمكروه ب ت: زير ي  اس

۶= ء ر۶@ د ء ه ك ء ت +  نشان زE مدول يكريختى ردة كلى حال

د ه٠(تمير)لآ كروتذديكا كروه هد.س ى با تمير ز ك ز زا ر قا ت به مت س  ٠مىآيد د

A نظرية  l$K با و ناميده )K (A ٠مىشود داده نشان

د توجه K( كه كني (A ((تابعكون))كد است: يكف ى همر ي ت خ  ى1حلقه ي

A  -4 B : ، ت / ش كا K( كروهى ن { B و )K (A قا ز  در ٠مىكذد ال

ح ط ل به مدولها، س و د م - ف مدول —ف lE د ه تعري ط شد س و  زبطة ن

F  =  E  A B ت  مانند ٠ ذبارة صورت به ز E اكر ٠مىشود داده نسب

و بالا ،بن م سي ر نكارة F ي ك /٠( تصويرى عمل ت ) س ى همر ا كه ا ت خ  ي

ط ى1حلقه و رب M( به م n{B ب— )M fi(A .است

ت تنكا خاص، درحال j—  يكتاى ى1حلقه ش  A ٢همهستة دارد. وجود 

تنكا K( مربوطة طبيص ش (A ر )K اينكه دادن (نشان)K با 

1. Clifford algebras 2. cokernel



س نظرية با مقدمانى أشنايى ك م /ا ى) ب و ۴٣ا

(جدول اسست؛ ساده سساً اسست، يكريخت ل  نطريه .)ببينيد درادامه ز ها0ا

K فروكات ى IA وبا ست( د ) K شود مى داده يش نما.A j  I د با يى جا به جا  ،ث

)K ( A مستقيم مجمع با يكريخت )Z 0 K ( A طبيعى). طور به (نه است 

K( بنابزيت. ( A نظرين نابديهى بخش ا i j K حلقة A .ظرمهد.بم درذ

 رياضيات از بخسهايى ر د K نظرية تعريف، اين هرى طا سادكى وجود با

ع ويزه، مثال دو است. شده واقع مفيد بسيار ن داد. هد خوا نسان ز مفهوم ت

ن ولي ل ا ظرية از مثا د ن عدا ة A است: ا ق ح حل ى خا ت م س  ق

ص١( " + . . . + + £ ] / ( \Z[x ،ر كه است د ۶ آن د د ي  فرد اول عد

ر است. K( نتيجه د (A ر كه است متناهى كروه ،—يك كومر نوزدهم قرن د

ت ز أن ح ن به وابسته كروه اين درواقع و ٠بررسكرد ديكرى) نام (ت ري خ أ

 باشد نداشته P مرتبة ز ا عنصرى كروه اين اكر كرد ثابت كومر ست:فرما قضية

y معادلة v  =  ZV ؛ XV ى جواب هبج ح حي  X وقتى مكر رد(البته ندا ص

 نظرية درآنجا كه ببينيد ز ]٨[ و ]٢٢[ مثاو بزى باشد). صقر بزبر ^ يا

ى  توسيع كه ميدانهايى (يعنى عددى ميدانهاى در آلها ايده با فر^استه )ا

ت  مرتبط )هستند  ز  هى متنا .س

مختلط) يا (حقيقى ييوستة توابع حلقة A است: ازتويولوزى مثال دومين

Cr( با ز مثال اين است. X فشردة فضاى ^ى (X يا )c c(X ترتيب به 

ط يا حقيقى حالت در ختل ر ٠مىدهيم نمايش م ى نتيجهد خت ري  بين ى1يك

K (A ) 0 Z Q [همانستش] دوهوموؤرى از قسمنى و X .اثبات داريم) 

ر ل\ ز:د بيان به ببينيد). ]٢٨[ د غ ق

K {C c (X )) ®z Q «  f ٣fc(I ; Q )

K (Cr (X )) ®z Q «  Q )

كا ها حلقه اين م\/ى نظرية كرد توجه بايد همجنين  هومونونى ناورداى ي

iX ]٠ , ١[ با X تعويض است:  X نظرية K ٠ذمىدهد تعيير ز

 كنيد سعى است. آمده توضيحات) (با اساسى مثال جند زير جدول در

 ((نظرية)) يادكيرى زه بهترين ))ر_كروهها١م(( محاسبة دهيد. انجام ز محاسبات

 است. K نظرية يس در نهفته

توضيحات) (با ى1محاسبه مثالهاى

K (A ) A

TiX

j مستقيم جمعوند كه آبلى هركروه يعنى iz n( ،به است 

ع اى،77أ ازى ز است. r ا

].٣۶[ است غيزصلى ايدءآل بهوجود بسته وا z/٢ عامل

ت ٠شد تعريف ]١ ١[ و ]١٢(در ‘مثال بزى ٠ كوهومولوزى   س .ا

\X N C\G

ف G دراينجا  ى نمايثها تعداد N است. متناهى كروه ي

 زيباى نظرية ز أغا نقطة محاسبه اين است. نايدير تحويل

].٣٧[ است متناهى نمايشكروههاى

X C(^s ١١

 رى بردا كلاف هر است: جنين نتيجه اين سى هند تعبير

ط ختل [ است. بديهى باينه روى م )٢ )١٣ ص ‘]٨

)٢0 Z  Cr (S ١/Z

. موبيوس نوار وجود از ناشى  عامل ت [ا )۶[‘

)٠ا ء ء٠ء ' ي ئ

 خطى كلاف يكط ازوجود ناشى  ازعاملهاى يكى

 ]،۶([ است. دوبعدى كرة روى L ((متعارف)) مختلط

[١٣ص )٢٢]،ص٧ا

)٢ 0 Z  Cr (S٢/Z

ى كلاف L ز آن كه- د با متناظر حقيق f مىذاميم —

ت بديهى ي ت توجيهى و ن  زين  ل٠ءا بزى ا

'L ' 0  L ى كلاف ]،۶[ از (دوباره است بديهى حقيق

استغادهكذيد). ١٣ص

K (A ) M n ( A )

ى بدان اين عن ت م س ه ا ى ك ى وقت ، بهجا ة د ق  حل

س ري ب با  71 71 هاى ما قزركيرد، A به متعلق ضزي

ىكذد A نظرين د موريتا) (ناوردايى تغيير;م ت جن  اتبا

ى ع اين از مقدمات ض و لا دارد. وجود م ]ا۶([ ر.كا. مث

).١٣٨ص
,X K

 فضاى يف روى فشربه عملكرهاى جبر K/ اينجا در

 به موضع اين اثبات است. H بعد هى متنا نا هيلبرت

حتياج مطالبى زأناليزا ٢[ ر.كا. مثال، بزى دارد. ا ٨، [

).٩ ٧ (تمرين ١٧۶ ص

)B (H ٠

)6)H ر ش ز H در نداركز عملكرهاى همة جب  نماي

ط به بود هد خوا ابتدايى كاملا اثبات ٠مىدهد ر  ينكه ا ش

 <دى مولد متناهى تصويرى مدولهاكا رستة كنيم نوجه

 هاى فضا آن اشياى كه است ى1رسته رز 1هم جبر اين

H يكط مستقيم (جمعوندهاى هيلبرت n( ريختارهاكا و 

.هستند آنها بين خطى ييوستة نكاشتهاى آن

ت ضيحا ى و تو هاي د ها ن بيشتر مطالعة بزى ييث

دانشجويان دارد. وجود K نظرية مقدماتى هاى جنبه دربارة زيادى ىبهاكتا



ضى،۴۴ ١ شمارة ،١٨ سال نشرربا

ش دو يا ء١ل نمونه عنوان به مند علاقه خ ى نند بخوا ز ]۶( اول ب د (سع ني  ك

ى ها مرين ى مربوطة ت ع ىو ۵ ١-۴۴ ص ع ل ز١١ ١-١ ٠ ۵ ص يد). ح كن

ة بين رإبطة .٣ ي ر ظ بات تناوب و K ن

ى بزى دك ث، سا ح ت به ز خود توجه ب ط حال ود مختل حد كاو م٠مىكذي م ىن  شت

ح (از صري )7Tp—\ { G L(C به )K (A صف ز  عبارت A كه مىكذيم تو

ت س C(از ا c ( S p ى عن ط ييومعنة ح توا حلقن ي ى مختل S كرة ^ p• اين به 

s منظوركرة p و 5ب ((فربه)) بمكرة دو به ز!S م تجزيه ىكذي نيمكره هر ٠م

ف >.\+ءءت) ؛ (يا Xp\+ < ٦ب با ت تعري ود.٠س

ح يازمتر، ن عنوا به Xpi- ١ مختص ازآخرين استغاده با  و  ييوستة دوتا

s ازكرة ز _به p ؛ (يا ب كه طورى به مىكذيم تعريف ء٠ , ١(يكة بازة به_(

S (يا 5ب دربيرون i{ ت س را ف *  0L+ ب ع— = ١و صف ا:٠مىكذي تعري

ه = -

ن راي a- يا  = ب اساس، كنب  =  a ت )3- يا ا3 = بل/ و ./?

ن بعد زاي ) عضوى مقدمات، ا ) )( ١ —TTp ه ك ت با ن ش كا  ييوستة ن

)GLn{ ١ و s p : ى1به ا ى ز ى ^ها ن كا ر د ق ن زرو) (ب ش ب ده نماي  دا

ر ود٠مىث ر نظر د د.بكي ت ي ش كا ط ز ر ن س ف تصوير يو ص ى به لذهارى1ذ ^ 

_sv  به اسسوا،  -4  GLn{ م كسترش ا : 5ب هي د ى سترما ٠م ي

ء١ ي ي

٣ ٠٩( ل ب )يا ?/)—(٢ 4( ر ? + ر _ل د اين غرب معنى به ( ر عد  ماتريس د

ت) 71 مرتبة از همانى م ف ا سماتر ي ت ٢٣٤  ٢^ ي س  ح توا هايش دزيه كه ا

s روى ييوسسه V رهايى مقدا با ) ر M د r  n  ى به .هستند دك د ن1مىتو سا  كهدي

Q = ى Q نكارة بنابزين، >.5٢  ى تصويرى مدول ي = A(حلقة ^  C c ( S p( 

ك)1 عضوى ينجا وازا ىكذد تعريف ز K ز(  يكة زفز  بنتخا ز  مستقل كه م

_ ت لم,+لآر)۶( ى با استقلال (اين اس لال د ست سبز ا  اثبات قابل هوموتويى سا

است).

ضيه. ^ تناظر ق ( . )1 H ش٠ك٠ ا خ

) )K { C c { S p ق -7Tp( ب \ { GL{C

فنعر ز د ي ك ى ص ،]۶( ر.كا. مثال، عنوان به اثبات، وبزى م ۵و ٣۶ ص ۵، 

ش خ ١ب ٨ ؛.١.

ا قبل، قضية ب ز بات وبي  داد نسان بايد ٠مىكذد بيان K نظرية برحس

(كه )K { C c (S p ت ٢ تناوب دورة با دورهاى سب ت. P به ن س  ديكر، عبارت به ا

ن اسسقاده با زهما ى ساختاردرحالت ا ( داد نشان بايد حقين )K { C r { S p 

ت ب ت. ٨ تناوب دورة با دورءاى P به ن م  ا

ن   ززيكة جيزى جني أ ان ت ى ظرم س و ره دو با ٠كر ي مك ت ب س ا.ر]،١۴إ( ا ).٢٢ ص .ك

باناخ ى جبرها روى ولوزى٠هو ية نظر يكط عنوان به ٨ نظرية .۴

ط ز ح نظرية اينجا تا  ز تعريف اين يكهد|رتعريفكردهايم. ىها حلقه بزى فق

ى به نيم مىتوا اصلاح اندكى با دهيم. تعميم زير صورت به كع١ي يدون حلقنها

A ى ز ظرذة-جبر ي لا1يكهد جابذجايى حلقة يكط k كه مىكيريمدرن  ر(مث

Z( .ت س A صورت به ز A+ ر1يكهد جديد حلقة ا  X k و بديهى جمع با 

أ٠مىكذي تعريف زير ((تابيدة)) ضرب

' )A 'a , AA ؛ 'Aa ؛ aaf( = د د (' ) ( ه ا ,,a(

ى تنكا ي ى ش ه دي A ب +  “4 k ى نظرية و دارد وجود  هسته عنوان به A )ا

تنكا K( القايى ش {A + ) ~4 K (k ن1مىتو سادكى به ٠مىثرد تعريف 

ل حقيقمت رد تعريف اين دادكه نشان اسهت. k ز  مستق

كا ب مثال ي  روى ا رى مقدا k ييوستة توابع حلقة انكيزءبخش، و جال

k يا  ( نشردة موضعأ فضاى  : ت )   وقتى (رت)/ كه طورى به اس

X ت به د 00 سم د ى, ل صنى به م س كند. مي  روى ييوسته توابع حلقة A+ ي

طه ((نشردءشدة كاذق K اكر مثال، بزى است. X ى»1ت ( A ) iX  =  

ت. س ا خت ري ك ب . ة ( ^ ( س ) ) ا ب

ت بهازى زدقادرمىسا ز ما روش اين توجنكتيدكن همجنين  ى1حلقه نكاش

د . ، / : د ى ب ى ل # ك ( ة ) ر ا خت K( ٠ ري {A م كني ز ري ب  (اكنون ت

رد حنى )/، ١ ( = ١ ذمىكذيم فرض ديكر ك ج ا ى و ها  )٠يكهدارباشذد حلقن

A 4 ٠ جون ى1دذباله ' “4 A  “4 A "  - j~ شتهانكا و ها حلقه از ٠ 

رد ناميده ١كامل  عبارت به باشد. متناظركامل آبلى كروههاى نبالة د اكر مىث

ى٥ايد ذد1مىتو A! ديكر، A\ دوطرنه آل j كه حالى در شود، تعبير A مىتواذد 

ى رج1خ حلقة A قسمت / A  شود. قلمداد 1

ضيه. لا ق ا ىدب بن ل ق م لاكا هزير\ز دبا و ; ل د:هى ١\شت ١ر ح ك

" )K { A ' ) I * K {A ) I k {A 

يا ء٣٣[ نمونه عنوان به اثبات، ملاحظة [بزى (؛ =  يعنى

]٣٠. [ د س س ]ا

ت طبيعى م اس سي ر ي ى حه  و ( ب ي ها ز د. جي ستن ه

ر با آشنايى صورت در  ))شده مشتق تايعكونهاى (( نيم بتوا بايد هومولوزيى جب

 iKfi ف بزى ز ^، ع م كروه ) ي كن ف ري ع ى دذبالةكامل تا ت ل ب ب به ز ق  ج

K( ^روه زست به و { A ) iKo  (زهحل ،—ك٠ي دهيم. كسترثى مىشود 

شبزى جزئى ل كستر ةكام ب طرف به فوق دذبال ر ج هى1قضيه د ر ك  جند د

.مىشود زئه  ٠مىآيد آينده سطر

ل ة اين حل بزى زه دو حداق ل ه مشتق تابعكونهاى سا د دارد. وجود ث

ن اولى ت ت ا ذ ك ل م ا ق روى تويولوزى د ش ى مورد ىها ح عن ت(ي س را ظ  ن

ى ن ا(باناخ جبرها ر كه جنا ح زير د ض و د ٠داد ت ^ ى ‘بكيريم) نظر در م

ر ن ند ما باقى بكرى د ى جبر د حف ت م ر عجيبى طرز به كه ٠[ ا ي ا ب خن تر س

ره با است. ىكتءم.٠ ز أغا اول سك
]. exact



س نظرية با مقدماتى آشنايى ك م ا / ۴۵كروبى )

ح آ٠مىكذي يادآورى ريان ى جب ^ ) C ياk — R( ى ت—k ي س را (نه جب

وا ز رأ ل ى ا يكهدا ها زير: وينك

ى روى a H.j a II نرم .١ ضا ف A رى بردا ن  A كه طورى به ود٠مىث تعري

د متر با ك rf(a — ة II ي , b) = || aل م ا ت. ك س  ا

ى٢ ر ب ر . II ٥ a II 'II لا ة | ا ة ا | II ربم. ا دا

ى ل ٠ي ى روى / ييوستة توابع حلقة نوعى، شا ى ي ضا  نسردة موضعأ ف

X ت س ت به X وقتى كه ا م f( مىرود ٠٥ س  (x ل صغر به س .ىكذد٠ مي ي

ة ٠|ا ا II if ترم ن ي ت ر ي ر| مقدا (£ ت ا( س ى ا X■ ج X وقت

ىطور به ل اA اكر تر،ك ك خ جبر ي اX و انا ك ى ي ضا نشرده موصعأ ف

د باناخ جبر باشد، A( جدي {X ل ر ييوستة توابع حلقة عنوان به ز ز A به ا

ف بينهايت در شرود همان با ف بزى ٠مىكذيم تعري ع)/| نرم، تعري (ب ر ز |  د

ى مثال ع)/ II ا قبل ض II (ت ى ‘بديهى نمادكنارى ا ٠مىكذيم تعوي خت ري ك  ي

r j \>\j A (X ) (Y ) n A (X x Y( 

ه. ضي ب يا ق ، تفري ى ن خ ب ز ى ه١ر ي كتاي ف ى١.«ر ي K( ذا.دعكللهاى نعري n(A 

ح جا١بز ن ا رب 7ؤ ٠ kA جب دوجود ،1 ر \ هد زير.رذر\رذد: \صول كه هلورى ي

ل١ م ا ك ه ..ودن مغروض با بودن. ) ل ا ب كامل ب

٠ 4- "4 A!  -4 A -4 A- ٠

، كه ح١ل\ذ٠ جبرهاى \ز ح نرم A و رد١د \لغايى نرم د ، حا ى ن م ا١ي ق دنباله ك

ت ز١( هلويل كامل ب س ريم: نامساهى) ج دا

Kn (A ') ♦  Kn (A( و ")Kn+\(A ٠ 

+ -Kn (A" ) ^ Kn- \ ( iA ')-i

ت هوموتويى. ناوردايى )٢ . مشمولي د ف ر ا [دودق ه٠ت )١ ,B  =  A{[o 

Kfi(A( بخذى٠ينى ) «  K n (B ذ التا ١ر ك ى ٠م

^ .١بهذجارش )٣ ( د ) = )K .(A لا م  ص ٠١۴.۶ تمرين ]۶[ ر.ى. [

؛.١٠٩

ىيكر استنتاج خت K(( ي n {A ) «  K {A (R n ن بالا اصول از  جندا

ل شك ت. م م ي ر ن ت د ص، حال خا

)Cr ( 5 " ) )  «  ^ , ( R£ k( و ) (C c (Sn )) «  K n(C 

د علاوه، به ر ك كهد ا شد،1ي K( كروه ربا n{A ن ي جن م صورت به ذد1مىتو ه

ى هوموتويى كروه سب ا ف من ري  دقيقاءكروه كروه اين ‘71 < ٠ بزى شود: تع

ى وي -7Tn(( هوموت \ ( GL(A ت س ف كه ا ى ((حد)) ي ى كروهها  هوموتوي

))1 7Tn- \ ( GLr(Aه ك ت ل ^ به ٢ س ٠مىكذد مي

ل قضية ر ز ما قب زدقاد سا ى هم ى ك  رستة روى كوهومولوزى)) ((نظرية ي

ه ىهافضا رد ث ذبرئا1 نظر مورد مفهوم به ن ستينزد و يل ف ؛١١( ا  كنيم: تعري

ضايى X اكر ى { و باشد نشرده ف K( آن، بستة زيرمجموعة ي  n { X ) Y

1. norm alization

C( باناخ جبر لآر_كروه صورت به ز ( x  -  Y دءداقع م.*٠مىكذي تعريف 

 نظركرفته در مختلط يا حقيقى X — { روى ييوسته ح توا اينكه برحسب

 نظريةكوهومولوزى يكة اصول درهمة ايزكروهها دارد. وجود دونظريه شوند

 و اتيا توسط ابتدا كوهومولوزى نظرية اين بعد. اصل در بجز ٠مىكذذد صدق

 بزى ى))١ذوئولوزي ksK آغاز((نظريه نقطة و شد، تعريف ]١٨( بروخ هيرتسه

ط؛ باناخ جبرهاى بزى ازآن وبعد ييوسته هاىنضا  بزى نظريه اين بود. ا

ى زيادى اهميت است) آمده يديد خيرI سال ٢٠ در (كه باناخ جبرهاى ري  د

ث ح  اين است. داشته ؛۴[ ذاجابهجا.بى)) ((هندسة نام به رياضيات جديد مب

ث اين در زير قضية اهميت نشازدهندة ح  است. جديد مب

ضيه. (ق ض ).III بخش ؛،۶( ى A كنيد نر  حفينى) (يا مختلط بانح جبر ي

يحنى ينى آنكاه .شد يا

( د ط٣( ; ( د ) ء لأ ط ; ) ب د ) ا ث )٨( ط ; ( د ) ح ط ; ب

١ر

 مىبيذيم ع Z اكر و بمانيم مختلط حالت در سادكى بزى اكر توضيح.

K( نيم توامى صورى طور به كه f i ( A زى1به ز T ى ف كا ر د هق ل ب  صورت به ا(ل

)K n + \ r { A م كني ريف ع  ذيم1ىتو٠ ر،٤دي عبارت به .۶ة٠ ٢٣ < ٠ ٠بهطورىك ت

)K _ \ ( A عنوان ربه )K \ ( A> ل ع) j( عتوان به ز 1( K . ( A. . ف .  يري

 بالا دنبالة همجون باناخ جبرهاى از كاملى دنبالة به ن1مىتو بنابزين، كنيم.

A و A" -4 ٠ يعنى !  —> A كا ،٠ و ١ضلعى)) ((شش دذبالةكامل ي

K o ( A ' )  -  K . ( A ) — > K . { A " )

( "د )١( د ) K(' ٠ ح١ى \(A 

ت سب ن به داد. ن ي ب، ا ي رت لا كه مساًلهاى ت ة دربارة قب ست ت ه ش كا  ن

( د سة -4 مط٠( همه رو هتي د) تنكا (' K(" ش .(A و ( د داشتيم تط٠(

ل د.٠ ح ر ىت

ط ضون در بات تناوب بزى اثبات زيادكا تعداد و رب  وجود موضع به م

ى رند. دا ز نيا فنى اطلاعات رى مقدا به آنها همة دارد.  شامل مفهومى اثبات ي

ت. K نظرية در ٣)) ناوى ((ضرب معرفى س كا قيقتر، د بيان به ا ى زوج ي ز  ا

،1يكهد حلقة سه بين دوخطى  دوخطى—Z ازنكاشت استعاده با C و ،B رد

A X c  —j  B كه طورى به مىشود داده ?/) ت

<p(aa  , cc') =  <p(a ١c M a ' ٠c' ) ١ ٤٠٥)١, ١( = ١ .

ى به ى ديدكه مىتوان سادك ن ي ي ى٠زوجس جن ز ف ا كروهى يختى همر ي

K ( A ) ® K { C )  -4 K { A ® Z  C )  -4 K ( B )

. ت نشده تعريف ا  n > ° الآى يه   ( تاكتون كه كتيد توجه ( ,  *
۴ _ six  te rm  periodic exact sequence ن يا .١ ها

2. cup-products
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د القا ز ذ ىك ف اين ٠م ري ى به مىتو!ن ز تع حت ه به ز ى حلق ر غير ها هد|  يك

ض اكر بهعلاوه، داد. تعميم م فر ي B كه كن  (A، و C ى ستند باناخ جبرها  و ه

>  11^11 ى  ٠    ( ن ،  , ت جني ش كا ى ن ف ي دوخعل ت ي ش كا  دو ن

ى ط ر ح ن   ب (5(ديك ب ر ب ( لآ " د ( ى ء ز ا ^ 

ى ت خ و K( ناوى))) ا(ضرب نام (به د n+ p (B ب )K n { A )  K p (C \ل 

د القا ىكذ كنانما با ٠م ى رى د ى صورت فوق، ها ى قضيه از ديكر وب ت تنا  با

ح به است: زير ش

ه. ضي ).٢ فصل ؛،٢٩( ر.كا. نمونه، ن عنوا (به ق

د فرض الف) c كي  = ن و   جي د نرض هم A كي  =  B د  ح١ل\ذ٠ جبر ٠ي

ط ختل K( ئروه صورت، در\ين ياشد. م \(C ت  يا خ ت١ يكري  س

ف ناوى ضرب و ى مولد، ياي خن زب K : 3(،ي n {A ) —> K n+ x{ A(

ا ت ل ىكد زا ٠م

ن و )7 ت  كنيد نرض ب) جي د نرض هم A كي  =  B د ح جبر ي  يان

ز  يا  KK(ه وو صورت، درابن .باشد حفيعى ت ي خ ت ي  ضرب و اس

د ناوى ي ا ش مولد، ي خ زي K( ي n (A ) —> K n+ h(A ىكد التا را  ٠م

ح ه. برهان ط ضي ى برساختن مبتنى اثبات الف) ق K( كامل نظرية ي n (A 

ه1 ك ت ى صورى وخاصيتهاى مىشودو نعريف Z £ 71? ازى به س  ضرب ي

ت شال (بزى ناوى س دارد. ز يديرى) شه Kعضو ازآن، ي — y( C ) j  ز  5

Kدر V — VU — ١ كه طورى به أ٠مىسازي  o (  بزى Vعضو اين ■  — (

ى ساختن K( ريختار((يسرو)) ي n+ i ( A ) -4 K n(A و بهكارمى«دد /3' ذ 

ت اين مىشود. تعريف )X( 3( ت X ٠ V با سادكى به (3 كه حقيق  وارون )3 )

ى يكديكرند مثال، بزى است. صورى ننمرين ي

f3f3 x  =  3(x v (x v u X {v u X X 

 در ن1مىتو ز K ونظرية بات تناوب زكاربردهاى  هايى كونه كاربردها.

ف وكتابهاى مقالات ت مختل ط ما ])۴[ ]،٢٠[ ]،١٩[ ]،١([ ياف  دوكاربرد فق

ت٠مىكذي بيان أدامزنإ اف. جى. به منسوب تويولوزيى (اثبا  مىتوان ز آنها أ

ل٢٨در[ ع ف ، ت).٧] ياف

ط است ذويولوزبد كروه يكة iS كرة . ١  ، ١ ٠٠ بزبربا ^ كه درصورتى فق

باشد. ٣ ز

 تاست؟ جند S بركرة خطى مستقل مماس ميدانهاى تعداد بيمشينة .٢

 دهيم نشان p{t( با ز بيشينه اكر هويف، از قديمى قضيه|ى طبق الف)

(،)^. = ٠ باشد، نرد و،

ر، ب) ك م ‘باشد نوج ا ذي و| ت به رإ آن ست ر و عدد - ٣قد م م ‘فرد) ( ي ي و ن  ب

م ير P , و ق م أ ض ■٠ > 7 > ٣ ى 0 = 7 ب ٢٥ س٠ ‘ك  ب

(،)?؛/. = ٣7 + ٨ا؛> — ١

ب بزى   جتنا ، و دور از ا ل ل ش نظر در > ٠ كه Kn بزى ؛تناوب ت ء.٠س

شرفتهذر٠يي مطالعة بزى يىبهاكتا

لا ]،كه٢٨[ و ]١ ١[ ىبهاكتا ب  است. شده اشاره آنها به بار جند ق

ك عنوان به نظرية'ار ٠۵ هاى حلقه روى هومولوزى نظرية ي

 يةونظر جبرى درهندسة K نظرية كاربردهاى خصوص به مختلف، دلايل به

ش جندان كرديم زئهدربالا كه Kn تابعكون تعريف اعداد، صايبخ  نيست. ر

ى منظور، اين به ٠ذمىكذيم استغاده A حلقة ازتويولوزى ما غ ي ر ع  كوييلن توسط ن

د ]٣۵[ ١٩٧٥ در ها ن ت ي ن تعريف متأسفانه است. شده ي وييل  رى مقدا به ك

ز ثنيا  از قبل رىكهكمى٤دي ازتعريف بتابزين. دارد- نيان جبرى تويولوزى يي

 از دربسيارى كوييلن يف تعر وبا شد زئه ا ]٣٠[ مؤلف و ويلامايور وسيلة به آن

م استغاده است منطبق مطلوب حالتهاى ي ذ ك ى  و سادءتر، خيلى تعريف اين ٠م

 است. باناخ جبرهاى بزى بالامر مزتب ط_كروههاى تعريف هواى و حال در

ده نا Kfi(A( اكنون مذكور جبرى 'زكروههاى تنكر.  بزى ٠مىشوذد مي

ب جتنا ر كه باناخ جبرهاى بزى تويولوزيد ر_كروههاى١ت ازاشتباه، ا شت  يي

K( با شد ذفريف ir?  (A شد. هد خوا داده نشان

لا جنازكه ش هوموتويى كروههاى ديدهايم، قب ى نق ف در مهم  تعري

ت طبيعى بنابزين ٠مىكذذد ايفا تويولوزيكط -كروههاى٨ ويزكيهاى و  اس

د جستجوى در ه فضاهايى بزى خصوص به آنها، ((جبرى)) تعريف ي  شبي

G( عام خطى كروههاى L r(A آنها حد يا)٧ G Lr {A  =  (iG L (A .باشيم

ف ‘كار اولين ت. TTo (GL(A(( جبرى نعري س ت بايد ديكر، بيان به ا ف  ك

سماتر دو موقع جه دهوموتوب! ١ و  وا<دنيذير ي ى در (يا ن  مؤلغة ي

دمسيرى ن ب م ). ((جبرى)) ه د ستن ه

سدوماتر تعريف.  اكر هستند هوموتوب جبرى طور به ١ و واروزينيرت ي

[ از a:}(ء عضو )G L { A[x شد داشته وجود  :  كه طورى به با

٠و ١) ى اين .0)؛١: ى جبرىهمبذد هاى مؤلفه است. هم\رزى زبطه ي  ي

ل آبلى كروه شكي K( با كه مىدهذد ت \{A ٠مىشود داده نمايش 

ها. ى F اكر مثال د با ميدان ي ى حلقة ي س قليد  ن1مىتو سادكى به باشد، ا

شروش (به داد نشان ه K ~ *۶( كه كاوس) كا \ (F، اعضاى كروه ۶ كه

ت F والآنيذ.بر ت (هستة اس ش كا اد ن ن ي م ر ر در ز ن ت ظ ر ن ي ك . ب ( د د ي ي ا  توجه ب

K( = ٠ كردكه \ ° P(C ٠ وC (R) =  z/r

ى ىنا مثال ي ه ي د ة ]،٢١[ ب ق د A حل عدا زا ح ا ى صحي ي ر ن د  ميدا

ى ت: عدد س ت به دوباره مىتو!ن ا س K آورد: د \{ A ) =  A. د ي كن ه ج و  ت

ده با A كه غا ست هدير قضية از ا كل ن ي عيي ت شده ت س زمد (بزى ا ى د  خوب

عداد، نظرية به ]).٣۶[ ى.٠ر ا

i? ١كر(1بزىذموذه، x ٠ •h x -f-١] / (Z[x = ن رآ كهد د۶ل، د ء ى  ي

ش مانند است، فرد اول ريم ،٢ بخ ة۶دا /٢) /٣-z®(P يح *K \ ( A ) «  A. 

ى ل ا ) ص د كه طورى به ل حلقة از ش د ل١( ر صورت به ك ي است: ز

A  =  Z [x , y ] / ( x r + y '! - \ )



س نظرية با مقدماتى آشنايى مك را ۴٧كروبى ،

سما كه داد نسان مىتو|ن تري

ا با د به متعلق ضزيب با ك رما ي ست ت، هوموتوب جبرى طور به ١  ١ ي س  ني

جه كر ت يكط آن نترميناد ا س ى: ا ي ما هن ز ر ز د ( C)5١( حلقه د r .( د ي ن شا بن

ى اينجا در ل و د ه فهرست هاى حلقه كه مىآور.بم كروهها ٨۴١ از ج د  ث

ش خ رب ن ٢ د رآ وذد تكزر د ش ى  ٠م

A ( د )٨٣١

Z|X ٠ع

ا دترمينان ك س تر ما ي ح ضرإيب واروزينيربا ي ح . ١ ص  به ±

 ماتريسهاى حاصلضرب ، ١ دترمينان با ماتريسى علاوه،

ت مقدماتى س (الكوريتم اس بهكاربريد). ز اقليد

؛١١ 7|،١ ص

كا1 اين ي ى قضيه ز ل ر ك ر ها بكه بارةرد اعداد نظريه د  د

].٣۶[ ود٠مىث نتيجه موهومى دوم درجة ميدانهاى

]c  [G ٥ ٠ ٣(

ى يكاكروه G دراينجا ه نا ت ت. م س  نمايشهاى تعداد N ا

و ح رنا يلت ي ن ت. آن ي س ت اين ا سبا حا  واقعيت اين از م

ت به C [ى] كه ر و ى ص رب ض صل ز حا ى ا ها ر ى جب س ري ت  ما

ود٠ نتيجه است ش ٣[ ى ٧.[

Map(S١,C*) C c (5 ١)

ى ركل و ط ه د ٠ب ر ك ا ا ك ر ي خ جب جا بانا ه ى٠جاب ه باشد، ي كا  آ

( د )٨ثم١( د ) ) ة د * ا (٠)٠و٨ب ت س ا ت خ ش ت1و با

]).٣٢[ در
(,5١, ٠) Cr ( S \ )

)٠(  :ء٠ل

ء ع ( ئ ل ج ( ة  ء٠أ

<ع).»
ن به ي ه ا ىك ى معذ ت ضزيب با ^  ^ تريسهاىما حلقة وق

ق ل نظرية موريآ) (ناوردايى شود A جايكزين A ٠ي ت

د تفيير٨٣١ ذ ىك م ط اثبات همان اساسأ اثبات .ذ و رب  به م

ت كروههاست.٨م٠ حال

)B (H ٠

كروهها٨٣٠ اثبات همان

ن تعميم ٠مىكرديم باز نظريه به ) تعريف اي د  يكه بدون هاكة حلقه بزى ٨٣١ (

د است. ساده ر ك ا ا ك ، ي د ث ا رب جب K( بزى قبلى ازتعريف ييروى به د (A(

 تعريف ٨٣١ (+د) —< ٨٣١)k( طبيعى نكاشت هستة صورت به ل\ ٨٣١(د)

 است). تة زI مستقل تعريف اين كه داد نشان مىتوان آسانى (به أ٠مىكذي

 در نشرده ازعملكرهاى K, حلقة تابعى، آناليز در مهم مثال ۶يك مثال.

 اين _كروه٨٣١ اينكه دادن نشان است. بعد هى متنا نا هيلبرت فضاى يكت

كا است صغر بديهى كروه حلقه است. مبارزطلهب تمرين ي

١ و((حق ببريم جلوتر كام جند لآ تويولوزى با تتاب. مىتواذيم ١ى»4

ى14 ة عنوان به ز A ل ىر1يكهد غير حلق ه دي ب ى x(x - ١عب4ل:د] نا  معرب

، م ي ى كن عن ل A[x\ طرفة دو ايدءآل ي ك ش ت د از م ه جن ى1جمل P( ىها (x 

ل١( = ٠ كه بدطورى ل ( = )٠. ? د ) ر ك ى ا , باناخ جبر ب د ئ ا  مشابه ب

] I تويولوز.بكا د [٠, ١( ( = )i (R ر ش د ت. قبلى بخ س  ا

ف. ري ع ى صورت به I<n{A( جبرى كروههاى »، < ١ الآى به ت زي ستق  ا

لرمول از ٥ ستفاد ا با

)M ) =  . - - =  K \ ( Q n A(؛K n + \ ( A )  =  A 'n 

مىشوذد. تعريف

ن تعر با تعريف اين تنكر. وييل ك سا يف ت، ن هم س ظم نوترى د حلقة مكراينكه ني  من

ى متنا مدول هر عذىكه٠ اين به باشد، كا مولد ه و تحليل ي ى برىش  بينيرد. متناه

ى حلقه ز I رى بسيا ى هند طبيعتى كه هاي نمونه عنوان به ينكوذهاذد،1از رند، دا س

س جبرى جندكوناهاى روى جبرى توابع به يىكهها حلقه ٠اتد مربوط تكينه بدون أ

ه ناخ،با جبرهاى همانند ك ى زىسا نعج ي ط tA ب B دوخ x C ناوى ضرب 

)K n ( A ) x K p { C ) j > K n+ p (B 

ة ٠مىكذد القا ز ك ب، مثال ي C جال : B: ،ك، د ن ي ئ ميدا جاي  (با جابد

ت. )F نماد س ت يكت بالا ناوى ضرب ا ث كا (ن نشانه)) (

)٨;٢)٨ -> *0 Z F *٨٣١)٨( = ٨ 5  : K \ ( F ) <g>Z

ت به س ىدهد- د م

خميه سومووما (ق ا ٠٢ذثاته نكاشمت . ) ي ث ى .سهتو  \ز رىتايسو ضرب يا هسذه\ث

٠- ء ) {١ئ ه ك د و ذ س د ي ز ذ ء ( ة -٠و ١)ل [ ج ٨} ا. ك ر. ت، ثبا ىا ز (ب ]).٣٢إ

ت در مثال، برإى ن Q ،كه٨٣٢)٩( كروه حال د ميدا عدا  به كوياست، ا

ت س مىاًيد د

Q ) « z / r e [®(z / p ) i(٨٣٢ 

عداد همة مجموعة در P كه .مىكذد تفيير نرد اول ا

س يكت كنون ا K( كروههاى بين ييوندى نكه توجه ن ياشا حد n ( Z د١ با  د١ء

ىكد Bk برزلي رم رب ا Bk اعدادكوياى اين ىكتءم.٠ بيان ٠ب ه ط رب ىب

ه١— e X( توابع ب عت / وذد. ظاهر سرى. صورت ) ىث ز، زبان به م ريم دا دقيق

1. loop ring 2. sym bol m ap  3. M atsum oto



١ شمارة ،١٨ سال نشررمإضى،۴٨

عداد ر صورت به ل ;،دل ا وك ح لت رتاين ي ر ىكذيم-٠ بيان ه ي ند ي  صررت، ا

س ر صورت مه مذكور حد است. ز

K A„ ( Z ) =  . ى ٠(ب )n < ٠ انإ

٢|S Z،7؛ = K ku+\VZ١ ى (به ر )n < ٠ ا

Zjck© ٢،|Kkn-vATA = 7 ى (به ر k ب ١ ا =  Tn(

2، 1 Kk • dk ت

٠ = )A ٨n+ f(Z 

،2 = A،7i K؛-١ M

( A: =  ٢n  t ى به  ر ١ ا )

'،أسخ؛ل١ = 7ءات)|، ى (به ر ٢n ب ٣ ا  = k{

k - dk ١ Zi 1 = أ١ب١٠،أا١*,K ى (به ر k ا  = Tn +  T(

K( ازى مه حدمس من I رستىد  i  ۶ اكر ^ i ت ر است، شده ثا د و

ت نيا كزن زست، سم كروههاى بزى يي ر حالتهاى ك ىد حداقل دي  كه ذيم1م

)K i ( Z .ت س ا

س اين ‘نمونه بزى ى٠يي حد  دوربى كروه يكط ح\ا٣٣)( ىكذدكه٠ شبيذ

ر خاص تناوب جند آمدن يريد توجه، قابل نكته است. (!)۶۵۵٢٠ مرتبه از  د

دهما درست است، جدول ى نن ها ر ى. باناخ جب اهنوز متأسفانه، حثين  دوبى ب

ريم. فاصله هاجز كل كا بزى دا ما مرورا ي ىج نشده) (حل مسائل با وارتباط ل

ف س لا عداد درنظري. ك ل ‘ا س ف ع وانديور، حد صه ل\ ]٢٧[ مرب ي تو م.٠سكت

ولين جز،ما مثبت طرف در نكو توسط جمبرى ر_كروههاى١م محاسبة ا يل  ي

هى ميدانى اوبزى ]■٣۴ل شد انجام  ناميده  معمولأ (كه q اعضاى با متنا

كه كرد ثابت ىشود)٠

أ٠( = ٠٠ ( ه٢ء ة ى1ء (٠ لأ ة و ؛ >١-K u - \ ( Fq) «  z / ( q i

ه٠مىبيذي نتيجه، اين به توجمه با ك ت تناوب آ ى مفهوم به با تداي ب  آن ا

ب با K نظرية اكر حال، اين با باشد. درست ند توانمى ى ضزي z متناه / n، 

Kاn( مانند i(A م نظر در ز ، ; ري كي ط ب زي د ش ع ا شود ترم ن ٠مى  جني

ة مؤلف و ١برودر ز ى1ذظريه ه رد  در اين ]):٣٨[ ]،٢۶([ ذد1زئهكرده1 ٧٠ د

ل1دذباله م كا جون ى

Ki(A) ^  K i(A )j> K i{A ;Z /n(

)K i- \(A ي )—< K i-\{A 

د مىكذجد. ر ك ريم دا نمونه بزى باشد، F ميدان ا

K \ ( F ; Z / n ) t t F * / { F*)n

ى ۶كر1 ن۶ة كروه شد،با ععته٠جبرئب ميدان ي مي  ز Fدر واحد ىها ريشه ا

Z با اين آ.٠مىدهي نشان /in با /n تيكر خ توجه .طورمتعارف به نه اما است، ي

هكنيد K( ك * (F'i Z /n ن ت دراي  خوثرتعريف ى1حلقه ساختار يكة حال

لا أنجه با كه ]٢۶[ دارد ت.1ساؤار شد داده نشان K${F( بزى قب  س

ه ضي د نرض ].٣٩[ ق د F كي  كه ى١مشخصه يا باشد ٠جبرىدست ميد\ن ب

ت سب آنكاه ست.١ ول١ n يه ن

Ku(F-) z / n ) «  (Mn) 0 i ٠ = )K u -\{F \ Z /n
1. Browder

ها اين عيره، به خب ري  ناوى ضرب دينى، ييائ يه سازكارند. حلفه ساختار يا يك

)K u+r(F; z / n و )F ;Z /n )Ku(F; Z / n ) 0 t f ٢ 

است. بخنى يكر

 ر_كروهها١م مىكذد ايجاب زيز است، بات نناوب واقعى مشابه نتيجه اين

 /in متعارف يكريختى عدم كردكه توجه بايد اكرجه باشند، تناوبى ضزيب، با

٠مىشود دو اين كامل تشابه ماذع Z/n با

ه ص ى ].٣٩[ ق ها ن ا ك ى ن ه ب

)K ? P(C; z /n ٠ )A'،(C; z / n 

د ٢ تناوب دوره با تناويى اول، دستة ئروههاى يهويزها هستند. يخنى ينى ن ت ه

ت هردههاى و .٨ تناوب دورهء .ما تناوبى دو)، د

K( جكونه بيرسيم است ممكن دراينجا {(F ; Z/n ى بزى ز  ميدان ي

 است ممكن حاضر حاد در K*(F( ^روههاى كنيم محاسبه ٥دلخوا

 هنوز موضع (اين متخصصان كلى احساس برسند) نظر به مهارنشدنى

 كروههاى ز I استغاده با ز آنها بايد كه است اين نشده) د,بى مل كا طور به

)iK*{F ‘i Z/nكه F يىيذير1بستارجدF ،عمل درنظركرفتن وبا است 

تويولوزى و جبر از زيادى رهاى ابز به امر اين كه كرد محاسبه آنها ^ى كالوا

حتياج جبرى دارد. ا

ها. رد رب ى كا ر ى سيا جع ز جبرى ى٨ نظرية ازكاربردها رمز ]٩[ و ]٣٧[ د

٠مىكذيم اشاره نمونه دو به تنها ما يافت. مىتوان

ل تويولوزى بم مربوط اولى ي ن ر غ ي د فرض است- د ن 5" كر؛ يف ٨٤ ك

V( فضاى باشد. {M ه از مركب ب  برريختىهاى1و فضاى iM يزوتوبهاى1ث

ت ٠,١[ M }٠{ ,وى كه اس  X ى  بزساس ٠مىكذد القا ز همان

٣[ ٢لدهاوسن1و از ى1ذتيجه 7Ti(V هوموتويى كروههاى ]،١ ( M ) ) 0 Z

K با i + x( Z ) 0 Z Q د عقيدة به بهويزه ذد.1يكريخت و  كروهها اين ]٢٢[ ب

 هستند ٠ ١ ٠, ٠, ٠, ٠ ١. ٠. با يكريخت و ۴ تناوب دورة با دورءاى

ود). شرع ، = ٠ (از ىث ه

٣[ ساسلين و مدزفط ديكرازآق جسمكير كاربرد  ى ناوردا با و است ]٣

 سادة جبرهاى رد.1سرةارد F ميدان ٣بزوئر كروه نام به ى1شذاختهشده جبرى

، A مانند جنينى اين جبر دو يد. بكير نظر در ز F روى A مركزى د  ارز هم و'

M( اكر مىشوذد ناميده p(A و) Mp{A ووو زى1به P يكريخت مناسب 

ت دقيقأ بزوئر باشذد.كروه م ق ح  زبطة اين توسط فوق جبرهاى مجموعة خا

 اكر ٠مىشود ناشى جبرها تانسورى ضرب از كروه عمل و است همارزى

ى كروه آنكاه باشد، واحد هاى ريشه مين In شامل F ميدان ها  با بزوئر واب

)Ky{F ) /nK r{F ت  نتيجه اين ،n = ٢ اكر نمونه، بزى است. يكريف

I با ن بتوا بزوئرز كروه -تاب ٢عضو هر مىكذد يجاب I نانسورى ب٠ازضر ستغاده 

داد. نمايش جبركواترنيونى متناهى تعداد

1. G alois action 2. W aldhausen 3. B rauer group
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