
ى،۶ر نشر ن ، ٢ شمارة ، ١ ١ سال ض م ١ ٠ -۶ م

صادفى وماتريسهاى نتأ ع٠ذأ ت

.هردادشهشهانى*

د ي ا ن ث سي خ ى ن هد ش بزى كه شا زتا تابع نن

ء١ ء < + آ ، غ ه = ا ي (ه)ع = ا

ى ي د عداد توزبع . ى اويلرازواكزيى اتبات ‘دارد وجود اول ا ر

E ;
P■ اول عدد

. ت ت قضية ا رازدوجه ويل ى است. توجه نابل ا ي ز  قضية قضيه، اين سو ا

س ىكذ يربارتر ز اول اعداد مجموعه بودن متناهىنا مورد در (قليد  و ٠م

ن ز جديدى ايدءهاى اثبات روش اينكه. مهمتر نكتة و ديكر، سوى از ع  م

ر نتايج به منجر كهء ىكذد٠ ا ى سي مين د ع ذ و ىث  اعداد و زتا تابع بيان زبطة ٠م

ا اول ت د ى ول٠ئر ر ع رب خ هل ى زير حا است س

)١ )١ > 7، I I  V T T : ((و )
..p P< وول عدد

ة اثبات بزى ي ف ت به مىتو(ن اويلر ق زدو كرد: عمل زير مور  ) ١ ١ رإبطة طرف ا

ي وئاريتم ) و م ري كي ى b log) ١-س ر ط P توانهاى ب م ب ي د يعنى ٠س

- ؟ - = ي غ )ءهل١ل

ف سرى اكتون ع فا - م ب )١ (b Ep log ت بدين سكذيمكه بالآزيى هور

ط جملات و١به مربو ة ذ إ١= ر ة ى < كي ف م ت ذي ىك ط جملات ٠م  به مربو

وبا ح ١<ذلمبهازإى ١ د وذ سث را ك هم ده1و غا س1س  1ئ٤ب١+ (ى)، = ز

ى م وك ىمقد آناليز ( ت اويلر قضية اثبات به ا مات ىيابيم.٠ دس

س ف لزائدر،كاوس' ازاويلر، ي ث ي ب ن و ج س ٠ب ديكز د توزع برر عدا  اول ا

ى1به يرداختند. عدد ز ر ى ه ق قي ت ح i مثب x tX د عدا عداد زت ريا ا جكت ودكو  ا

ى و ا سكا ىكيريم.٠ X م ه با و د ا ف س هد ا را زث ه ا د ش ك ى د د س اين ى،1ء  حد

ه زن و ن ز ج ع ع كه كرد م وز عداد ت ى لور٠به اول ا نب جا ت صورت به م س را زي

( ه٠شء-ل(.) - 'ع/ ؛

م١ ي ي و ك و س و ى طور به ا جآنب م و ‘بزبرند م ب ب . و ذ /. ~ g{xس ع) ) 

l = ١ هررتىكه در i m i . . .  I(. س كه مى)يد نظر بد و  يجةوذه٠ به كا

ى حليل ن مزنبط بزى ت خت L )نل( سا i ت 7٢(تت) و س ت ٠بود نته نيا د س .ا

كا س نتيجة ي س حد و ة ا ي ف ق ) عداد ( ت ))اول ا س ن اين به ا و خ كه م

lo g  X
7r(l )

س و ت٠ ا ذ ا د ب ثابتهاى بدازى كه ى ا ن ه م و برقزرتد زئر نابزبريهاى ع

a i iv x ) < b X
l o g !lo g ت 

ف ش ي ب ن ج شا د ن ه دا ن ك ي ها ا ري زب . به؛زإى ناب . .٩ ٢ ١ ى ٠ر ٢  و -

ى برإى ء = ١ر ٠ ۵۵۵ .. . ي ءها ز ق|ذد. ب ستدلال صاد ف ا ت ي ى جب مبتن

مقدماتى نرمول بر

logp [ج logn!ت ح [
pk <n p

ه به آن در زتا تاع و است ت رن ك ر دنمى كا و .ت

 نزهم ز Li(ar( و 7٢(تءث) ميان ارتباط نظرى ياية نتأ ازتابع ريمان تحليل

ت آورد. خ ن و ه ثابت ا ك رد رفا٠( ريخت برخه تابعى به ز (و)، ن1ىتو٠ ك روت



ى زة تابع ها ري ت ا / و. ى ف د ا م ى رد|د٠٠ت ٧شهثهان

ط كه داد توسعه C بر ق ك ن ب ي ط ه ن د  در و دارد ١ نقطة در ١ ندة ما با ا

ر تابعى معادلة ق ز ٠مىكذل صد

ع١ - (ء ) ( ( - ١\y ) r ب١)8ذ٠ ء)) = ٢- )

جا ن ي را T د (s )  =  r  Xs~ \ e ~ x d x ت س ما ا ك ء ا ى .ت ن مرتبط بإ خت سا

( ء ) و ( ( ع ى تابع معرنى به ريمان ‘7٢( ت. شبح به را ريرداخ  و يلمداى تابعى ر زي

ت ا غيرنزولى  و X ٣ بهارى (تق)ر - ٠ است، شده تعريف 1ب روى كه س

V هركاءكه ipk j\X ر ٠مىكذرد اول، عدد ر دا f زه1بهاذد مق k بد.1مىي انريش ١ 

لأ٠ J( = ١ ث (x ت٣ لآى1به <2<۵ /٣ ٠ J( ت٢ (x رى1به f < x 

ى x صررت اين در غيره. و مايث  دارد: r{x برحسب سادءاى ن

J(؟ + ■ ■ • )٣( (x ) = ■w(x ) + y 7r(a: ’ ) +  ^7r ( i

د توجه ي ن هك ع iXهر بهارى ك جم ا نع وادر بالا م ك ع ي جم ت. متناهى م س ا

، ر ن ميا زبطة ك ز و ست ىا به ن مىتو| صررى طور به أ٠د ك د د ر ك ف ص و  ٠ت

ى بء ; م ت ل ا ك ش ل زناي ى ا ب ر غ ل م ز(ه)، حا را ويل ت اايطة ‘ا هد ر;  ىأيد٠ زي

؛ ى) < ١ (ونتى )٣( ؛ ? - جها = ء ء)، ) 

ن زي ربم ،7 < ١ يهازإى بآ دا

ر كه جا د ن ي d ا J د ر توزيع مفهوم به باي ي عب ل (يا شود ت إ ي ت ن لا ا ط ز با  يك

ل ي ت ن ى ا ب ب ت ل ي ت س ا ز ا م ي د ر ي ن ك ر ر م ل بنابرإين ).ت ي ت ن لا ا د با ز با فا ست .ا

ن جزء به جزء إتكرإوكيرى از لا ل به ست ت: زير شك توت

m |ئ = ر -ء(ل)ل٠ ئ ئ

ك بزى ر ن ب لا اي ي ت ذ د توجه ا ي ز كه كن ك ىجاي ن جه در و X — لاج ي نتي

ا ! ت ه صورت به I انتكزل ل

وردكه ن درمىاً ل سا ي د - نوريه ت ت ب بدين ا رب . انتكدإلى نعايش ت د ت ر ك  ن

ل دي ت جن ز ء ن وا ر ى(٠جازكرؤ نوريه د ت لل)٤ب ,ضربى(- ٠بهكرو لل)٤ا + ع ا

دتبد معمولابه كه ف٠ ج ت معروف ١ د س ت .ا عبار ي، بد ن )۴( لي ت اين مبي ا ر م  ا

ئ بزبر (ع)ل ملين تبديل كه ه اين ما هدف بون است. م ك ت  v(x ا

ن بد ز x(يا حتري ل صري ك معكوس بايد دهيم. ربط Li(i(- به ممكن ث

ل دي ريم ر لجن تب ركي ه؟ا ى ئ ب ت ي ا ت (ت)ر زى انتكدإلى ن د  ا آوربم-د

ي فر*ول رجعة نت سا و ك ع ل بآ نوريه لم دي ت ربطة لجن' تب د د رب  مىآيد زي

ع)؛ة١عه )۵( ت( U   ا0له: i = (ت)ر

1. M ellin  tran sfo rm

ى١ اينجا در كه ط ردى انتكزلكيرى و < ى مقدار با قاثم خ ن ي ت ٥ حق س  .ا

ى اين مايث ى ن زل ك ت ن ط هرأ طا ا ت صررى نت س ى ا ي با دروانبع ول نت ى ا ر ي  ل

ى با ريمان دارد. معنى لأ٠كا توزيعها مفهوم به جزء به جزء سدلال س عاده ا  خوقال

ن مبتكزنه دكه نثا i دا j (x ١ > X* ت س را زب :با ب

ء- ) ة١( ( ح + 1ء ( ط ؛ ( ء ء غ٢_ ( - ا ه Li ج x I
l .<ء l o g t  Im

 

جا كه ين را ىكيرد ٠ > a ١ درنوار زتا تاع صفرهاى درمجموعة ر0د مقد(رم

ل و ي ت ت Jo ا i ى متدار مفهوم به مل ى ا وت . ك ت ج ا ز ت  از 7٢(ل) ا

ر ى واح در است. ساده كارى (ء) سدلال س ن مقدماتى ا كه مىدهد نثا

n x t l j x i

ل )٧( ل ) - • ؛4■ ) - ' + (4؛ < - (x

ر( دراينجا كه دا س (تابع )للم71مت ت صغر )موبيو ي اس م يكب 71 ا و ن  عليه م

ه مجنور ت )١ (k برإبر و باشد داث ى در است - رت ر  حاصلضرب بزبر  كه م

k ن )لد. ١( = ١ و باشد، متمايز اول عدد J بزى ريمان خرمول ترتيب دي (x 

ن مرتبط برإى مبنايى ت خ ر حس خوا به 7T؛)t( ا ي حل  طور به يا ٠مىكذد ايجاد ت

ميد .1تاإعزت صغرهاى به دنيقتر، ت كه است بود. اين ا ث جملات نوسانى ر

ا ؛ ( ش - ء ) ح + ( ( ا ؛ ( ص )
) .Imp

ف به منجر ود متعددى جملات حن ش و ت  ز J(x مقدار در صاى1 نن

(#)Li ه عهده به ت ث ، صفرهاى ونور باشد. دا ( و  ° a < ناحية در (

 آهنكب قضايا درآن كه٢متذاهى مرتبة زى دا ١تا؛ توابع نظرية زذضاياى1اساسأ

ى نماى به تام تايع رثد إي مي ود داده ربط صفرهايش ه ىث د.٠ نتيجه ٠م د  ىي

ى قضبة ر وي كت  يكب صورت به ز متناهى مرتبة زى دا تام توابع كه آدامار نا

 صغرهاى ساختن درمرنبط عمده حربة ٠مىدهد نمايش نامتناهى حاصلخرب

د مرتبة به تابع ضه اين است. اًن رث ن ق جني م ط ه  برإى ديكرى حاصلضربى ب

مىثوذد. اعداد نظرية در ندهولهاق. به منجر كه مىكذد ازثه زتا تءبع

م بهرءكيرى جاى به ي ق J انتكزلى ازنمايش س x ن مىتوان  دادكه نثا

ن رنثد ، صف ( و a نيمصنحة در (  >  N  طور به 7٢(تءئ) كه مىدهد نتيجه

ه مجانبى ر ب . 5ز ت ى درواةع اين ا ذ لأت و ر ا م ا د اً د ك ت س لاواله ا  يو

ي ز ا مسخنل دي ك ضة اثبات بزى ي ه معلوم .ركرنتند 1بهك اول اعداد ن د ت ث ا

اع٠ؤأ(ل ٠حد در ل٢(ت) ~ خ مجانبى نعايش در خطا ميزان كه
حليل تجزيه با ن مىتوا است. ) ازصفرتابع خالى حيدهاى نا وت ( و  تخمينهاى (

د خطا زI قيقترى د ر و آ ت د ه ضة ادعاى به ٠ب ن نر  صفرهاى همة )،RH( ريما

ه ك ، و) a ٠ در ( I خط ى٠لآ قزردارند a  Y اين صحت ٠مىثوذد ذع وا 

ضه f{\ (تت به ز خطا نر x  log ى. و ىدهد٠ تقليل عك ه دراينجا بايد ب

1. entire functions 2. finite order 

3. Hadamard factorization theorem



ضى، رة ،١ ١ سال نشرربآ ٢ شا

ق كردكه خاطرنثان د عددى هد نرا ب ر از بهترى تقريب Li(^c( تابع ،٥كن

ت) غ ى( است. ل٢ر

ة ت ثبا ! ز I سى ي ف د ى ييثرنتها ،١٨٩۶ ل ا رد ولا د I عد ا ق ر ن  ى I ٥ ك

ا تام ع توا نظريةدر ك ط متفير ي  زبعلة به عنايت ا كرنت. صورت مختل

د مرتبة ميان  تحليل كه مىرسد نظر به ٠اذًها صفرهاى توزبع و توابع اين رث

ت ممكن نام وع توا از عميقترى  قع وا رد ثود. ريمان فرضية اثبات به منجر ا

ى ابزز هيلبرمت ١٩٠٥ سال در د طى كه كرد خوثبين ن  از اثباتى بعد دهة ب

RH ن ز اين خلاف تارخ شود. ييدا د. نتا  است اين باورعمومى و است دا

آورد- نزهم ز RH اثبات تنهايى به ند نمىتوا حتوا نظرية كه

س معرونترين كا رشد ميان ارتباط مورد در حد  و برخدريغت يا تام تاح ي

ضية ة ريمان، فر ضي ف فر  يم:٠مىك تعريف  خهريخت٠تابعبر بزى است- ١ليندل

){( ‘  oo {وقتى |، |0 = )i t ؛ i\<p(a  p<j>{a) =  inf{a 

ضية كه است اين لف ليند فر

٩({) = ٠

د بين زبطة توصف بزى i( صفرهاى تعداد ٠اًن صفرهاى و C رث t 7 ؛((، 

م نمايثى N(P) T(  ز ،}T  t   )7 < P{ درنا هي د ى ضة ٠م ق

كم ريمان زتاى تابع مورد در معرونى ف نرض كه مىكذد ح معادل ليندل

ت هر < ؛ زى1به iT —< 00 وقتى اينكه با ا

N p T  o(log T — )ب ١ N p  T

ن از ب اي طل ت روشن م ت كه اس ت ،RH صح د فرضية صح ن ي فل  ل

ى اما مىكذدا تضمين ك ضع ع ح مو حي . ص ت ي N تابع ن p١T مورد 

دو است نرإركرنته فزوان مطالعة ى كه ذيم1م

ء٠( ئ٠ل - ت + ه { ل٠؟ا ) ل ت *7ا ( • .

كا رتيب، بدين هذ ى(و)، تعداد انزيش اً Tدرناحية صفرها t < T 

ى است logT مانند T 00 ونت

ش اين ٠ > ى > ١ درنواربحزنى (و)) صفرهاى وفور  القاء ز نكر

 است ممكن زتا تاح صفرهاى متوالى موهومى مقادير ميان تناضل اكذدكه٠ء٠م

ب ساختار ى جال جه  C صفرهاى ،RH صحت نرض به باشد. داشته تو

حة حن م رني ه ( + ITj صورت به بالا د ك د ن ت ن ه و\ درآ  در .Tj > 7ب

س صورت اين صورت به رنا تابع صفرهاى زدجهاى توزح مى'ذودكه زده حد

ع ا  إ
ا7{( ه ه١ة ة #7ا٢('11٠ؤ { (

ئ؛؛،-ا)ع~٢ل٠ه(
ر كه باشد ند ن اين .٠ > a اً مي ف ش ١ل٠حد به كه ت ب  ٢١٠(وجك ه

ت معروف زتا تاح صفرهاى بزى س ط ،ا س و صحت نرض با مونتكرى هيو ت

RH ت به مد دس ده تحليل ذكاهكذيد). ]RS[ و ]M[ (به آ ر كت ى د د  توسط ء

س اين صحت و٤ليآد س .ىكذد٠ تأييد ز حد ى هميستكى حد  است زوج

ا ماتر رهاى Iمقد وينه توزح و را تاح صفرهاى ن ميا زبطة به كه ه ى ا ىب  رميت

ىمو دارد، اناره ع م خوا آن به كنون I كه ضر يرداخت. هي

ق ه ب غي ر رد ندااستا ى1ق  موضعأ تويولوزيكأ كروه هر بزى آناليز د

ردة صر مثبت اندازة ى، فت  ضرب تقريب (با dp جون نردى به منح

ت كه دارد وجود ه\( \ذد\(ئ به موسوم ا ثابت عدد در ب در ضرب به ن

م )بذىم؛ا١ = ?٠ا
ت لزومأ dp آنكاه باشد، ب ضرب به ص  در عكوسكيرى٠ نيز و زست و ب

G !يعنى ناورداست

خ اندازة ى ٠كرو روى ۶ و ® جمعى كر,.ء روى ل ر ن ب® ض ري ءت د  ا

رهمنند. اندازة مثالهاى جارثد هار اندازة ز dp ها  كروه روى [نرمالثده] ٠بهن

س بكيريد، U(n( ٢يكاذى vo = ١ ي U n بزى صرح توصف يكة 

ب درنظركرفتن با U{n( هارروى اندازة صلغر  ماتريس هاى دزيه ى I كوه حا

dA ١ A ت س يدكه بدد ىاً  يكانى كروه هريرمايش ذد1مىتو A دراينجا م

د ث ا ا d و ب ن ب ه اتخان يرمايثى به ن د  بزى ديكرى زه ٠مىثرد محاسبه ث

رد،٠ زده تقريب بىخو به كامييوتر با كه IU(n ردى هار اندازة توصف  ىذ

 متفير دو ٣و X كنيد نرض است. نرمال تصادنى ازمتغيرهاى اسنفاده

ى دن ما ل ت ق ن با نرمال سن كي ن ا د. 7 ووارياض صقر ب  صورت دراين بانن

X I iY كا ى متغبد ي دف ما لأ٠ ندهال ن د  حال يم.٠مىذا (د١ذد١سذ١ خ

ه داد. l]k متغيرتصادفى 7أ٢ كنيد فرض د ل، ذدكه1ذ ق  نرمال و مختلط سن

د استاندارد ن ن ل با ٠م كي ن سنفاده ]7[خد'و ماتريس ت  بر شمجت1زذرإيذدكزم_1 وا

ا Iماترييس ستونهاى ك ى ي ت به يكانى ماتري كا حال ٠م٠مىآور دس  تقريب ي

ت به مونناكارلو روش به U(n روى هار اندازة بزى  بيان به ٠مىاًيد دس

ه داده  از W بون ى1زيرمجموءه ديكرهركاه د د با ث  انتخاب با ٠ث

ت ومحاسبة نوق روثى به U {n نقاط تصادنى ب  نزر W ذتخابهايىكه1 ن

ت به Wهار زة ندا 1 ىكيرذد،٠ ه زآنجاكه I.مىاًيد دس ي ى سازى ني مادن رت  متفي

ت1كزم_ روش ييادءسازى و نرمال أ عملى بيوتر كا وسبة به دو هر شمي د ذ ت ه

ى٠ هار اندازة مىتوان روش اين با ه مورد عمل در ز  د د ا ق ت  رقز ا

ى ماتريسهاى مىتو|ن ترتيب بدين داد. كان ى ي خ د ما بهوسيلةكامييورا.جاد ز ت

ى يكط ويزءمقدارهاى كرد. زي ل به A يكانى ما ك د غع}٠ل { ث ن ن  رآن د كه م

٣7٢ 1 On كا ى رها ا مقد ويزه توزح .٠  ماتريس ي

ت يكنواخت واحد دايرة روى تصادنى يكانى ع ح بدوسسلة بلكه ني ى ا ل كا ب

(*) ' - ء ' ء ' | ءا٠' ش٠' " ) ء آ خ آ ج

1. Haar measure 2. unitary 3. wedge product

1. L inde lo f  2. p a ir  c o rre la tio n  c o n je c tu re p a r a m e lr iz a tio n



ى و زتا تابع سها ر / مات ى ذ د ا م ى هرد|د٠ت ٩شهشهان

ود داده ش ى ت اين از ٠م ر ت عبا س دا ى مابريس ويزءمقدارهاى كه يي  يكان

ع به تمايل تصادنى ت ي آنها تصويرى نماشى و دارند بكديكر ل حد دايرأ لل  وا

ن هد٠ نثا ط ازاعداد ((همغاماهتر» صورتى به كه ىد  كه حد وا طول با مختل

 ١١حستةك٠هل ناجخ اكنون ٠مىكيرذد قزر ٠شده|ذد انتخاب خت يكنوا توزيع طبق

ى ى بزى بي ١(لب ث|رها ا ويز، ك ت به يكانى ص تر ما ي ور )٠سكذي زيرتلريف م

# { م ل ل  k \n(8j -  9k) ٣7] جra, ٣! { ل6
Tx(A )(a ,b) =

a هركاه < b ى اعداد ق ي ت د ح ن ث ا ميد .ب ى ا ض ريا

r a b luTx A a b dfj{A

دو دارد وجود ك ت زه اندا ب ى عدد ]b . بازة هر به كه اس ق ت حقي  مثب

, b) ت رإ ٣ ب د ن ه د ى ت ز  ٠م ظا ح لا ى(حتما كلى م  بررى) اعداد (قانون ل

و ت ه ن1س ج ت ب ن r كه ا r A a,b ل (&, به ذ٠ ب ك ى ى  ونن

ة زةندا  علاوه. به 00 ) ( ت به ن1مىتو رإ ١ ش زير صور داد نماي

-ءي( (,) ( ؛ ! ؛ )٠, ، ) = / (٠„(

ت كه  قبلا داردكه زنا تابع صفرهاى زوجهاى توزيع به توجهى قابل شباه

ت رنت. اًن بحث ة عددى محاسبا د ر ت ،5( صفرهاى ل  وويزءمقدارهاى )

ى سها ى ماتر ى يكان صادن ن ت ا ث ت كه مىدهذد ن  تغاضلهاى نكارهاى بان

ق)) متوالى صغرهاى س زه، — _وه ١ و ( ب، بهنجارسازى (ز ي مناس

ى عها ر خ أ تق ب ن ي ا ك ر ي إ ]١ هىكيرذد ن ه ]  . ( د ي ن ي ب مىتوان طبعاه ب

 وتوزيع نيزدرنظركرفت رإ (ننرده) ١ همتانته كروههاىيا متعامد ماترصهاى

 مشابه يجىنتا حالت، اين ر د داد. قزر مطالعه مورد نيز ز اذًها رهاى1وئزهمقد

ة برقزرند. متغاوت ولى ل ا٠( توزيع ذىربط سأ لآ د A وقتى س س٠ . ر  ات

د با نشرده كلاسصكة كروه يكه از تصادنى ه حل ]D S[ دو ث د . ت ت ا

ة برإى ي ا ق ح صفرهاى م ى! يكانى ى سها ز ما رهاى مقدا وويزه زتا تا مادف ت

ه آمارى نرصى اين دياكونيس و كزم ك ل د!دههاى ن كي ث ه ت د  ازصغرهاى ث

ى زتا تاح زجكال ى )٨(ا ث ه ا د دند آزمون مورد اند ث ردا  طوردقيقتر به ].[ قإ

 حدودا ء، ت G ل٠ل it (و))، لى متوا صغرهاى ميان ناصلة كه آوريد ياد به

٣7re lo( بزبر g ، — log/  يكانى ماتريسهاى وويزهمقدارهاى (ست ٢7٢)

 ۵٠٠٠٠ميان ناصلة مقاصة زى دارند. ز(زهم ٠ل تقريبى ناصطة تصادنى

ع صنر مين (١٥٣ حدود ز I كه صغر، ر د ن ون  رهاى مقدا ويزه بين ناصلة و ث

71X زصهاى٠ما ض كه است معقول t يكانى 71 با  ٠٩د log ٢ب٢ع كنيم نر

ب مىشود معلوم ساده محابءاى خا ب 71 = ۴٢ انت خا . حوبى انت ت  در ا

j تغاصطهاى اينجا  =  Tj -  Tj ىصغر ۵٠٠٠٥ بين وال ع با مت  شر

جا سذد.٠مى صغرمحاسبه امين ١٠٣ حدود از ين زا  SJ* ١١٩٠ ا

ت٠ب لى متوا تغاضل ۴٢ از بلوي س مىدهيم رقز بلوبى هر بزى ٠مىآيد د

،١٥ : ة ة ح = و د

A j
X j =  

h i t x

1. sy m p lec tic  g ro u p s 2. C o ram  3. D iacon is

 معمول اصطلاح به است. ]٠١١( روى حت يكنوا توزح  اينجا در كه

ة از دها١زم كه است اين صغر)) ((فرض آمارى، د ه ا ث  با نصادفى مغيرى م

ى د. بددست )٨( جكال ن ءا مد ىبةهكا با آ ر ي ىماآ آزمونهاى ن ن بهينه، ر ثا د(ده ن

د و ىت ح در صغر فرض كه ل ود نمى رد ة ١ ط ح در ولى ت ودود /۵ ط

ى به اكر كه (ست توجه قابل است. ى متعامد كرو. يكانى. كرو. جا ها ه و ر ك  ا

رد( همتافته  حتى ]KS[ ٤ييثىبيذر برخلاف صغر فرضى ٠بهكاركيريم ز )٥فن

ىشود.٠ رد ر١ درسطح

ت از رنا تابع صفرهاى رفتار دا ٠ويز به هم ديكرى جها  رهاى من

ى شباهت تصادنى يكانى يسهاىترما ن وياند دورد.ي  ساختار دادكه ننا

ى ك ست مب ت به ه ب ى ن ر و اً غت ك ن ذ  ماترصهاى رهاى مقد( ويبز. تعداد بي

ى كان ى ي صادف ء دربازههاى ت ي )٢* ي ه ^ و غ)٢غل )٢1 ٠٠7٠  وجود )٢

D[ دارد E[. ،دادكه: نتعان وى درو(ةع

صتكى مجر، هاى بازه بزى . ١ ؛ صغر هم ت ا

ى a > 7 >  به(رى .٢ ستك صفراست؛ همب

ستكى ضريب ،a > /3 — 7 >  بهارى .٣ است؛ -۴ همب

ستكى صريب يه، - 7 >  به(لآى .۴  (ست. ? همب

ن لا كه همجنا ح قب ، داده ش د ط (ءد(د هاى٤بلو مىتو(ن ث ختل  با م

ت لآ a اينجا در ساخت. )١٠( مطابق لآ ١ مطلق قدر و أ٠مىكذي تثبي

د كا٠ ينجرهء _ ر ح ع ت ئ ؛ ة كه٠ درنظر ح)٢۶٣ة7ا ( م ري ن ىكي رآ  = 7! + ٠٢ د

ر است. متفير T +  =  و د ى تاح نظركرفتن با ستك  ن عنوا به همب

ى تابعهاى ،٣ از تابعى ك ست مب ن تقريباً ه ا ك ى ماتريسهاى براى ي  يكان

ت به زتا تاح صفرهاى و تصادنى يذد.1مى دس

ى .بكى زءها زانكي س ا رر ى ب عويزهمقد|رها وز ى ت صها ى ماتر كاي ل ‘ي ئ ا م

ه نيزيكط ت ل X رى بردا نضاى .إسست بود. اى ف ك ث ت  رميتى 1 (زماترصهاى م

 ̂X ى تاح با 7ء ل كا ع٢ى٠(مك احتمال ب عئ ~ ب (با اً ى انتغا ) ء ب نا  معمولأ م

 هاى طورمجموعه همين ٠مىشود ناميد. )GUE( مئظم)) يكانى ((مجموعة

 ويكنره ٠مىذوذد درنظركرفته )GSE( ۴وهمتافته )GOE(متعامدم مثظم

 ن1مىتو لآ ييجيده هاى همسته انرزى طيف كه كرد مطح ز نظر ين1 كه بود

ى ماتر برحسبويزهمقدارهاى G به متعلق تصادنى يمها SEj GGE،GUE 

 GOE جاربوب در ن1مىتو ويكنرلآ نيمداينة معروف قانون .كرد مدلسازى

I ى مقدارهاى٠توزحويز ١ ٩۵٠ ازدهة .كرد ستخزج ها ري  موضوع نضادنى مات

ن (ست. بوده كستردءاى كاونهاى ن بايم  يا وينهمقدارها، توزبع كه داد ننا

ى دنيقتر بهطور ها كي ت مب  ى ازكروهها فى د نضا صهاى ماتر رهاى متدا ويزه ه

رده) همآفته و متعامد، Iيكانى  و GOE .GUE آمارى حواص همان (نث

GSE ز د. لآدا ست ت; جهات ازبعضى ه ح ت لآ ى كروههاى كه ( سي لا  ك

Gًمستقيما تا زدرنظربكيريم نشرده SEj GOE tGUE مىرسدنظر به ٠لآ 

) (مبتنى مونتكمرى نرمول كه ا ر ى تاح درمورد ب ك ت ب  دايسن لأ زوجى ه

لأ٠ س ستق س1 اين بر باشد زده حد ه لآ آن وى كه ا ى تاح مثاب ك ست مب  ه

ى ت.1مىيتد تصادنى رهاى Iمقد وينه ^ج  داشته واقعيت (اكر تقارن اين ش

ع نقطة باشد) ر ت ث حتيقا . بوده مبحث اين در فزوانى ت ت ملاحظة بزى ا

Grand Unitary Ensemble 3. Grand Ortliog- 1. K. W ieand 2٠ 

onal Ensemble 4. Grand Symplectic Ensemble 5. Wigner

6. Dyson



ى،١ ض ؤ ر ر ٢ شمارة ٠ ١ ١ سال نث

ى ماتريسهاى به منجر كه نيزيكى مسائل مورد در شرحى دن ما  ٠مىشوذد ت

كنيد. مزجعه آنها در مذرج جع مز و ]BK[ و ]Me[ به

ع وصفرهاى تصادنى يكانى ماتريسهاى مقدإرهاى٠رختارويز ميان  زتا اب

ى نابل مفهومى تفاوتهاى حنا لا  تغاوت، اين ساختن براىكنى دارد. نيزوجود م

د با تصادنى ازكميتهاى دذباله!ى برإى عددى)) مفهوم((وارياض  رإ خطى رن

 تصادفى ى كميتها ة هند د نمايثى تمير (ئد) اكذيد٠فرخر ٠ قيق د طور به .أ٠مىكئي مطح

ى ه اين با ء، ج 2ب باشد. حقين ك ت صي N (ءإ)تمير + (لآ)تمير خا x + y 

مررت دراين صغرباثد. ميانكين دازى £)تمير (لأب — (£)مير — و(لمة)تمير

)٠متادير(بز بزى ا ازكميت است عبارمت ١ر٠و\(ي\ل ومتغيرء، X ثابت ئ

N tn i .t

ى رهاى1ويزهمقد مورد در عددى وارياض ئيرى٠بهكا إى٠بح ها ري  يكانى مات

ط كه ست 1نياز مورد مناسبى بهنجارسازى زآ تاع وصفرهاى تصادنى ر  ن

X ج  + t ن مىتوان تاميزكند. ز  ماتر.بهاى رهاى1مقد٠ويز بزى دادكه نثا

ى، يكانى دن ما ى يكنواى تابعى عددى واريانس ت ت معود عب ت. I به ن  اي

ى بزى ولى ى تابعى ديكر عددى وارياسس زتا، تابع مغرها ت معود ي  ن

ت و وانا ن١٠٢ از تر٤آبز بزرو صفرهاى به)رى زيادى ن ر) امي  دارد. من

ت تغاوت ب مجموعهايى شكل به كمى صورت به ن1مىتو ز دوكمي ح ر  ب

ه اين ييزمون بحثى ملاحظة برإى كرد. بيان زتا تابع مقادير و اول اعداد ل سا

ت احتمالا كنيد- نكاه ]BK[ به ه ستكى توابع بين ثبا د٠ويزه همب  رهاى1ق

 نزول يا نوسان درنواحى زتا تاح صفرهاى و تصادنى يكانى ماتريسهاى

.مىادد نقصان به ٠رئ صفرها عددى واريانس

ى [جندكوناها] ها ريته وا بزى زا تابع مشابه مفهوم  ى [هيأتها] سدانها ^

 است واريته كوياى نقاط تعداد مولد تابع اساساً ويل رناى تابع يعنى متناهى،

ك ش ز ويل زناى :اع س.ابد. نوسعه غريف. زربنايى ميدان ٠ل را ه ر  سا

ما ريمان زتاى تاح ه دي د  صفرهاى بين ناصلة زبطة درمورد نتايجى است. ث

 مزجع و ]KS[ در داردكه وجود تصادنى يكانى ماتريسهاى و ويل زتاى تاح

ت. شده يرداخته اًن به آن ، در كه موفقينى ام م ي ت4ب ويل زناى تاح ب س  د

ب نظرينكوهومولوزى ييشرنت مرهون است آمده ا1لم- آنظرية مناي ك  بزى ) ي

ه قضاياى آن در كه است متناهى ميدانهاى روى ها رية وا  «دوئاذى مثاب

ت نقطة قضية ))،نكاره يوا ت قضية و لغشننس، اب  در معتبرند. ٢لغذشس سخ

ه تعريف واريتة كوياى نقاط وضعيت اين د ط iFq متناهى ميدان روى ث  نقا

 تعداد بزى مولد تابع محاسبة صسند. X و 3ا?7 نروبنيوس خودريختى ثابت

س ثابت نقطة قضية بنوسيلة دراينجا ثابت نقاط ت ن ف ود٠ زى ا خطى ل  .ىث

ى ى٣اترها كرها  كروههاى ردى خروبنيوس خودريختى توسط ٠ك خطى عل

ا كوهومولوزى ك ي ا ‘امر اين ىآورد.٠ يديد ر ويل راى تاح مىتوذد الغاء د

ب ديدكاه با همزستا كلى. مفهوم به و من  ديما كه است )ويوليا هيلبرمت به آ

 عملكر به آن ساختن مرتبط طريق از است ممكن ريمان زتاى تاح عميقتر

ى٠ مناسب ارميتى يا يكانى كا د  ملاحظة بزى ثرد. حاصل هيلبرمت نضاى ي

ل به وادى اين در ذظريهيردازيهايى ع ع٠ ۵ ن نكاءكنيد. ]P[ رب

1. 1-adic 2. Hard Lefschetz theorem 3. traces

مر!جع

[BK] Berry, M. V. and j .  p. Keating, “The Riemann zeros and 

eigenvalue asym ptotics", SIAM Review, (2) 41, 236-266.

[CD] Coram, M. and p. Diaconis, “New tests of the correspon- 

dence between unitary eigenvalues and zeros of Riemann’s zeta 

function” . Preprint  Departm ent of Statistics, Stanford Univer- 

sity (2000).

[DE] Diaconis, p. and s. Evans, “Linear functionals of eigenval- 

ues of random m atrices” . Preprint  Departm ent of Statistics, 

Stanford University (2000).

[DS] Diaconis, p. and M. Shahshahani, “On the eigenvalues of 

random matrices” , dour. Appl Prob  Special Volume 31 A. 

696-730.

[E] Edwards, H. M., Riemann’s Zeta Function  Academic Press 

(1974).

[KS] Katz, N. and p. Sarnak, “Zeros of zeta functions and sym- 

metry” . Bull AM S  (1) 38  (1999) 1-26.

[M] Montgomery, H .1 “The pair correlation of zeros of zeta func- 

tion” , Proc Symp Pure Math  24 (1973) 171-183.

[Me] Mehta, M.J Random Matrices, Academic Press (1967).

[o] Odlyzko, A., “The I02٥_th zero of Riemann zeta function and 

70 million of its neighbors” , Preprint  ATT (1989).

[p] Patterson, s. ا.ل An Introduction to the Theory of the Rie

mann Zeta Function  Cambridge University Press (1988).

[ ] Rudniclt, . and p. Sarnak, “Zeros of principal L-functions 

and random  m atrix  theory", Duke Math  dour., 81 (1996) 269- 

322.

Y rtc k a isV V c The Theory oj Riemann Zeta Function

Oxford University Press (1986). *

ف ئ+ئهاتى. لهرداد * ى ٠ا٤يذ سيءدى داتها

mehrdadsSkaru..ipm.ac.ir


