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مقدمه .١
ل در كاكسر كروههاى مطالعة م س به ا  شكلهاى ثارنهاى و انتظام رر

م يتح جمله از هدسس  عقيدءاند اين بر رخى است. مربوط افلاطونى ج

س هدف كه م مورد در كتابى تدوين امول نكارش از انليد جا  اخلاطونى ا

 ويعيهاى مطالعة كه كفت مىتو(ن منظر ازاين ٠ء١( است بود. مبتديان بزى

ىكاكتر(بهءذو|فكليترين  برنضاى انعكاس) حالتكروههاى ءملكروهها

س هدف هذلولوى، يا و [قليدسى كروى،  اين بهعلاوه! و ىكذد٠ بأورده ز اقليد

 هدف ذد.1يافته لى كروههاى نظرين و درتريبيات وسعى كاربردهاى كروهها
. كاكعتر كروههاى كسردة مبحث با خوانتده نمودن اًشذا مقاله اين ت ا

ب٢ و سك لايد ك .

ى1د روش با بخش دراين ىربز نا تقارن ساختنكروههاى ذلدكا ت  ىذويم٠ ا

زر ايًيذهاى جلو در ز جسمى ونتى هيم ن ىد ى دو م يد. ء ن  ىشوذد:٠ ل

و هعان هم باز برويم ايينه داخل به بتوانيم اكر تمريرش. و صم٠ ء شى د
ر زيرا أ،٠مىبيذي ز و م ر ت و م ن ت م هما ت. اوليه ج س ر بيان به ا ك ا دي ك  ي

س ىتنهاى انعكا ه و ر ى با ٢ مرتبة ك ضا R اع j l د توليد كذ  كرو. ينا ٠س

ى عضو : RX ندارد ديكر  I  Xjij بنابرأين و R = ١. لآ ى ىتوان٠ - جا د

كا كا درفضا مسطح آيينة ي كا يا صفحه در خطى ايينة ي  ى1ذقطه ايينة ي

ع دو به يا ذيمخط دو به رإ خط نقطه برد. بدكار خط در م ثعا ق  مىكذد ت

ع به وإ ثعاعى كه آييذه(ى بهعنوان و  ٠مىذمايد عمل مىكذد تبديل ديكر ثعا

ى وقتى اما ده موازى ايينة دو بين ء ش ردا ود قإ  تعداد نظرى لحاط به ن

جمم ديكرى تمرير ‘تموير هر تموير زيز ‘مىثرد بينهاايت تماوير ز است ا
د بينهايت خود ايًيذهها اخًر. الى و ر م  مانند كه مجازى ايينههاى دارند: ت

 Rx و ةر١ موازى انعكاس دو ديكر بيان به مىكذذد. عمل واقعى ايًيذههاى

از ذد1ءبارت آن اعضاى كهمىكذذد توليد Iو كروهى

Rj 1 Ri RiRi R|R Ĵ لءالآقءاءدلآ

١شكل

رد حاصلضرب به كه كروه دراين ط 1رو است موسرم ٢ مرتبة دوكروه آ زر ب

برقإرند

) = \R \ =  R

ت انعكاسهايى ز ^٢و R\ ن1مىتو همجنين ب ط به ن خ و حه موازى د رمغ  د

ت يا ب ط ر نقطه دو به ن  (در آنها ىتصورها و نقطه دو اين كرد. تلتى خ

ى اًييذههاى ز ا ط ا ب ؤ بينهايت به رإ خ طيا ى خ و م ما ق  كه مىكذذد ت

طيا ٠درارتباطاذد اءخاىكروه با زير صورت به خ د. دونقطة بين واصل ز  دا

ه د شباء (ناحية ث ت ١ يعنى كروه همانى عضر به ز ممكن) ا ب م٠ ن ه د  و ى

طبا هر خ ر ز ت انكروه عضرى به ز ديك ب ط رهيا كه ىدهيم٠ ن  به ز ١ خ

طياز اين ر خ ر م ل ىكذد٠ ت ك ث ) ١.(

فتبر بد بنا ى تمام با رإ نقطه ٠ ي صورها م ارز هم ان ت ي م ىذا  هر بنابرإين ٠م

ط ر نقطه ط (ازجمله، خ ط ره يا انتهايى نقا ه با ت٠ ارزا هم )ها خ ط ر ى1ت  ١ د

ج اما خلى نقطة دو ه ط دا خ ء ر ن هم(رزذيستذد. يا ي يا نا ط ؤ يا ب ى ١ خ دا حي ا  ن

ى نياد ى ب ه1 كروهى بز ك ت د٠ توليد Rxو R\ توسط س و ر .ىث جه د ج نتي  ه

و جز ١ از ى1ذقطه د ط ب نيستند. ارز هم اًن انتهايى نقا

ىمتقاطع دوايينة بكلايد ي ،١دكو ا م ن ل ك ت ) ( د رث رف ه ى ث ول ل س كي ث  ت

بكلايد اين ىدهذد.٠ و ه با بهزحتى ىتوان٠ ز ك ل طا زدوأيينة ا  مربعى ا

ب بدون زة1ذد1مم ا٠ و نا ب نوار قطعه ك  آيينه دو بين روية كه طورى به ج

ه مررت به ميز روى و باشد تفيير نابل صال ت. قرإركيرند ا خ ش هر سا  ر

ى دIز انق لاي ك بين و لايد ز سك كاك بي  است روشن ٠مىذاميم دوبعدى سكو

بكلايد اين در كه و ت انعكاس ٠ك ب ط دو به ن رد صورت خ ىيذ جون ٠م

I )R \)R x )R \R x jR x R \)R \R x R \ iR x R \R x ) ' ' •1. kaleidoscope



ر١٨ ر ٢ شمارة ،١۴ سال ٠لمضى٠ع

٢شكل

ه تمررهاى ة بجز ١ هرشل  ‘ىكيرذد٠ نرإر داير. د روى دوأييته) تلاقى شل

l كرو. J 7 از كويايى مضرب أيينه دو بين لآويذ اكر تنها و اكر استT 

 اًن در كه كنيم انتخاب ؛  \ رويه اين است نيزكانى حالت اين در باثد.

٣>p ت و صحيح عددى  ؤ كسركوياى P ى١بهج اكر درواقع است. ش

j با  > y ب ن عنوا به ود انتخاب 7T ضري ذكا ث ح عددهاى ٠اً حي 71 و 771 م

رند وجود ه دا رين ب  = ي ك ى نإوية بناب ك ى ي ها ه ذ ي ي زاً ى ا ز جا  با م

ى ك ى ي ها ه يذ ي زاً ى ا ع ت. P وات س ه ا ج ي ت ن ر ء د ن ل\ ش ه بي ن ي ي وأ  زاوية كه د

ه تمويرآن  ىدهيم٠ذزر است ~ اذًها ك ى ن ة بين هري ن ي ي وأ ور د جا  م

د نر!ر ر ر ىكذيم.٠ مناهد. دا ن و P = ٣ بهاإاى وضع اين ٣ شكل د ي بإ نا  ب

ى ى بإ ت ل ويذ كه حا ن ر ن است f واقعى أيينة دو بي ه داد. نتا د است. ث

ل كرو. دراينجا م ت rP مرتبة از حا س  دو بين ناحية أن بنيادى ناحية و ا

ع ل ثعا م ت. واقعى ازدوأيينة حا س ه نكر درشكل كه انكروه عضرى ا د ن  ن

ت س R\ دارد: نمايثى دو ا \R \R و R yR\Rx ب به ب از اينكه به بسته ر

ا اين اما ينن. ازيل ا برسم أن به بألا هان ن يعنى .دركرو موجود ردايط يناير ي

١( ر ى س ؛?ر = د = =

نبزبرند- ي ن د!بال?] كرو*ا ا ق يم.٠مىد ت نظر در با مىتوان ز ]٠٠[ حا
ل ٠بذيادىكرو ناحيذ بهعنوان ازداير. مناسى ن وكما للخواء ى Ip كرختن م  حا

ل V : ٠٥ بهازاى ساياين كرد. توجيه بيتهايت به V دادن ميل و ك  ١ ن

تدبه ز ى رتيب هعين به ’مىاًوربم س ها وب ع د لاي ى ك د  بنابإين و ب
وليدثد كروههاى طاع برإى كرد. تعريف ىتوان٠ ز اذًها توسط ٠ت  به بيثتر ا

ر كه كروههايى كنيد. مزجعه ]١[ كت  است ٠اوًرد بددست رتيب اين به كا

ى خث د زكروهها ا وسبيى دة خانوا از ب سن  هفتم دردهة ز تيتزأتها لآى كه م

 دهه دراين ؛.٢( است اقتخاركاىسركروههاىكاىترذاميده به بيستم ترن

ى دادكه انجام مذكور كروههاى مورد در ى ( ٥كسرد مطالعات تيتز خن  زاًن1 ب

.1 أمده ]٣ل در ت

ر كروههاى ٠٣ م ك
ن در ذ مفاهيم بخش اي ب و ه ا ت ب ا ر كا كروههاى به و ت ىاوًريم.٠ ر ك

١ خنثاى عضر با كروهى W و ناتهى جموءهاى٠ S كنيد نرض . ١ تعريف

ش و ناي

)S 5ه)أأأ(اوو)|٠(اه : ١و;١او ج< = W 

ع درآن باتد.كه m( اب : 5 x 5 ^ N ٧ a ط ي رتإ ق زر د د ىكذ:٠ م

و بدازاى ) ١ 77ع)أ١(و = ١ ٠٥ ج ر

ت زإى1به )٢ عو ع هرجف ى ' عفا زا ع)أ .5 ا ع,' ل = 77( د) ع,أ ')

ت W( درايزمرر , S,( ه ب إ ء و د -رتيب ا ك ز١ك ا،٤سئ ي م د د ٠م /٠ 

ىا Wكاممو وك٠و ٠ىممو .٠م م

كا و ت I ٣ بإبر W در S عضو مرتبة I يف تعر زين بنا كه ىكذيم٠ توجه ى هت  م

رد، وجود او و ع بين زبطه|ى كه ع 00 ىدهيم٠ ترر دا ) )أ١ ت .77و

ه هر به ا ك د ر ذ كت ك كا ف ي د كإ ب ج ر كا رأف تام ;* ر1ر ت. كذ  واب

ت ى كه ا ها . ضاى آن ا ن S اع ت س و ه س به لى يا وسبلة به و ا  و ا

ل م . < ٣و1 ىضد٠ و ة ( ء ءا ف بآبإين (' ز ك ف ري ركا ب ت  ك

ج )١ س م ط إ و ى ت ىشود:٠ذ ل٠و خودش به ال
و )٣ واء) = ٢ ا دارد. وجود يالى 'و و و بين آنكاء 777('

ب إ 77اع)ا ٥(' < ٣ ج ل ر  و مىدهي<م فإر ء و ء اسهاى بتن وامل ا

ب كه يالى روى ز ٣ معمولأ ج ر ٠ذمىزيسيم دارد ٣ ب

ى كاكسر اكركرإف  نجويدناينير 1< كروه اين باثد، همبند كسر كا كروه ي

ر كا ى كروهها I نوثنه دراين ذيدكذيمكه است لازم ٠مىذاميم ن  متناهى مولد با ك

S أ٠مىكذي نرض وبنابإين نظرند ررد٠ }S = { s \ ) Sx , . . . ) Sn■ رتيب هر 
س دو S روى ز n 71 ما  X متقارن M و A \هاى٠داي ٠مىدهد ت٠بهدس ل 

س٠ درواذع اودكه مازئس ش و ا ر كت كا ف كا رت و جا كا به وسرم٠م  مازيس ي

كاه١ك ست رد جاكه هر و لهاىكزفكاىسرذد1ي بر"بسبهاى است iyV( 5(ك

ن س دو ي ن ودر ٢ ندارد وجود لى يا متغاوت إ راي  روى هاى٠دةي١ هورت غي

ى) طرامل .١ ن د س(وا هاى٠داي ا ى به كه د = )٠ماتر س مازي و ن  كب

ر١ك ت است موسرم ،M با متناظر ك ب مررت به مذكور رتيب به ن

00 ^ TTlij ت COS-

00 = TTlij ١

ى (ين است. M در دةيه(ى TTlij اًن در كه مىثرذدا تعريف ها رب  ما

ى٠ در ويزءاى نفش متتارن ر كروههاى رفبذد كت  ٠مىكذذد ايفا كا

 و متناهى كروههاى طبقهبذدى به كه زير قضية اثبات در مثال، بزى

ها ازاين دارد اختصاص تحويدناينركاكسر رب ده ما سفا  ٠مىثود ا

ن ض د راف هر . ١ ت ن باشد متناهى ف١ به سسد١و ۶كاك ٠رو كه ٠ك-م١ك ب

ش ٠ب متئنى ق: وافهاى ز١ ب وا ز
١( A n{. ى ود؛ ؛71 < ١ ف.٠م 71 + ١ < ١ جابكتها

د ؛ج„ )٢ ة ز١ C? <ا )7„ ،و ب ؛71 ح ٢ .٣"7أ! ر

د ؛٠„ )٣ /٠ c r  * On ١! رذبة٠ ز١n - ۴ ,Tn ؛71 ؤ



د كروههاى ح م ا ر ت ك ا ىمقا رى Iجنود ك ١ن

ة٠ ز١٠رد ء؛۶ )۴ ب ؛۵١٨۴٠ = ٢٧ - ٣٧ - ۵ل

T
. ء؛٧)۵ ة١ر صب ٢ز ١ ٠ .٣ ٧ .۵ .  ؛٢٩٠٣٠۴٠ = ٧

ة ؛۶٨ )۶ ب د زف ر  ؛۶٩۶٧٢٩۶٠ ٠ = ٢١٧ . ٣٥ . ۵٢ . ٧ ٠ر

. . . .

د ؛۶۴ )٧ ذ٠ ءدبذ.ر ٠ر  ؛١ ١۵٢ = ٢٧ . ٣٢ رب

٨( Crصدجهى رد، ؛ X Cr : ؛١٢ عرب ذ١

I ۶ I

٩( H r.‘ ،1 رد c T* ز ى ذ٠ه  ؛١٢٠ رب

ز#۴ )١٠ ،ا د ر ذ٠؛ ؛١۴۴٥٠ رب

6 I I I

١ ١( )Jr (pى٠٠دلاب ٠رد ؛ Cp X Cr ة٠ ز١ . ٢p رب

ا1 دوبعدى كرة ى ت ضة در مذكور كدهها ى جع از ١ ق ها ه  ذد؛1كروى د

س كروههاى كا ع ن س ا تليد ىنضا روى كه ا س ها د لي ق  و ٠مىكذذل عمل ا

ة بأبزين حي ا1 يوط مر سى اقليد نضاى از محديى يخش آتها بنيادى ا ت

م و جا ن إ ى كه هذلولوى ز:حكاس كروههاى . ل هذلولوى هاى فضا د  ع

كئيد. مزجعه ء۶( يه بيثش اطلاعات بزى ٠مىكذذد

كروههاى

)١ = CT =  (ac)P =  (bc)Q = (ca)T = 6أ = w  = (a ,b, c |a r 

ن 4ك ت و صحيح اعداد ٣ 1؟ ، V دراً ىاقليد ذد،كروىا1مثب  هذلولوىاذلى ا ٠ س

هركا.

ذ + ذ + ذ
q T  

ب د;ب ى ز،I يزرئذر ب و ش يا ٠با ما د ١از كوبك ث .ءا۵[ و ء۴(( با

ت در ى حال H هذلولوى فضاى هر لآى1يه كه كرر. اين ء كل n ٠كرو 

ى ز ن ك ا ه ك ك ت ت ىكند٠ عمل ايزومترى با أن روى ه س ر د ت ا  ء۴(ا ا

ا۶إ و ر كروههاى ٠إ ك ا ى جبرى ك ر يا ك ب كه رند دا وجود ي جي  اين از ٠هي

رند. ندا تعلق ها دست

ء٠ ) ر ت ك كا ؤ و ومهاى٠زيةرو داةى )W,ر س و ص. ىخا ها ه د زي ه ب
ه سهموى ك ت د درمطالعة ا ى ه ا كروهه] س ك ى 1ز..<كى رند. د! سزإي

ص. طور به شخ س5 هركاه م و ء ' ط ح س د -رليد 5' ز ر  W' ىكوييم٠ ت

ر دستكاههاى بين است. W سهموى زيؤروه يكخ ت ع ك ا  زييروههاى و ك

دارد: وجود نزديكى زبطة سهموى

ئ١ كزارة ) د ب ك ض >١( ا ا S ا i ا دستءه ب و ك ا  W'و ،C '5 5 ثد،٠ك

د  زسط ى }*( 5(' فصورت١ هر شود. زي سكا ي  ست.١ ك\كر ٠ذ

ت. نبا .٧[ به ا د ذ ك ه ع ج ب [ "

ت. با ث سماتر كه ىكذذد٠ ثابت حالت به حالت روش بردن ربهكا با ا  ي

س و ن ي ركا ك ست د تنهاو اكر است مثبت عين٠ ك ز ك ر ك ركا ا س  با زمتنا ك

ق أن ل ى د ت ك ى ي ها ف كإ ز د فوق ا ت ا " ].۵[ ب

ى ظ بتابرإين ط كه متناهى كروههاى به ك* جاي و ى مج«وءهاى ت ه ا ن  ق

سماتر مىثود مربوط مىثوذد توليد انعكاسها از ركا ي س ت متناظر ك  با ا

و ر ك ى ركا ٠ي ك ا ر س صماك ر س ت و ن ب س باتد. مثبت معين اًن بامتناظر ك  ي

ت اين طبيعى سؤال ى سار آيا كه ا ها ي ز ا ر م س ك  كروههاى با متناظر نيز كا

د؟ رن س ك ه ثابت ]٣ل و ء٢ل در كه طورى به كا د  مثبت سؤال اين سخيا است ن

ا ست ى1به يعنى ا ى هر لآ زي ركا ما س ى ك ر كروه ي س ك ن داردكه وجود كا ك  س

متناهى است د نا ث ا س همان مازيىكاىسراًن ،٠ويك ب  است شده داده ماتري

ى كه ا٠ًمىذوي متنكر  كروههاى بند طبقه مورد در قضيهاى بهطوركل

ر كا س ت نشده اثبات ك  ى ها جنبه از كروهها اين از وسيعى هاى دسسه اما ٠ا

ن .نرإركرفءاند حطالعد حورد كوناكونى ق ى٠لم٠ د ق از دل كردمهاى كروهها ا

ط ذدكه1هذدسى س ب ز و سك لايد وليد ها ك رذد. ت ىث  كروههاى به كروههاكه ين I م

س كا ع ن ز ا س كروههاى ذد:1دسسه سه بر ذد1وسرم٠ ن كا ع ن  روى كه كروى ا

ا ك ى ناحية بزينبنا و ىكذذد٠ عمل كره ي د يا ن ش انها ب خ ا از محدبى ب ك ي

اويلر مشخصة و رشد سرى رشد، تابع ٠۴

ه يكى مال ز  مورتى است. واز.)) ((سالة كروهها تركيبياتى نظرين مهم هاى ا

ه اين از ركا كروههاى مورد در سال ت ع ز ك ه بهاذإى است: تزر اين ا سكا  د

ركا ست W( ك ) S{ ى أيا م ت ري و ك ل  W 6 S* وازة هر به(زى كه دارد وجود ا

ت W كروه خنثاى عضو معرف وازه اين كه كند تعيين ؟ يا ه ت ع ي  البته ن

ه اين ل ا ى م كل ت ل حا ر ر د ي د د ت ح ي د رجع يتسر اطلاعات (بزى ن ي ن به ك

ر ا٠ا ]).٩[ ر كا كروههاى مورد د س ت حدينير ك اين عملى زءحلهاى ].١[ ا

ه ل د موجب ما ى منا ندI٥ث م ي ون ه د ي ث د و ر رث م  نظريندر تنها نه كروه ه

همدكور ى كامهاى نظرين و كروهها لاكىاحتما هاى نظريه در ك دن ما  روى ت

ب نزوانى اعتبار ٠وكزفها كروهها د ل  مرجعهاى و ء١٩[ به (رجزكنيد كن

ن). ندر اً ي ركا رندكروههاى مفهوم به بخش ا ت ىك كروهها اين رند ومر
ى كزف مفهوم از استفاد. با اويلر مشخصن با ز اًن زبطة و زيم1مىيرد كيل

 اين و حجم با نزديكى زبطة رند كه ازأنجا ٠مىكذم بيان ٠شد٠د|د كروه

ت يكى زب ه مفهوم با ويزءاى ن مل ت دارد نا خ كرو. لآى ناصله مفهوم به ن

ء.٢١سر|زيماً
1. growth 2 . cogrovrth



ى٠س ض ري ٢ شمارة ،١۴ سال 4 ر

ف ري ع ض .٢ ت د نر )5( كنب رماً ر L د ا ت ك ا د ك ت ا ن ٠ك ب رأ  S د

ى٠ ت متناهى جموءه| ا و ا ل ث و م ف . ء ؛ أ ى ءغنثا ع ت ي ف ز I منظور ن  وا

ى ت ي ب ى 5 يه ن ن إ ت / س ى كه ا ا ب ى1 أن ز خا ن ذد1ثم^ ء ي  دو و

/ أ و ه و غ ضد رسم شء ى ا1م ه ت و ر ر1ك .٥ ١ft ج 5ك

تI روثن ىفكهكزس ت متناهى كيل ط و اكر ا  متناهى W كركرؤI نت

د ت ا ٠ب

ل ر ١ مأ د ل . ك ؤ٣ت ر ك ى ي ف ا  متناهى ك

)٢ = ١)ca( = ٣)cr =  (aft)f =  (ftc ة ت  W = )٥١ c ,6|٠٣ ت أ

ه ك رد تعلق By ردة به ن كردءايم. رسم دا

ل بزى ى به ^ تبدي ى ي ضا ت لازم ابتدا مترى ن س صلة مفهوم ا  دو نا

ن ٠دلخوو عضو زآ ف ز ا كنيم- تعري

ف ري ع ر انكروه عضر هر به(رى ٠٣ ت ت ك ا  متناهى مولد با W ك

ر كا ت ت W حلول >و ك ب ر ابهامى اكر ويا ء|س| با ز و به س د ميان د ث ا ب  ن

ن M با تا ن ا٠ًمىدهي ن صورت به ر! وآ

و١ 5ل ع 5, ١ > ي > امم •٠ي  I الياً = inf لياً|مم} = و١و٢ •

٠مىكذيم تعريف

ى طول ئا خن ضر ربا ز W ع ف بإب ري ع ت ر ن دو h و و اكر ىكذيم.٠ م

ن W ز1 عضو ن ا ت اذًها ناصلة ب ب ds{g( با ز ٠ئ به ن  " h ن ثا م٠ ن ي ه د ى

ف زير صررت به و ىكذيم٠ تعري

d s {g - h ) = \g~\}i I

د. بهاًساذى ه٠ دي ك د و ،1 ىث ^أ ر ع5 ك ه داده نوق تعريف طبق و د د ث ث ا  ب

ف d ٠اًذكا ف ي ري ت Wبر مت س تو ا ح ف صرب ت طر ز ب ا ت. ج س ناوردا

ى مهم (زمفهرمهاى ضا رن ه ر ‘تعريف بنابه وكوى(ذد. مغاهيمكره مترى د

ع و ١ مكز٠ به كر؛ ا ع ضاى تمام مجموعة 71 ث ت كروه اع س 71 آنها طول كه ا

ن ع 71 با رإ مجموعه (ين اعضاى تعداد است.  نقاط مجموعة ٠مىدهيم نثا

سه رإكوى 71 ثعاع و ١ <كز به كرة ^ى و داخل ع و ١ <كز به ب  71 تعا

ه مجموعه (ين اعضاى تعداد ٠مىاميم ك لا٠زز1 تابعى ن لا (1^ ه ت ب  ا

د ىدهيم.٠ نثان n(7( وبا ىذاميم٠ S به سست W رشد ابع دا رت ك  ا

' به كرة ى٠لآ زكه انكروه اعضايى ) ع ١ / عا ن ع 71 با قدإردارند 71 وث  ننا

- In— ١ آنكاه دهيم  In - ع7أ'

كه٠مىكذي ملاحظه ف اً ستكى كروهمولد مجرعة به ه7أ و In تعري ب

تا وابستكى اين آكه٠مىكذي ثابت تعريف يف ازآوردن درزيريس دارد.
ى ت. (غماض نابل حد )

ف ى دو .۴ تعري ضا M( مترى ن , d( و! )M ')d[ د١سه ز ي و م و  أ٠مىامي ر

M* توابع هعاه  —► M : و ر g : M ' —> M د و عدا ت ا ب و ا ه > ° 

ت يا 6< ٠ كه طورى به ثوند ن

f( ب خ )١ (y )) < ad(x ,y ي j و X عضو دو هر ى1از٠ب ا(ت)/)' l y 

(' + ٥ )٢ad'{x ',y < ر هردو يدارى ((',ل)ها('ذذ)ه)ى  و X1 عف

d'(f g (x '),x ') < b [r ت بدارى ص؛ هرءضو' ان

۴( d(g f (x ), x ) < b ر هر )رى٠ب  از X عف

ط در كه ىكذم٠ توجه ي ر  رد ندا ضرورتى ها٤ر بزرى و هها برإبرى )۴)_ ١ ث

ى به ل\ تعريف اين سةوان و ا ش با عدد دو ب  كرد. بيان عدد ش

ة ضي ض .٢ ن د ز ن ولد٠ دد 5' = {,،, د5= <خلا ك

ه باشن. W ك'سذر وده راى متناهى و ب به d!و ا  ازو حامل هاى۶زي٠ زب

زيداذ. ب )W, ٥(' و )W,٥( ،١٤'ذ١ باشء W ر 5' د ززدم

ه ح توا دجاى دراينجا اثبات. و ى بع ظ نوق درتهريف ر درنظر ز هان
م٠ نرر و ىكيربم٠ هب ض ■b = ىد دنر و طول كني ت W عف ب ر ء ٠ب ن بإ

ت 71 با ى لذا و ا ا عف رىكه٠بهطو رند دا وجود S به متعلق sn ٠ ٠ . . ،5١ ا

Sin ■ • • 5،ا = W

ض ^ ز ى a{ م  =  m a x {a , p م يهترتيب ل و به آن در كه ب ك ا  م

ت S اعضاى طولهاى ب . برعكى و 5؛به ن د ئ ت  كه ٢٠ىكذي٠ ملاحظه ه

م وبرهان ٠اس|a < 5 اس|5ء و الاأ|a < '5 ء|لاأ| ا ا است. ت

د از 7١)71( تاح رند ىكويم٠ .۵ تعريف 7( ظ؛ع رن r ( n ت ريعتر ي  و ن

م٠ ي وي ىذ

)y \ ( n ) 4 lr (n-

رد يانت c< % مكاة٠ م داشته 71 ج ^ هر بهالآى كه طورى به ث ث ا ب

)7)\n ) < c7 r ( n

7(٠هركا r (n أ ب)أ7١)7 ) 7( ب 7١)7و r (n ح اين ىكويم٠ وا  همارزد د

ء ) م ج وي ذ س ا7٢)7و ) ~7(7١.



ى هها و مد ; ع رم ر ست ك ١قاذى٠جلودارىم كا

ى ذ هآأ ت ب د٠ ثاب و د تابعهاى كه ىث ث ى ر ت كروه ي ب  مجموعه دو به ن

هى مولد د رشد با ز G كروه بنابراين همارزذد. متنا جل  (بهترتيب ى١جذد

ى) ب ةا مىخو(ذيم فا i( - 7هأ ٠ه n ى1به ى ر  بهترتيب١ d طبيعى عدد ي

.n( ~ غ٢أ ( ) د با كه كروهى ) ث ى ر دا م ج د د نمايى يا جن ث ا ب د با كروح ن  رث

.٠ ناميد. متوسط ود ىث

ر هركروه كه اًذجا از س ك ا ى ك ط ت خ س ى از زيعروهى با يعنى ا  كروه ي

س ر ت ت ما خ ري ك ت ي س ضية ])١٠[ ،]٢(ل ا زن ل ا جه )٨[ ١سز بدي ود٠ نتي  ىث

ى كه شكا كرو. ي ع ل يا ك ت ح س را ل يا يني م ا ى ث ت زييروه ف ي ر ك رد باكرو. ي  اً

ه توليد د ت. مولد دو توسط ث س ه1ك هركروه بنايزين ا ك ض ل ك ر ح ن د ي ث ا ب  ن

- هم ((ميانكيزينر)) ت ي جعه ]٢ ١؛ به ينيرى ميامكين از تعريغى بزى ن  مإ

د. كني

ف ري ع ر دسسكاه بهارى .۶ ت ست s( كاك  i{W ) S ،سرى متناهى

/a خ |سا، = غ (  )=W
ا١ه:]لا 71= ٠

م٠مىذا S بد نسبت W روه رشد سرى ز  .ي

ى د ر ث ى متناهى، كروههاى بزى ر ت حذدجمله|ى ي س  كروههاى بزى و ا

ن نامتناهى ت ممك س س ا ت ناكويا يا كويا تاب ب . t به ن د ن ر با ى٠د  وردكلآهها

ا كسر،كا ك ن ي و ى نن ر ا ب ى اسسغاده با ب ها زروث ف جبرى ا ختل  |ذد٠ثابتكرد م

W( كه ( t ت -ابعى ا ي و و ]).١٢[ ٠ء٧[١ ك ر ^1ةع1د ر ا متناهى ك ك ن و ء ا ٥ب

،™،) + ... + ١ + ، + ،٢(w (،) = n

ن٠كهزد ى ها771ل رأ , W نماها ن ت w وا ه j ى ه أ ت ا < باشد ن كا  رإبعلة آ

ت، برنزر ه اس ن ك راً ه توليد سهموى ٠رو٤زي Wx د د ت. X توسط ن س  ا

ا بهاًساذى روابط اين ئ٠ ن نن د ت. آ٩(ء)ثم كه ى س كويا

ة X.(W( اكر بهعلاوه ع خ ^ من ر ل وي ف (زى ا  مزجعه ]١٢[ به تعري

د با )٠كذيد ٠ا٤اذً ث

ا .

ى تا جند ها ؤي وي ر ك زدي W( ا ( t د ا ت ر ا ب  از ء

ضه W (€} صفرهاى )١ ى ر حدند. وا ها

٢( v v f b y ح عددى - س ت ا
٤-١( )٣(vy ا ك ب با سرى ي ح ضزي حي ت. ص س ا

ى ٠۵ هها كا ست سى د زنوي ى با سر ل و م كا د ش ر

ة محاسباتى ازروثهاى يكى ري ظ رن  ممنوعه هاى٠واز روش يبياتىكروهها.٤ت د

ه١ ك ت ى ]١١٦ در مزلف س و ج ر و ك ري ك ر[ و د أن به ]١۴د ن ذا خ ا د ر ن .ي ي ا ر  د

ى ،روش اين بطاربردن با ‘بخش ها ى ري ىكاكسرشلث  ز رثدكاملكروهها

م٠ ^دست ري و ف مذكور، روش اجزى بزى ضرورى ازابزرهاى .ىآ ه ي ا ك ست  د

س ت بنازين، است؛ هركروه به(زى وكامل متناهى بازنو خ  زى بايد ن

ى مطالعه مورد كروههاى ها ه كا ست  زى كار اين البته، دهيم. ازئه بازنوسى د

ت امكازينير هركروهى ي اين مثلثى كاكسر كروههاى تمام مورد در اما ؛ن

د سرى تعريف در دادءايم. انجام ز كار ي ملاحظه رث ك  و ء٤7أ ج Z كه ا٠ًس

)w  i t ى حلقة به ها  سرى و تابع مفاهيم دارد. تعلق Z[[ ]] مررى توانى ري

د  داد. توسعه جبرها وكرو. ها حلته كروه به زير تعريفهاى با مىتو|ن ز رن

ر ى1حلته R ىكذيم٠ نرض  با حلف كرو. [ى]ةر و ٠دلخوا كروهى G يكدا

^ ضزيب ر د. د اث ورمىثريمكه ب  مجموعى صورت به عضولى]ير هر ياداً

Y اواه مثل متناهى a ت ن كه ا  دلخواه اعخايى 9i £ G j ?ودع دراً

٠ هستند

فاع .٧ تعريف

1 c : N \J { ' } j > R [G]

ف با ري ع ت

7 C(n ) =  E  g ( ١)
g£G
isl=n

سرى و عل١ك وشد يء١ت ل\

^2ءأ )٢( ( ه ) ت ة ق ^ ' ه ا ت ة ( ع )

د سرى است ر٤ اتى] ]]z[[ از عضوى نكه ث  ىذاميم.٠ /٤و5بد نسبت G ل٠١ك ر

قرإردهيم R بدجاى ز Z حلقة تعريف اكردراين ىكذمكه٠ ملاحظه

د تعريف رتدكامل سرى ت ;؛ ]١۵[ در ٠ت د ى مى)وريم. د نين رتد ر

ت ى حال ص ى خا ر ز د ا ث ى ملكا ر ت:كاذ س ت ا س ر ا ه٢(د ب ، د هرو ) د  ١ ع

ت ز W( كه ىكذيم٠ نرض دهيم. ب ) S{ ى ه ي كا ست ر د س ك ا ت. ك س  با ا

لآ اسسغاده ز ط1ا أ = ١ ب و(77دا ءل و )ل ت ر زو و S} جفت هر به ذيم1س  ،ا9د

ى قانون ص( و زذ صورت به با

و — Si ٠ ٠ ٠ و   SjSi ٠ ٠ ٠ SiSj

ت مناسبى نحو به ب كا هر طول كه أ٠مىكذي ملاحظه دهيم. ن  هاى وازه از ي

ف دو ت ij 771 زبر قانون اين ز س ده با اكر .ا غا ست ز ا ١ كنومتدبنديكس لم ا

كا ورت٠به ل\ توانين اين مجعوعن يزانيم ]١ ١[ كا ي ى و ل٠جعوءة ه  سا

ى نوانين از ، مجموعة ٠ا٤اذً درأوريم W ياى بازنوي د دت عي ك  ،١٤دس (]ت

ف باززسى ر ا كا مىذاعيم• ١̂ بزى ت ف در واذع هاى٠ازواز هري ب طر  ج

ن زاي كاا عد ر نوانين هري و س ذأ دا كا مىذأمم• ي
1. T its  a lterna tive  theorem

1. Knuth-Bendix



شارة ٠١۴ سال نشررمإضى،٢٢

ف ري ى ٠٨ تع ط زنجير ي ت مختل ب ا به ن ك ه ي كا ست ى د س و نن  متعارف با

ت زنجيرى W بزى س ق ا ى تمام كه دقي ر ز و به متعلق حرنها رب  ٠د!رد د

ى زنجير يق ط كه دن ختل د م ث ا ب د نلميد. ساده ن ر ىث ٠م

ذد خوانذه و| ى تعر بزى ست هيم يفها ش اين مفا خ  مرإجعهكند. ]١٣ل به ب

ضجة مثنش رده ر .٣ ت

)٣ =١)ab)P =  (6 ) .  = w ت ة٣ ت ٢ ت )   =  ( ١6, | ٢ 

ه يمى كا ست س د ز ز ا ىبذيرد.٠ كامل و متناهى متعارف، ب

ى قضيه و قضيه اين از اثباتى برإى جعه ء ١ [ء به زير ها د. مإ  كني

وه ىكذيم٠ نرهنى ٠۴ ية٠ذض ر ر ك ا ك W ك ه ي كا ست ى د زب ز ا كامل ‘متعارف ب

ر و ا ن ت١ ذو سذ؛وه• ف ص ب يع٠دج ف L~) ١ (٠ب ١ Qm ئناد < m دى٠
د ط زنجبرهاى غدا ختل ود به م و بوار 771 ط ط ق م  .ا

ة ي ض ض .۵ ق أ٠ نر ي F( ى c { z .ى٠ ا ر ك د ن د ل٠ر ش ،ا ءة٠ج٠ Vj W ئ  و

ه ٥١ C( *ولد حد S = }ا ت١ در .يا ص ف ر ي  زيورو. ل٠١ك وشد سرى /رإاتء< ا

ط كد باشد W از ى١سهحوى y هاىغضو ز  iX به متعلق S د ي كاه دثو هى ز  ان

ء ١ _١ا ١ I ١ I ١ ٣ — )ه + 6+ر

د -ريهاى ث  رازكلاوههاىكاشسر٤دي ردءهايى مورد در مىتو(ن رإ كامل ر

ى٤ت نظرين زبط حلتة رندكامل، سريهاى ].١٧[ كرد محاميه  كروهها يبيات

ب رع-جبرها٠ و و س ح د م وذ ىت ت دارد جا رو اين از و م قا في ح ت و ت صا حا  م

ى ذ ت ؤ ي ا رب ت اذًها د ر ر ينيرد. م

ىاقليد هاى صفحه آجرفرشهأى ء. وهذلولوى س
ن ى دراي خت ة ب ح من ز را و ظ ى P مت ك ى ي ها د ح غ م ز س ا د ي ل ن هذلولوى يا r ا

ا - ا ت ف يس يخش دراين ا ز ال٠ز اى٠آبرفرش ازيري د ث  ال٠و
ة ح غ ى اًجرذرشهاى I م ث ا ى ن ها ه زكد ر ا ت ك ا  ىكذيم.٠ معرنى ل\ ك

ف ري ع كا ٠٩ ت ى از 3 جون ى ا٠د خانوا از عبارت صفحه لمءررش١ ي  قرصها

ن ت ه (آجرا T ذويولوزيف ب ك ت ر ا ر ثرإيط د ذ ز ك ق د  م

١(P = UTe3r

كا )٣ رإ ت ث ر دو هر درون ا ف د. ى٠ت 3 ع ن با

ي مؤلغة هر د ن ب ى ه ز ت ث د يا دو ا ه اًجر، جن ت ا اينكه به ب ك ا يا نقطه ي ك ي

ى ن ح د ن ن ا ى ب ف يا رأس ي ش ياد ي ، اًجرذر د ب ا -٠ ن د و ل ىن سها اين ا  ا

ها ي. ل\ ويال رت ن ن ١ثم با ب ا ت ن £ ف٠د و ي م م ث £ا )١( = r ي ف ي  يى١ز

طأجرخرش و رب م-٠ م ب  ىذا

٢ مثال

ر ا١ ش آب ة نر ح ن ب م س أجرهاى با س ان ر ن ل كا  سوليترين از ي

ف٠آجرذرش ي . ت ة يورد ازكرنهاى يكى أجرنرش اين يالى ا ع ل يوب طا

۴دكل

ث در ح ى كامهاى ب صادن  ل\ آجرفرش اين كه ىكذيم٠ توجه است. يوده ت

. با ىتوان٠ اد زاًجرذرشى اتف ش كرو، ٠توبط كه ا ك ا  ك

)١ = fcc)f - (ac) f( - ٣)a٥( = c٣ = 6٢ = w  =  (a , b, c |a ٣ 

س صفحةدر ليد ن رد٠ ايجاد ا ت ىث د د ل ء.٢٠ا آورد ب شك ) ۴. آ

ل به ز هذلولوى صفحة آ٢ ي ن دل ت ث ا ت د كانا م ر ا ن ت ي ى ن1مىتو ب  با(جرها

ل كرد. خرثى متنوعترى ك ى با ز صفحه اين ۵ ش رث رن ج ى آ  آن در كه مثلث

ت ح ا ث هر م زة لذا و 7٢ مثل دا ى هر ا ت صغر آن زإويدهاى از ي س ن ا ا ث  ن

هد.٠ ىد

ا د ه ٠م ح ش روش بينهايت بد ىتوان٠ I من  بنارين ذ*ود- أجرنر

ه٠حاذزاه اًجرذرشهايى ك د ذ ا ت ى ازويؤيهاى ي م ض رخوردارباتند- خا  نر

د ش 7 هرآجر بدارى كتي ز ر ج زأ M اعداد 3 ا f و TTIT داشته وجود جنان 

د نت ا جر كه ب ع به دايرءاى شامل T آ عا خل و TTIT ث ع به دايرءاى دا عا  ث

M r .د ن ا ب

I و M? بع توا بتوان اكر t ل بنابإين و ثابت ز سق ركرد T از س ختيا  ا

ى بهعلاوه و را ت ن ر هر ا ج واً دبا همبند جموءهاى٠ يا تهى د اين ا٠ًمىكويي ن

ش جرذر د اً ت- زيا اس

ى صورتىكه در ها ت عدد ه وجود S و K ثاب ت ث د دا ن ث ا  كه بدطورى ب

١( M t  £  K m j ى1به  و r هر ة

٢< ه ( M f هر بدارى

۵شكل



د كروههاى م م ا ر ت ك ا جلود|رىسغانى ك

ى بهعلاوه و ز ت ث ر دو هر ا ب ه يا تهى اً ع جر ى م د همنبد ا ث ا ش ي  ل\ اًجرذر

ز د٠ب ل ء.٠مىذامي ا ك ت ر ى ۶ د ت م ش ق ر ف ر ج اً ف ي ز ر ا هذ ل٠ئب حة ا صف  از

د قلي ى ا . ز س د ه ا ى ىكذيد.٠ ش ت٠ ز س شا اين آوردن هد ر جرذ  دنبالا اً
{ ! „ ى { جرها زآ ة اًجرذرثرا ا ح د صف قلي ىا ه ب ك ط ن و هت و ركا ر ت  ك

)٣ = ١)ac( = ٣)6c( = ء٣)٤( w* = 6 أ = ء٣ = ه  =  (a , b, c\a

ل يا ل\ In أجرهاى از د هر ىرريم-٠ نظر در سشود ايجاد كردن وم

ط نغاط ر به اًن اضلاع و ت ك ج و ك ر ج راً ها Tn, f >Tn, r ٠r„|T ' Tn٠١ ب

ض ا٠مىكب تجزيه د فر جر Tn,١ كب  ل٠ء اين دوم مرطة در باشد- مانى أ
ى وجرهاى دنيالة با ر  مانى شلتهاى دنبالة ىكبم.٠تكزر }n>r{Tn٠١ بان

ل م ن Tn٠\٠١ با ل\ مرحله اين حا ن يم-٠مىد نثا ريد اكز  مورد در ز ئوق ل
ث با ىكبم•٠تكرإر }n>r{\,\Tn٠ دنبالا ى دنبالا ام7أ ايزكارشل مل  به ا

أ١ ك ٣7+ ه1 روثن ٠مىثرد تجزيه متاوى(لاضلاع ش ك  آجرفرش اين ت
ل٠ثبهذر ت. نرمال اما است ا ي ن

مل تعريف اين كه ىكذيم٠ توجه توسط هذلولوى صفحة بندى مثلث ثا

ه٠ ك ش ه ف ى دايد؛ ئ ط حي  ىشود-٠ذ ندارند م

ر كروههاىو وجرئرتها زبطن اكتون ت ك ا س ر بدمولدى ك ىكتيم.٠ برر

ر ء كر؛ منظور اين زى ت ك ا ك

)١ = ac( ت )٣.p =  (6c(aت = )٤٠ ، ' ت ء ء٣ ا ا  = )٠,ء٠ه

د نرض نظر در ا, ب ١ت١ ك /٢/ ؟ ر ■/+ ١+ ت اين د هور

r ) =  7T/١ + \ / ش هاى٠لآوي ل٢/٢ و ٠7r/p 7r/g ولذا i7r)١/p + و  ش

ا اين به محدود كه وإ ى بسته] ناحية ٠اقليدسى(ذد صفحة در ث ل ت مث  R اس

ن ىذاميم٠ ت به ل\ وأ ر و ى٢ م د ا -  :  [  و f ٠ؤ لآويههاى ا٠ ,

ن ٠ ب روى اكنون ٠مىدهيم نثا ضر صل w رتىدكا حا  X R نزر ساختارى

ة شلتى أجرئرش كه يم٠مىد ح غ س م ى انليد خت ر اين ار ي آ خ - ا ت  ا

ت زير هورت به ل\ w \ل زيخروهى R زيرادى هر به ب يم:٠مىد ن

)١ = br :  (ab)p : اع>6ع|٣ : w x

Wy = {b, c\b'l = c ', = (bc)q(\ =

)١ = ) .cr =  (ac ت Wz = (a , c |a ٣

١ = W r

ن كه رأ ا١ يكد ء5١ [، د ك د ا - R j i .روى ~ رزى1هم لأبطة است w  X R 

صررت به ز

Wg ١أ/ ج f( و = ، و - )١ ٤( (و,و) ~ ة

ف )١ (ء عضو رزى1هم ردة ء]١ [و اكر ىكذيم.٠ تعري د و ن ا  اين مجموعه و ب

w/ م١م با ز ردهها  X R كاه دهيم، نشان  با آن روى W ٠كرو عمل آن

ف و[ء = ةرهء١ x[ تعري ؛ ر م ل رهل س ستن و ى1به يعنى است، نبي ن Xهر لآ زاي  ا

ى مجموعه، ك ي ا م ز 0 ه و = 0 كه طورى به دارد وجود اًن ا ( . ) ٢١ 0 

v}١ز هر به(لآى n ى عمل اين بزى ودل و، ج ت بنيادى ناحية ي س  لدا و ا

~ /w  X R .ش يكس ى آجرنر قليد صفحة مثلث ى ا ت. س س ف اين با ا  با و تعري

ش٤ي ر ك e ء ى W x ,١(تت( X Z R I ز ىكتءمى٠ ملاحظه سا  ١ايدار

ى هر ساد ر ت روهى٤زي *R ز س ت آن به كه ا ب ر دادءايم. ن ل د ك  اين ٧ ث

ى٠ د ذ ب ث ل r = ۶ بهارى ز ت ٠r = ؟p = r ه ٠ د ه ا ٠مىكذيد مت

سهاىز با متناظر ترتيب به ل\ Z و y iX ى سها ز شكل، اين درترسسم

ه ىذودكه٠ ايزكارموجب كرذتهايم. f و ت ٠٣ هاى٠ذإوي د ي ن ب د مثلثها ن
جام جنان هم دركنار ى شلثى دو هيج كه ينيرد ان خنها  برهم منطبق ب

ن ييدا كن ع و ن م ج ه رويدهاى م د ث د ي ك ث  باشد. ٣ا درست ٠رإس هر دور ت

ى٠ دراين ىكذيمكه٠ ملاحظه بهعلاوه، ذد ثب  ^شى به مثلثى هر نسهاى ئل

د طبيعى ب ج ر . ٠شد ر1ب ت  ٣كاكسو مجتمع يا ٢سا٠ ل\ مثلتةبندى اين ا

ر بهكرو. واسته ىكاكت  يكاكزف ز مجتمع اكراين ٠مىذاميم نوق سدمولد

د سب ري كروه كيلى كرإف كه انً دهان كنيم، نرض معلوم ويالهاى اسها ربا1ب

ت ب a( مولد به ن , b) C{ ت است د ددس ي از يكد هر لمه كزنى يعنى — ساً

ى ر ذتطهاى اًن زسها ل د خ ا ى دو هيج و مثلثهاست از يكى د س ل ا خ ا د ر  د

ث٠ يكح س دو و رند ندا قرإر ثل  مجاور مثلث دو از اكر ذد1واقع يأل يكط بر ا

.شوند انتخاب

ى ذ ا اً ه ن ب وا ىت د م ي ى كه د ي هأ ى ي ا ت د ن كه س وا ىت اًجرفرشهاى اذًها با م
 از اند عبارت ساخت اقليدسى صفحة بزى متغاوت مثلثى

p = r ,q = f ,r  =  f ;٣١ = ٣7٣؟, = ٠=p ;٣ = r,٢=p = ۶,qi 

ل اين با . با حا د ا شن زاين ا ها ا ش ر رف ج ن٠ اً زا ى ى شها جرخر ى اً ر ي ت به د س ل

آورد.

W[t,t] = w. nwt1. stab ilizer 2. building 3. C oxeter build ing



ا٠د٢۴ ى ض ا ر رة ،١۴ سال م ٢ شا

ل اسفاده با ذءزمىز(ن هذلولوى درمغحة فوق، روش همان با  ههاى\ل
ايئجا در كه تغاوت اين با رد، ايجاد مثلئى اًجرذرشهاى ولدى٠سه كاكسر

١=١بهجاىبزرى /٣/ ؟ +١/ ء ى١+ طر زا |١>١ /٣/ ؟ +١/ ء +١
نو ىكذيما٠ اسسغاده ود ناشى ازآنجا اي ىث  مجمع هذلولوى هندسة در كهم

ك هاى٠ةوي حة بنابزين است. زديان شازج٠هرمثلث  ىتوان٠ ز هذلولوى من

ى هر هاى٠روي مجميع كه٠هماذداز مثلثهاى با جون ثابتى بزبرعدد ازأنها ي
 بإبر .ثلثها اين از يكة هر زلويههاى از يكى ، = ٠ اكر يوثاند. است ٥

= r = ٠ اكر رتيب همين به و است، صغر با = P : ٠ يا     =  *

ر هاى٠زنداا با زإويه سه يا دو مثلث هر ٠اذًكا دأ داشت. خواهد من جد  م

سفاد. با  دلخواه حدودى تا اًجرذرشهايى ستو|ذيم اًجرذرشها اين از ا
ت س أوربم. بدد

ة واقع در ي ف رد بإ زير ق ك م.٠ثابت ا

"۶ كبد زض .٢ كزارة سد.صحير >دوعده7<٣و7ؤ  مووت اين دو با
ى ث ز ر ب ر ر ى دارد ود٠دب آ ب م ى٠ط٠ ٢ S* آت آ ظ ت ق ن س ر در د ا  آئ ا

ى ؟ عدا؛ ع ضل ى جد ز ذد.١ش

ت. ثبا ش در ا ى رد ك كل ث د م ن د بيات بالا در كه ى ب بزير ز  ث

/ ١/٣ > ١ داريم نرض بنابه ىىم■٠ انتخاب ٢ با ؟ +١?/ + ١-
ى انكا، ١/p-اا ١وا ب ١/r ك ١ اكر رت جرن ها از أ ر مثلت ة د ح ن  م

ت هذلولوى د د د. ب ي ىاً كة هر زويدهاى م ها اين از ي از ءبارت|ذد مثلث

٠7r /r / ا٢ و ١٢؟  آجرنرش كرنيكاهى' تجزية آجرنرش اين وانع در /
. نظر ورد٠ ت  ز نظر ورد٠ اجًرذرش ناديد.كرنت. ز تجزيه اين اكنون ا

ت د ساًوريم- د
 اى٠ازششضاعى اًجرذرتى٠١/۶ + ١+?>/ ١/r = ١ افىكه٠در

ة در منتظم ح قليد من ى ا ل م م رد حا ىث " ٠م
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د٠ .٢١ ى. جلودارى ح ل ا١(د\متم نثو دركروهها»ا رثد «مغهو*ا متان ؛ ٠٨ ا ر ا ١ ث

س )١٣٧٥١ .١٧٠۶ م

د . ٢ ٣ ر باى٠«ئد ستانى. جلردارى س ت ك أ  ى'٠ءل ئررش ٠ا»٠اذً رئدكءمل رى٠ و ك

،. ١٢٧١(كئرر ى٠ءل ى يزرنها ثوا؛ى

د ٠ ح هطاطبايى٠ءلا ٠ا٤داذث ذى.1جلودارىمت م

j jamagbani.atu. ac.ir

1. barycentric  subdivision


