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دركروهها رشد مفهوم

٠سقاذى جلودارى محعد

د (ل ى )) رث ى مغا ز I بك م ت ه ي ت ريا در كه إ د ربردكا صا ز منهوم اين -رد Iد ٥ ك

د طرينى از ن موضوعهاى از يكى ماكتون٠ و ياخت. رإء ووهها طريه به ه

س هاى به طر ر د علاقه مورد تحقيقاتى د ت. تويسامي و هن  وين در كروهها

د مفهوم به 1كذو هى نكا زI سى يوثته ر هندسه، در رث ز مفهوم ينI تحول سي

د نظريه در ا ى. د ها س ٠ت ر م٠ ي ى ى

كروهها رشد . ١
ا M كنيد نرض ٠ هندسه در رشد ك I مثر با بيكران و م تما نى ريما خمبنه ي

ه كوى B ("? و ثابت ذقعله|ى «؛/: ع M اكر باثد- ت  و ;!;٠ ز٤مر به ب

ع عا ، < ٠ ث د ث . ا كا ن تابع آ

٧ا)ء,.:،:)7((- 7A7 = •)7(7.؛،., ■)٠(' = 0

كه ت ٧<،1":):)ه) , (('? آن در ن را زب د بع .:ء:)و،'ط ١ (•; حجم با ب ة رئ ن  خب

M ىا م٠م د مرتبة ب د ابع. اين رئ ذ معن يت بيتها در M رئ ك ى  ل

ى M اكر مثال، بهعنوان غا ى ن م د قلب ة كوى حجم آنكاه باشد، بعدى 77 ا ن  ب

ع و ./. مركز به عا ل ٠'، ث ت ن ى و لا:ر از م رب r 1 از مغ Lن٠بذابز ٠ت 

ك اين در (■/');،•- = ء)دم٠('ا ى مىكو.ييم حا غا  رند بعدى .،،ى اقليد ن

أ مىتو!ن درمتابل دارد. درجة از جذدجمله\ى ن ب ا كردكه ا أ م  به كوي حن

ع عا ى هذلوش صنحة در ت و أ ما س بون .١,')'ر’( = ،'اذ»1أ، ) ؛ ( با ا

ه مىئو.يم لل٠ ٩'. وننى ~ تت ل ١ ى هدلولى س زي وئدن
دارد.

ف. مفهوم ا r آ٠مىكذي فرض اكنود رشدكرا ك ن ف و؛ ي ب مجموعه با ه

ى ) V( زنها r ء٢( يالهاى مجعوعة و د ) ث ا  حداكش زس هر بهطور;لاكه ب

بنأ عددى ء ١ بال د بر ء ثا ت  صررو به ز ر، مننر ١)ثم٢( روى باشد. واح ا

٢مىش مريف زير

ر طول آ ي ,'،)/، (.))' = 11؛،11)٢در ،،' و واصل'، م

ل ،.ىكذيم٠ نرض حا . ى زس .' ت ب د V(r(به متعلق ا ت ا ة كوى ب ت  ز٤بهمر ب

ع و ":،. ا ع د ابع و  ن ن 7.,ا: ("«) ر ف زير ب*هورت  ٢ ري  ىكذيم٠ ي

 ٠■،;)٠('/', = "} ج ١)ر٢(ا،,ل:ء:)ي)|( > 7 {

ى (عدد هل ب ا و )1.ذ , 7(' به من ة ( . ■)7 , 7r ,;r. (»-) =  B (x

ت r رشد تابع ز ١ر٢ا٠ا:٠ ?)٠( تابع ب ف م.٠مىذامب لا:إ: به ن ز رك ل د ك  و ;؛:٠ ، ١ ث

ى ع و ء;ل ز٤مر به كويها ا ع ا رإ ٣ و ٢ ٠ ١ ث ن ده ن ن م.1دا ى1به ب م ه ا ل ي شود مى ل

ل ك ت.  = ٢٠٠٠٣ + ٢٠.’ + ١ ويزكراف رئد ابع ١ث ا



٧درووهها رشد مفهوم

د تابع كه ث نعبا كرإف اين ر ت ر س از ا

7)\٢( = ٢7أ" +١٠٢+١

ب وبه خا ى I. نفطة انت ك ت ظه ندارد. ب ح لا ه٠ . ك م ذ ك .٣٢( ى  .7١)٣( ج )

ل كرإف بنابرإين، ك د ١ ث ث دارد. ٢ درجة از ى1جذدجمله ر

ب همين به رب د تاع ،٢ شكل كرإف مورد در ت ث ا ر ب ت رت ت س از ا

م كذي ريف ع d ١آكاه(لملم٠ت g h  — l(g روى جبءناوردا متر يكط G ف تعري

٠. ذ ك ل ى و حا ا

Be(r ) = {g € G \d(e ,g) < r }

٠ا٤آذ

١-f + f x r + n . + f x r - ' = T x ٣r + ١= )7f(r 

.٣٢ ؤ كه م٠مىكذي ملاحظه ي ٠7( ج ) ىو ف م٠م ل و ك دارى ٢ ئ

ىرثدنما ت. ي اس

ن ت خ د هاى درجه با ريمانى خمينة يا  ا ن كار متغاوت رن ا د  ي

ى كل . ش ت ي ،با  خمينه يا كرإف اين تقارن اكركروه حال،اين با ن د  ث

س ت اين بر حد د تابع كه اس ه خمينه، يا كرإف اين رث جمل  نمايى يا ى1جذ

دبا أ مىاًيد يى در آنجه ٠ث ث ن س اين م  اكنون ]■١۶[ ىكذد٠ روثن ز حد

د مفهوم ى ة رت ا بإ ك ؛ي و ف متذاهى-مولد و ر  منظور اين برى ىكتم-٠ ف

فمفهوم اين! ى و ه اين اىX  كبل و و ع ف ممر ا٠ذ  ىكيم•٠ ي

د نرض ب ى G ك ,f،T, و ى_ءولد٠متذا ووه 5  =  {a ى ١  ي

،با آن ولد٠ مجموعة د s لورىكه3 به ث  =  S عضوخنثاى وغ iG به S 

ه تعلق داثت ت به باشد. ن ٠r(G S(همبند كرإف ى)١ S( مرنب جف  منا به ١

ى ف ي ت G كل ب ت زير ص به ز ،5 به ن ب  ن

ف 1و  ج G عضو هر الف) ۴سكيري ٢ى)١ 5( س١ر ي

) دو ب) ى وا ) ) س ط  ,ء ج ١)ثم٢ا و ل م٠م -الى ت ه  ىكتم٠ و
ط ت ن و و -ز.5و1 ا '/ ء.ا

ع ك رشد تا ه ي و ع .و ف رشد تأ r( كز (G ,S  تع٠١ت  — - ب،مائى 

و رئد ت G و ج ى يا 7)'ق,'.)7(' ا ز وان -يم٠مىذا S مجموعه به ش م ها ب وا  ا

ن در ا د ب ت ا ي ى 7)٣( با ن ت ي و عبارت به م■٠عىدهي ا ي و د عضو طول ا

g € G با 5 به سحيت

د مفاهيم نتيجه در ث ه ر مل ج د ذ ما ٠ى1ي دن د مرتبة و يىرث ث ا بزى ر ك  ا٠كرو ي

ت ف بزى مفاهيم اين مانند درس را ك ف ف ي ى تعري ى مىذوذد.كرإقها ها ل ك  و ١ ن

ى٠ب ٢ بل ىل ها ه و ى; ها غ را ك ب z د0ل;ب  X Z ة ١{مولد با ئ ١,- = S ة١ -  {a١ 

د إ ر ؤ ر ك = Ft و Z * Z ء١{ مولد با ا١٠" ه هستند: 5' = }٠ا0"

زين م باب رب دا

٣ + ١r + r f ٣ = )7ZxZ,5 (r

ت رونن س د تابع كه ا ث ى مولد مجموعة به ر سك  اين وجود با دارد. س

د تابع دو ن ا برأى مولد مجموعة دو با ظرمبتا ر ك  هم با ويزءاى ارتباط Iكرو. ي

ص زر دركررة ارتباط اين رند- دا خ ه من د ت. ن س ا

د نرض واره .1؛n{ كب . .1 a ٠١{ A و }  ."  دو و - \و/} ١ا.

ن. G ٠ؤو ى١<ل ولد٠ مجوعه ت و .ا ) أ ه٣و( 7ر١(ا ب 7) زي د زا.ع بد ئ  ر

G ت ب ذ  ؛ A بع ن ث ا ت \ءد\د ٠ذذا١ ي  كه رذد١د وجود  و h'A اب

7s ا الف (r ) < I a Ii a t

د’( > 7ة.(ر)لا٢( ب) ( 7ا

ا . . . ا » ا١{ و ' =١± = « ؛ : ءا ت.g١( = ر).ا،'}؛أا؛ = ;؛»;:» - - و درجوع با ب ن ]ل١م۵ل به ك

ر ما با ٠هعإ ٠ا.بنو ري م ر م  مولد مجموعة به كه٠رذدوو، ح٠ مفهوم بهزي

م رذ١هم ز ر١ر,٢ :  ٧ {•؛} —« 1ب زاء م و م ر. ى  م
و ر.١~ ر٣(„) ه وجود :ة ج N تابت عدد ا ت ئ ه دا ك د ن ا  ب

ت روشن  نونى ء ذوا از مجموعه هر روى ارزى هم زيطه يكه \'٠ كه ا

ت ع ؛7[(")آر همارزى ردة و ا ى ،4 انننخاب به 7,١("') ا ك ت ن رد. ندا ب  ا

. زح رإ همارزى رد؛ و و د ئ .٢مىاب G ر

ى اولين ي ا ط كه ك ريا ن ا د ي ت س ر ء د و ه ن  برر-ىكردذذ' 1( ووهها ر

س و يغرولووبج ر وا ى بودد' ]٢۵[ ميلنر و ]١۶[ ن كه بود مبلنر مقالة ول

- ٠تاز موضوعى ن عنوا به كروهها رثد مطالعة سرآغاز د صه دو ينجا درا ن ق

رتباط اين به كه ر ]٢۵[ ميغر از د ا ا د خ ا د ر مىآور.بم. ي



١ شمارة ،٨ سال رياضى، نثر٨

ضبة د M كيد زض . ١ ن د تما) يعدى 71 ريمانى خمينه ي ث ا  ناسور كد ب

R ريجى انحناى ij ه٠ه آن ب ا ج ت معين ه  ترع صورت؛ لمئ١در است. مب

 رابطه در 7T١M .سيادى ازروه مولد—متاهى زبررو. هر رثد

l r C j U

ق كد٠ مد 7)٣( هد ولدى٠ مجموعه وبع ثابت است عددى C آن در كد ى

ت را ف آن به سب م٠ تري ى ىكي ك دارد. س

 است. ى1جذدجمله مذكور. سرإيط با زركروه رثد بنابزين

ضية ر .٢ ق ه Mا ن ي م ح د ى ي مان ه ري د ر ت ك ن د ن ا ى )تما ٠ب ها خنا  متطعى ا

ت منغى آن س ى دارد وجود a( ١ ثابت عدد آنكاه ،ا ر ر د د نآح كه ب ن  ر

ى روه \7 بنياد \M رابطه در

7)7(. < ن٣

ىكذ.٠ مدنى

 بودند عبارت كرد بررس رإ آنها رثد ميلنرتابع كه٧كروههاي لسنة اولين

ن وى يوجتوان. وكروههاى مولد  با أرد انكروه ازكروههاى برخى دادكه ننا

د دازى كورمد د رن - ى جمله( ب ن ت ى or مطلب اين ه  كروههاى نمام بإ

ط يوجتوان و د. ثابت ]٣٩ل ولف ت ل سى هايض ث را  نرمولى ]١[ ١٩٧٣ د

ى  در س هايعن قضية آورد- بددست نوان يوج كروههاى رثد نرخ نماى بإ

است. زير صورت به مورد اين

ة ي ى {تدى} و ن١ءدجز٠ ووهى G ر١ .٣ ك ن مركذى ر .اشد ى١ يبي
آن در كد ٠76(ا?)ا ء١س fd آنكاه

) د ء ب ن \ش وده اواد ربن.خش >1ء،لل؛ ( \ءغاى د١غد٠ .بعى ‘د

د ل برمجموعه ز ي ست ل خطى م ما ب ك ا ش از م خ ت اا;;م أزاد ي \.

ى اكردبالهاى هىذابم حبنير ر ٠ كرؤ ه ا  زير از }٠-=:{؛ جون ت
د ٠داشت وجود ٠ كروههاى ئ ا > — ١ هر بءارى كه بدطورى ب ? ;< ?  ا٠ ،

 ■٠١، = ٠ و ٠. = ١ بائد. آبلى اب; '٠بود ٠١,٠١ رمال ٠زيةرو ٠١:

شد. دورى !;.;ا ١ قسمت خارج كروههاى نعريف اين در اكر  رإ G كرو. با

ت كروههاى مثال بزى أ"٠سذامي ١يلتذدورى كث ر جاي  سهحرف. حرف، بها

جنددورى توان يوج هركروه أكه٠مىكذي نوجه هستند. جنددورى Z ونيزكروه
ر يا دي ت حل م ى ولى ا ك ب اين ع . درست مطل ت ب

رثدكروههاى تابع مطالعة به توان، يوج كروههاى ازبررس ص مبلنر
ت بنددورى غير حلدير ن ]٢۶( رداح ا ع (ين دادكه ونن د كروهها ن د رن  ب

د تابع با حلبنير هركروه دارندازآنجاكه جمله|ى  توان يوج يبأ تش غيرنمايى رث

ت س ى با توان يوج ز.بةروهى يعنى ‘]١۶[ ا دي ن ى ا ه ا جه ‘دارد ت ٢٠ىكرلي٠س

ى حليدير كروههاى كه دنماي ى رند يا رث جمله)  مطالعه اين توسحة رند. دا بذد

ه ذذيجه|ى به نيز خطى كروههاى به ب ى1قضيه بنابر وانع در شد- منجر شا

1- polycyclic

هى- هركرؤ ]٣۶[ تيتز از ت د روى ماترسها از ولد٠متذا ل يا هيأ م ا ن

ت مولد دو با ازًإد كرو. س ر تنريبأ يا ا د ل ر روهى٤زي يعنى است، ح ن ي  با حل

ا صن دارد. متناهى خ

ر ميلنر ح را سوال اين ]٢۵[ ى1متاله د ط ذ٠ م ك د سرى آيا كه ى ث  هر ر

ى-متنا كرو. ت نمايى ولد،٠ه س ى؟ يا ا ها جمل ة به ل سرا اين بذد ل  ميلنر سا

د معروف تا ٠ن .س

خدريا د با كروههاى كروموف سوال، اين به س ث ه! ر جمل  ىبند رده I ى بند

ب ا ت ]:٢٠[ كردكه و

ى دا مل ح و دارد حن ر ا . G د ن ر د (كروموفء. ۴ د ٠ؤ ل د م - ى ه ا ت ه ■ ■ 

. ما د ن ل م ى ذئر .نا ريا ووه جنت ندان يد ص\ؤ ذ

ت كروموف ند؛ بود كرده ا ه ض ثا رإ ق ف الته [ ]٣٩[ ول ى ب ى ]١و ب اذاين ن
ت امن كرد. ت ا ث ت يه ا س ستقإ و ا ر ر ا كه ز بمكر ت ل ك ن تI م ا1 س ا ئ ت ف

]-٢٠[ زيد لمهاى بر ت I مبتنى

د  ث ا ه د و ي ى د نال ن ف د داراى G ارروه ن ى ر ه\ مل ج نماى با حذ .١لم
:O f

١►—Z►—►١ذب-٧—ى

سه وجود ت ولد٠متذاهى_ N آنكاه باثد، دا س د ا رث ى و \ ه مل ج ذ ىبا ب ما  ن

 ٠رد١د ممء - ١ از نابيثنز

ق .٢ لم لادني ردنبا ود ا

د.با دورىجند ببا تقر A و N ههاى كرو ت. دورىجند يبأ تنر نين G آنكاه سن اس

ا ىكذيمكه٠ توجه ل كه كروهى تعريف. به ب م ا ى زيركروه د ت ر و دد بن

ص با د، منناهى شاخ ىذرد-٠ ناميده بءدورى ببا نهر بان

ت. رإهبرد بنابإين ا اثبا د ى با زيدكروهى كردن ي ي د ن ا ا ع ى٠ت رد ت ل اس

ر I با كه ن ما ت ه د. يخ ن ا ا ة١بهوس اكرى ب ك ى ي زيركروهى روى به همريخت

د از ى كروه ي هنكا ل ن د ت و ن از رؤ٤زي وجوداين ‘ت ص ر ق ت ه ]٣۶[ ب ج  ب

ىتود■٠

ة ي ف ن اين وف٠كرو ق مكا هم ز ا د مفهوم كه كرد خإ ت ى يه ر ها ه و ر ك ب

ى نين قوا كه نيمكروههايى ٠حدذى ب ز I حدن  برقراراست! آنها در راست و ج

ن بد. يا تعميم راي د رثد، نرخ هيم منا هم مورد د د نمايى، رث ى رث ه| مل ح د ذ ب

ا . . . ف كروهها مورد مانند و د.٠ تعري ر ذ د ‘اين وجود با ى ت ها ر ه و ر ك  ي

ا ت ر ص ف ك ز ا ث ت 1 نكي لأ . س سا مث و ت نايكر ى نيمكروهها ز I رى ي ح  دارد وجود ي

ى كه ك م د ر رثد وإىمرخ1د ه سن ن ]١۶[ ه س مب ه ه 'تابت . د ت ث س  كه ا

ي با نيمكروهى د نعا ت ن نرخ يعنى ‘دارد وجود ؤ ر و. اين رث ر  ه'ل با سك

ت زا ر ا م ا١۶[ ه ج ن ي ا ر د . ف ] ها رشد مورد در ز خود ب ن با نيكروه  يا

س س ب ت م٠ يهيا.ان كروموف٠ازذغ ي ذ ا ر ن ٠ى ك دا ب ب ت لارم ا  مفهوم جند ا

ف نبكروهها مورد در - تعري م ن ك



دركروهها رشد وم٠غ٠

ضكذيد y ذر iX* ٤٢ ،٤١، . . . .l i f t ه متغيرهايى ٠ ٠ ك ذ ث ا ن ب مغاديرنا

ر ر! ختيار S نيمكرو. د ذ ا ذ ك ى أ٠هيدمى ذ ٠م

ي وي ور دوج٠  نيمكروه ۴٠سك ر ل  ردهء ز١ ت ك و  —  ا

١—Yn ص X jl

ى دازى S بمكروه از T زيرنيمكروه كوييم خح ى نا  زير اكر است متآه

ى مجموعة ه K 5ط  C ه وجود س هبا دا ك د  k ج ;ر:ا'ار ع ٠هرئ بهازإى ن

xk ج T كه طورى به شود يانت

ة ضي ى و متذاهى_مولد نيمكروه ).كريكورجزل( ۵ ق رشد S حذن

ه جمل ل ؤ١ تنها و \ةر رد١د ى١جذ ى زئر ثام ه و ؤ ر وج٠ ب شاخص يا ز
د. متناهى ن ].١۶[ يا

ة مضمون دارد. وجود سوسط رثد با كرو. ايًا اينكه ت. سال را ن ل ي  در م

ل  ز كروه اين ].١٣[ داد رنه متوسط رند با كريكورجوىكروس ١٩٨٣ ا

C نزير در و يم٠ىا٠  دوتايى ايزكارازدرخت بإى ٠مىكذيم مرخى ا٠ آ

د. خاصى سفا أ.٠مىكذي ا

}١*{ ووارنامة }٠ا١{ الغباى . ل وازءهاى شام حاوى W ت , ي ك ن  ت

ه د وازءمامه اين اً-٠مىكيري نظر در ز ٠٨ تهى وازة جعله از ٠ ١ و ٠ حرف ازدو ن
 أ٠مىكذي مرتب زير صورت به وإ

A > ٠ > ١ ا٠ًمىدهي نرإر الف)

 م٠مىذوسس و است بزؤتر(زرلا U م٠مىكويي ٩،١ '0 ج W دوكلمة به(رى )ب

'،، < V اكر

ر) ٩٤ حرنهاى) (تعداد طول (ذ) نت ي ر(ب زي حرنهاى);ي' (تعداد طول از ب

، با د ن

)ii( طولهاى كه درمررتى U وV .متغاوت دوحرف اولين بوإبرباشن 

ب به Vو U جب درطرنهاى ه ١ ترتي داريم: مثلا باثء. و

ت مبتنى قضيه اين اثبات س د ن زد يب تقر بر ا ا كروهرث ه ر  G—SS ىك

د با وI .S بمكروه رث ر د ك ه جذدجمله)ى رث نت د دا ث ا Gب زرثد٠ ى1جذدجمله ني

برد. رهكا٩ مىز)ن ز كروموف نضية لدا و دارد

ط رشد با كروهى . ٢ س و مت
د تابع A ٠$٠??)٠(و متذاهى_مولد كروهى ى كنيد نرحغى ت G رث ب  مجموعة به ن

د. S جون مولدى ث ا ى به ب مان ه آ يل ود ل ىث  صحيح عدد دو هر بهارى كه م

ض و ى 71 و m نا n نابإبر s in)\$(n + رنإر  است، ب

”/١)As =  Jim As(n

ىآسا وبه ]٢٩[ دارد وجود ه ن د ي ود ل ىذ  حد، تعريف به بنا .A ب. ح ١ كه م

. A.S. < ١ اكر كا ن د  آ ث ر دارد. ممايى ر  آ٠مىكويي A  = ١ كه حالتى د

ى  ز د دا ن ت. زيرنمايى ر س ه!  رشد و A.S. = ١ اكر ا جمل د ى جد ذ با  ٠ن

ضد٠ كفته د  ى ث دارد. منوسط ر

٤= ه١١١١٠أ أ١١١٠> د =

ل٠ ت ا خ ر ى د ي وا ف زير ورت٠٠ب  ۵ د م تعري ك :س

ى )١ ا د W اعضاى A رب ن س تنها A تهى وكلمة ق ت ا س ها ك

ج انتهاى ى ه ت يال ب س اين ٠ذ ة  ا ث ج ۵ ري م ا .٢س

تد A زس هر به )٢ س ك ر تد زس هر از و رد وا يال ١ي س يال دو ر

د خارج و ىذ . ٠  اكر ٠م س دو  = و١ ٠ ٠ ٠ يلم'د و ٩ر١ = ة١ . د. ح ز ت ن ا ب

ضد٠ تعريف vyor يال .٩<٢ =  ١ با ;أ٣ = دأ١ ٠ تنها و اكر ى

ى هر كه ىكذبم٠ ملاحظه ى از ي سها  نبردرختى ريشة خود A ن

ت خ كري ت. A با ي س ت ا ردرخ ة با زب ن ن Alt با ز U ج W ري بثا

م٠ ن د ى

ن به يايين از رتيب به رإ W كركلمههاى1 وا لا ب با  در رإست به ب

ف سطوح ل دهيم رقز مختل ك تد بزى رإ ٣ ن خ ت به A دوتابى ر دب

م. ر. و سا

تد ز I ٤٤و ٤:(لم،ا٤ء ىتبديلها حال خ ح به ز A ر ف تعر يرز ش .أ٠مىكذي ي



ضى، نثر١٠ ١ شار؛ ،٨ ل ما ريا

ف ى طور به رإ ۵١ و ۵٠ زيردرختهاى ع ا ال ط د بدا٠جابه خ ك ى ة و ٠م ث ي  ر

۵، A رد. نكه ثابت ز ت به رأس هر بنابرإين سدا رس به ٠ ءأ يا ١٩،صور

-١لأ يا ٠١، د ء س ل . د ب ت
.٠ عمل ح درخت لأى a مانن ۵. درخت لأى ة ب) د ك  Oil/بظ ى

ة دو ٤٠ ي س٠ جابهجا٠ خطى لور٠به  ۵. درخت ن زيردرختى هر لأى ى
ة كه ۵١ از ث ي ت به ى1كلمه با آن ر د آغاز ١١٠٠٠١. صور و ر كه ت  آن د

ن :لم، = ٠ ١ ٢ )٣ ييمانة آبه ل L مان د٠ عم ك ت ز۵١ وبقية ى ىد نكه ثاب رد.1م

ت روى C ب) خ ر ن ۵. د ت روى I مان خ ر مل ۵ د ،٠ ع د ك  LSjj و ى

ى هر خت ردر ة كه ۵١ از زي ث ي ت به ى1كلمه يا آن ر  آغاز -٠ صور

ة ذ ا م ي ي ه ب آ ن آ ر د ه ك د و ل 7، مانند تلم، ح ٠ا٢)٣ث م  ز ۵١ بتية و ىكذد٠ ع

ت ىد نكه ثاب رد.1م

ت )I ت) خ ر ت رإ ۵٠ د ىد نكه ثاب ى هر روى و رد1م خت ردر  از زي

ة كه ۵١ ث ي ت به ى كلمه! با آن ر د آغاز ١١٠٠٠١٥ صرر و ر كه ث  آن د

د ٠تلم ح ١٩ ٢ )٣ ببعانة آبه ن ا ى a م ^ ۵ ; ل ع .٠ء د  ك

ى با ت اندك ف ظه د ح لا ي م كه ا٠ًسكذ

د توليد  ،،!وسيلة به كه كروهى ن عنوا به ز C كرو. حال ^ ى تعريف م

ى جالب ويهيهاى دازى كروءاين م٠ىك٠ ر ى يبا ب ر و ك ي ر ك . ت  ا١٧[ ا

ت ]١٢ ب ت كرد، ا ى ا

ضية ف) .۶ ق ى C ال ه سا . نا ل

ب C ب) ى، ساو ع ت،.ب س ى ن١ عضو هر مربع ا ت. ساه س ا

؛ متناهى نمايش داراى C ب) ت ى يعنى، ب هى نفداد با ر\ آن زان ف  سا

ى غداد و لدمو ه ش رابطه سا اي داد, ن

و رح ت) و ب ٠با ر ن ص ا C ح x C ت، مزاقنى ن اس  و ح كد معنى دي

C x C ص با زيرووههاى خ ى ثا ه ت سا خ زي .دارند ي

ى رح ث) د عوا در ٠د(رد متوسط رث )A( اكر ق J د تابع ث ت رح ر ب  به ن

C d{ ١&,a{ با، د .آ ث كا عداد ن كه رند دا وجود B و A ثابت ا

eA\fi < A(?،) < e

ن كه رأ = ft. ٣١ د  log٣٢

ش٠٠غ ٠۵ ؛ ه ث ع ؛٠د٠د٠٠٠٠ل .٠ا ؟ ت س ت ؛ .٠ ٠>٠. . "ا < ،

ن  = ٠ ١ ١٩.. ٠ زأ ف ا ن حد ءا د ح ].١٢[ ن وا ر ل د ر ك  ا

ل ترابب به Pو ل همايى تبدي ي د ب و

a : P

P
١ ٣ V ١٥

b z P P I P P I ...

1
١

C z P I P P I P ...

“ i r I ١٥

d z I P P I P P. . .

لااينكه دليل اكنون مث )()I ىد روى خن ة با ر  y ١ v' ١/ ريث

تد روى  مانء :لم : ٠١١ )٣ اذة٠(بهيي خ ىكدأ عمن ۵ ر ر م  بيثن

ر٠ ت٣رلدئ دىئ

ى رح كروه شنما داز ، متناهى ب ت ي ب ر ن  كرده ثابت ليزيونول قع وا د

= ad اكر كه ]٢٣١ است  W١ ،7: ح ٥ هر ارى به و ٠*  با رإ ٩بيا

ينى يكز جا

C    ('. ,I( —  — a

ت به  از س آنكاه آوريم د

bed = ٥٢ = b* =  cرح = = ٠٢

) ٠ > i أ,لا'ل,»')١(٣ =١+ w

ك ى مينيمال نمايش ١ي است- رح يإ

f كروههاى .٣ b

ل در ز ام( كرؤ منهرم ن ١٩٢١ ا ويا  يارإدوكى با ازنباط در فوزن

ى٠اخ-تءر با ت مبتنى مفهوم اين اذ وى تعريفكرد-مطح ك مفهوم بر ا
ت. قرإر اين از و ٠انداز اب

ت رام G كرو. آ٠مىكويي س ى اكر ا - بد ما ك  هاى جموعه زير تمام جبرسي

ه وجود جمعى-متناهى،ر اندازة رح ت ن دبا دا  كه طورى به ث

.// )G( = ١ الف)

ى1به ،/M( - (د)،لم ب) y هر ة GA c G jA

ت نويمان نون كه كرد ثاب

ى زيبر بر و رم ى اكر (؛) د G از ووه ن ا ر آنكا، ب . لأم نيز ب ت ا

د G لأم كرو. رمال زيركرن N اكر (؛؛) ئ ا است. نبزلأم £ ٠ا٤آذ ب

نلأ ا ت ف.ن ، د كا ت d وCة ئ. ل iاز ذد1ءار . Lysenok



١١دركردهها رقد .فهوم

)iii( م حد ى و زم ازكروههاى خانوادءاى  اكر ي ق ن دبا اذًها س  ن

ت. زم G ٠اًذكا اس

)iv( ر ك د نوسط G رنم ٠زؤو١ ۶ ا وا ي ل رنم ؤ د ديك ت ا  \ذةاه ب

F ست. رنم يز٠\

ذ تقريباً كروههاى كه كرد تايت مىتوان همجنين ب  .تناهى .وضعاً و يرح

. زم د ت او مولد دو با اًزد ديكركروه طرف از ه ذ  ز كرو. اين كه هركروهى ل

ه دا خود زيركروه ن عنوا به ن د با ن ت زم ن ي - ن

ل در ١فوفر ر اولين ١١۵۵ ا ى إ< يودن زم سيا د بإ ك ت٠به كروه ي ر  و

كرد-يان زير

ة صي ، ذوذرا١ .٧ ن ت )١ر G ل س ا ا ه ت و ر لا و١ . ا ب  ور از }Fn{ د

د تء١د وجود G متناهى مجموعدهاى ن ا كع طورى به ب

٧ الف')١ ۶„ = 

ا ب' ا ا ; س .  ٠ء٠.

جا F مجموعة اعضاى تعداد معرف \F\ دراين A E j  F ضل معرف  نقارن تغا

. F و E هاى مجموعه ت ط واقع ر د ا ي إ ريبياتى صورت خولنر قضية ت ت

طم تجز.بهء مفهوم ت آلغرس ريمان هاى٠لآي م  دوبعدى خمي-ة ىكوييم٠ ٠ا

م تجزية M ريمانى ظ حيه دارد ن ى هاى اكرنا ع غ ض i ١١٢١٠." I Di جد f 

ه وجود M در ثن كه طورى به باشن دا

U  D % = M ؛١؛

D , C £>ل:+\ (٢١

ع٠ة ة
  = ؛٣١

ت 5)٠ي ح سا ت ٠١ م ا )l(d D i ط طول حي (و ٠ا م ن كه رآ د

ى به سان ه آ يل ه٠ ل ك ود ذ سى صفحة ى م تجزية [قليد ظ  صفحة ولى دارد ن

ى ك غ ب ا ي ت. بىبهر، تجزيه اؤاين ل س  ا

ا . . . }١ ,٢= i .، < را Di = ,-،:)}(را: ج ٣ |تأ.ا  ا

ظم تجزية ٠يك - هلآ٢ نن ت إكه٠مىكب توجه ا

f r i
٢أ;?

ا لاا = ث
UdDi)

S (D i)
؛ ا إ 1ئ

ل در ك ى جر آ' ۴ ث رث حة ز I ن را لولوى هذ صن ص لكوىد ر يول ز ا ٠نكا ث  ٠ هدم

ش اين مثلثهاى از يكس. هر مىكتيد. ل ديكر مثلث با آجرنر . انطباق تاب ت ا

ش. استغاده با ر جرن زآ زاي } تجزية ا ء ز } ل ة ت به  \ ر ر ف م م.٠سكذي زيرتعري

1. Folner

ر ورد٠ اف در * ء ز هكآب كنيد ٠ر'جل٠ اً

Magnus, Noneuclidean Tesselations and Their Groups, AP (1974)

۴شكل

ط مثلثى ناحية :٠١  كنار مثلثى ناحية سه با D\ اجتماع Dr شكل؛ و

هو Dr اجتماع :٠٢ ؛٠١ حي د كه Dr اطزف مثلثى ىها نا  ذترلا٠م ضلع ي

٠اًخر الى و دارند؛ ٠٣ - ٠١ در واذع مثلثهاى با

ى اندار بون ري ث ززإويههاى1 ه س صعراست ٠؛مثل s<أ = 7T ي (D

د جون و ي ر  س٠ ىكذ٠ وصل بدهم ز يمتبينها در نفطه دو Di ازاضلاع ه

00 = l dD i ذا ٠  = 00 درنتيجه ى تجزيه }٠٠{ ول ن بزى س

ت. هذلولوى صفحة ع ني

ه بر علاوه ناب م تجزية و خولنر نرإيط هرىطا ت ظ ريمانى، ىها خمينه ن

ة ي ف ىكذ.٠ بيان ز بودن زم و ينيرى تجزي. بين يق٠ء ارتباط زر ن

د نرض .٨ قضبه د M كي رد، ريمانى خمينه ي  يوسش M ٠٠ M و نن

م ط ر ن ظ د. 7٢١٨\زكئ H نرمال زيرئروه با ننا اث د\ر\ى M صورت \ين در ب

ت سنثم يجزيه ى ودء و١تنها و ةر١ ا ا ب ي د ى ب ئ ت وا) G يتب f د

. د ت ء.١۶ل ا

لانهاى تاكنون  كرنته صررت زم كروههاى كردن مشخص بزى زيادى ت

 بهايمانة اعمال با ازاينكردهها حاصل وكروههاى آبلى ردهءكروههاى است.

 ردة .منها رده اين يم.٠سذا ئى١.سد١ رثم كروههاى ردة ز نونى ،'ي);( - (آ)
خته ة نتا د ى لذا و بود نوزنويمان زمان در زم كروههاى ن  طرح به ز ل

ل داد- سرق زير را
E ردة آيا G ت برإبر ابندايى زم كروههاى  زم؟ كروههاى AG ردة با اس

ل ق به ]١٣[ غالهاى٠در كريكورجوى ١٩٨۵ درسا ح دى سؤال ا س  ض ا

. با وى داد. د ا ف ن ت متناوبى كروه ميلنر. سؤال به خود منغى سخ ازيل ا  ساخ

ق كه عل E به ن G . ت ب رح٠س نيزبه دومى سؤال خود متالة در كريكوربوفن

ش زيد كرد. م

1. M.Drty



ر١٢ ضى. نث ١ شارة ،٨ ل ما ريا

N F J زد٠ندكهكروبا كروههايى٤رأد ت، اًذها٠زركرو دومولد با آ س

AG] ويا N F

ح بزى س ى دوم مؤول به دادن ا هاسسته لازم ل ى ك  برأى يبياتى٤معيارت ي

رمارإهشود.٠غهوموو٠

ضكيد ر ط Gن ج و ء٠د١■■■ا دعل١{ ى٠ط وءة٠ل ت { 
و باتد. شد. وليد د F,, ا ر أ ؤ ط شد. توليد و و د 5 ت ن  .G = ٦لمه و ا

عدد ٠أذكا

|limsUjP i/ | TVn = ه

 كه است N از اعضايى مجموعة Nfi اينجا در ٠مىذامجم G رثد نماى ز

د. 71 طولثان ن در مفهوم اين اهمجت باث في  است. ئهفته زير ن

ضية ه و ؤ١ است ر\م G .٩ ق ؤ ١ت ].a ]١۶ ت ٣77أ — ١ \

جه. در Jو ب j t ٠كىو بودن زم G ن ٤ز1بهاذد  G نمايثى در N هت

ت ر و ه ا د ك ت ٠كرو ي ذ ج - ر ا ط٠  خ و . رب د و ت ى س ك ن ا ت ل و اولين ا

ى س رسى د نا ناقضى، مئال دادن ٠ئ I; 1 با كه بود ك AG حد  = N F رإ 

رد.٠ ك بت ].٢۶[ ا

ل در رد كردكه تابت ١آديان ١١٧۵ ا ب وو.أ و رنايد تا  ب

)١ < )١.٣ = a t , • • • , am xn ,ع١ =< B m n

ى رثد زىدا  ؤ ۶۶۵ و m. ح ٢ رى1به . ناي ت س بهعلاو. ا  كه زد خد

ى وى 11:،.،.':، رم روا اين .با ب د ا ف ست ذ ا ي ف ق ز س خوق ا  در ر خود حد

ل ء1ت ١٩٨٢ ا ] د ر ك ء.١ت

وكههرووهى اينكه يه توجه با ون دو.ولد ا أرد ٠و د آن زيد ئ رم ا
ت طرح٠ سؤال اين سمت، ي  با آزد كرو. كه دارد وجود زمى غير ٠كرو آيا كه ا

د. نداثته خود روه٤زي بهعنوان ز ولد٠ دو ه اين باث ل أ ن بزى ز م ي خت  بار ن

ى ك ن ا ث ول ت ٢٧[ ا وثاي حد كردكه ]

ة صي د .١٠ ن ردكه وجدد *ى١ر غيو ٠ر -٠ دا ذ ر د . ى٠ر ها ؤ و ى د ر ر لب

ست.١

ه اكر ه اين اثبات ب ي ف است. خاصى ٠كرو رثد تابع يب تنر بر مبتنى ن

ف . با وور د ا ف ت م ديكرى مفهوم از ا لأ٠كرؤT با  داد. ازثه رس غير ٠ك
ه ك ت ل ا م ت مولد دو يا زيروو*آرد ثا ي  ]٢١[ ن

ر ويزكيهاى دازى رم كروههاى ا ي س ب . زيبا ن ت د نرض ه ي  كن
,غع٠ أ . . .  توزبع باشد. G برى ى-مولد٠متأ مجوعة يكد S = دع} ,

ت ر G روى V احتمال ف زير دهور ىكذيم.٠ يري

(١5( = ١ ء = ±١ ?a٤)،p("  p(f(؛، < ٠١ p(؛») = 7

ل حما ت  + ٥٥؛ل انتنا وا را رب و .p(a(؛ با ب ل p.؛“i ا حتا ت ا ي ي ا  ب

دبا انتقال 11 از سى )G ىخنثا ءضو١ e به  عدد ٠ث

lim sup ».ة=

ع ز عب ى ث ت G طين ب د. با ىذاميم.٠ S به ن سفا ى برىابززI ا رض ثرا—كوث

م ح ١)( ح ءئ٤?٠"(ألل ء ، و ) >أ ١ = ) ح )
)e,K(٥e٠ ،) ه7(أ ل,ء)ه€ء€ ء)ة ,

= 7)٠أي(٠ا"

ف و ردابط اين از ري ع ي ى تعا ي ه ط ج د ب و ذ كه س

د. با حفا ع ا عا زئ ى ا ي ن' س-واذم اكون ط كت ر يا ع G يودن رم برى ر م

م. زكي ييا

ة ي ف ت ر\م ى .١١ خ و ا ر و ا ا ا ه ].١٨[ = ١ ت

ا ٠ءلاو ه ي ا ى خيإء ا ر و رب و ك ى لالبر.:"-اين و وي ن ي ر و ك ل داد«اذد ارئه ا

ى كه ه ي خ ث ك ٠ىدهدكهوو٠ ت د ٠داد ى ؛ربطه ت  -1 نه. يا ق رم اى٠ث

ة الكوريتم اين ل ده كروه دو اينكه ٠(يعذى يكريختى سا ه دا د  يكريخت ث

ن ت كا زم كروههاى ردة برإى ز نه) يا ه  سؤال اين به و ٠كرد حل زبهلهاى ت

ى ا٠كرو آيا كه وءء. ىدهد٠ مثبت ياسخ دارد زيرنعايى يا رندنماي

رشد سرى ٠۴
ت به كا Sو ٠يكماكرو G دراًن كه )G ١ S( مرقب جن  متنارن مولد مجموعة ي

G ت أ ، 5 و ا ا ة ك ى ي د سرى نام د ر ث ت G د ب  دصررت S د ن

د س ت ب س د ي يم-٠ز

،.)z) =  E ،J؟(jr
■6 €٠

ن زكه ت g طول l{g درآ ب ى است، S به ن ت G رند ر مب S به ن

ك وجه ىذاجم.٠ ك؛اا اكر ٠س

G = 7{أ l(g ٠(ء,)ج = ه}# ج--a (n 

د يع١ت ت  كروى رث ب ٠ا٤آذ باشد ،5.به ن

F s{z ) = f a {n )zu

٦ اكر نيز و 00 = In رثد تابع متدار G ت ب د، 1، نفطة در S د ن  باث

ا.٤اذ

ع١ ( ? ، ) = ع ل أ - ع ل ، _

لا١ = ٠ نرض با لذا » = ١ و _ ربم . دا

ة2"ب ) ح ع « _١( = ) ع١"ة ل إ ح - - ( ع , F( = أ s(z

1. AdyanA. Kesten



م و ما رشد ل م و را ١٣د

بآبرين

( )٠(ه » ) ي ء " = س ٠خ 7 =

د سرى ( ٠كا ث د سرى و ر ث ت  كووى ر ب ه 5 به ن د ب ا ن

ىذرذد.٠
ى اولين ]٢٨[ سرلومون ى بودكه ل د ر ث ر كا كروههاى ر س ب ز ك حا  م

ر كرد. لد ص ب ۴ ن ن ]؛٢[ كتا ي ر ت ر ى سرى محاسبة ٠٢۶ د  رشدكروهها

ط س و رت مت ك ى٠ز كا ى وتيا زكنت ى طرح٠ با ها س ر رت د  نصل ٢۶ تا ١۵ و

رم ها ب همان ب تا ل ك  و صغرها كه ]٣١[ كرد ثابت ر اير5ي لآن ذد.1٠شد ح

ى قطبهاى د ر ن ر كروههاى ر ث ك ا ى ‘ك حدها ن جبرى وا ت  بهءستناى و ه

ى صررت به غ ١ س جفتها  !كر كردكه ثابت وى بهعلاوه ٠مىشوذد ظاهر معكو

ى)يد صة ٠( ر كروه بزى اويلر متخ ت ك ا آنكاه باشد.  ك

(*)

م أكه٠مىكذي نوجه شا ر ى نوق موارد ب د ر ث ت ر ب طبيعى مولد مجموعه به ن

ركا كرو. ت ب ك ا ح رد.٠ م ذ ن بزى كه ]٣[ ٠مىكوي جيمزكانن ى ي خت  بار ن

ى مفهوم د ر ن ى اين بودن كويا نهودى واثبات ر ر ز ر كروههاى ورد٠ د

ة رد ث ى خصنه ن ى سه ها . ترستن از هذلولوى بعد ت ا ء د ي ت  اين بر علاوه ث

ى  اكركروه كه ۴٠مىكذي توجه موارد د ر ت ه كويا ر ت ث ، دا د ث ة آنكاه با ل  سا

ت' اًن بزى كلمه س را يني ردكه وجود الكورينمى عذىكه٠ بدين حل  هر بهارى دا

زد ٠كرو به متعلق كلمة ى كلمه اين ىكذد٠ تعيين ،5 توسط شده توليد اً و ا م

و . لا ذ ذ ف ض ن5ز اً س آ ق د ل ر ذ ا . ء ) م ي و س )٠س

ك ر دستكاه ٠ي ك ا ت ك س د زير نمايثى زى دا  اكر تنها و اكر ا ث ا ب

s = ١, ٥٠، ج5< t m*-t ج G ==< S

ر، 77عاوا = ١ ٠دراًن كه ك كاه ص وا €٣,٣,٠٠٠ا00{ ءآن { irisyt توجه 

ى كه ىكبم٠ و ،5 بين ى1زبطه وجود عدم عذاى٠به rn٥٠٤ = 00 قا و

ة است. ي ف داريم زررإ ق

ة ضي د نرض .١٢ ق ب ز دستكاه ١ئ٠ي 5( ك ك ا . ك د ث  ا

ء الف، ؤ د ا ن ا ى. ه ٠ا٤ذ١ سا

=1 <ءلاء ح ق1ا

ن ى رأ  m = تءع,لااا؛ااا l(w د

ذ١ ب) ء ذ١ؤ ،١ق د ت ا . ،١٤ذ١س

(٢-۴)
( - ) ا : )١ا - _ ) ا : ا :١  

F s z  - ج   F x z

ى٠ ممريف زى ٠ خ ثا ]٣٢[ مربع 4؛  ٠ئ اور ئ

K.S. Brown, C oftom o،... of Groups, Springer-Verlag (1982)

دربوع كن

ى محاسب برى بنابرين كنيد. مرجعه ]٢٨[ يا ]٢[ به اثبات برى  رثد ر

ك ش ٠كرو ي ك ى بايد كا ر روههاى٤زي رثد ر كت  زر L■ ‘:و كه ر آن كا

ة هاى مجوعه - مىئرذد وليد  ر ب - ا أ١١ز1 د و ود همى نتيجه ا٣أ  ن

F( كه s{z ت ويا حدند. وا هاى ريثه آن صفرهاى و ك

د رى٠ ن د كروههاى ر ر ى ىوكرومها دورى ىوكرومها اً يرخى بنياد

ن ر ها٠روي از س ي ت خود دكرى ز در ا د د ت أورده ي  وانع در ].١ ١[ ا

رد ٠كرو Fm اكر د وليد أ ط ٠ت ••, أي»١ { و • ,١« د, S = مه}١ , د ئ ا  ب

ى  ؤ ٣ يهطول Fill اعضاى تعداد اينكد به وجه با آنكا. ت ساو  بأ ا

١) " -١ — 771 ٣ ( n? رم ء ٣ دا

••• + z١(٣ — t  Xmz t  Xm(Xm ١= )F s(z

...'] +2)١ — t  (Xm ١[r? 112 + ١ =

— د ١ — )Xm — ١ (2 — ١ — )٢m — ١ةر

د رءا٠ ]٣ل كانن ث ٠روي كرومهاى ر

خإا'د = ١( ع] :ل ها ا١ت١••■ل '6[أ ه د . \  ٠٠ = دءك>١■••ل ة

سفاده با و g < ٢ زى1به ز ى ازكزف ا  آن زءسهاى رنكاميزى و كيل

ف با وى محاسهكرد. ري ى هخروطى وع٠ ت ه خي ى دادكه تث سها  ايزكزف. ا

ع g ب ١( د بيثتر مخروطى ن ت س  ضزيب بين بايمشتى ى1زبطه لذا و و ن

تدبه F$'{zتابع ى اولين بزى درنتيجه و آورد س ى بارر ها ه ر د  نديه رث

-ا±{ .ولد ا \ لأا ها٠د١ه د \ = ء { ه غ \ ه ي ت \ • • ؛5• ء < ٣ارى٠ر
داد: زرازثه صورت به

٠ ٤ ء ٢ ( ء ) = -۶

م٠ توجه حة حالت دراين كه ىكي خ از است رت عبا  كونة با روية اويلر مث

* ؛ ه > = ا ا ء ي ت ل

ف فلويد ض ى]٩[و ز ىب رل ر خ ه ك د دت و ىب ن كا ن ي ول (٠اً ا - ت لآثم١أ (
ى درموردكروههاى خ و س ولد٠ هاى مجوعه بدنام ٠ويز مولدهاى با ن  هند

 مثالهايى آنها ولى است مغر با يرير معولا ت٠ءبار اين آوردند. يءدت

ر موارد دراًن عبارت اين ارةهكردذدكه  نانغى مثالهاى اولين لذا و نبود من

ض ت به ر F,S)'١( = اً دادند. د

ل در .رىوالتر ى ى1خاذواد. ]٢٩[ درمتالداى ١٩٨٨ ا زفالها  نانض ا

)x(G ت )١' (١١.F دا وى داد. ارنه ر ن ابت ى اكر كد داد نتا ر دا «.٠.( < ١ ب

مجموعه

}m < إ( Tm ج ٠| (ه

ر G مولد مجعوعن يهعتوان د نظركرنته د و  در  )2( و F)؟.2( ا.٤اًذ ت

زبطة

ث،(ه )٢٢( ا خ ج ا ( ] = ؛ أ ( ء " )



١شار؛ ٠٨ مال وياضى. نثر١۴

ق د ن كه٠مىكذذ م د = غ٢ر*غm درآ ة ؛  اكنون است. واحد م،771 ريث

Fاكر كه است روثن s{z ى طب ه در ق ه واحد ىها رين طد ندانت  اًذكاه ات

)۴٠۴( 

Fاكر ولى s(z ى طب ى در ق ك ه از ي ه ها ريث ت ن ، دا د اث كا ب ت ممكن 5آن س  ا

ى اين و د قرإر بر شا ث ا ب ى مثال عنوان به ٠ن ن ا اً ه د سرى كه ديد ن1مىتو ب  رث

ت  ٠كرو ب ت I عبارت S = )٣١٣{ مولد مجموعة به ن  ز I س

f s z i r z f z ; - x z T

دنرض ي ن ه دو ٠;?ت ١, ٣ ،St ت 5 و Gi = Z ك ف زاين ن  باشتد. كروها

م1مىد ت G؛١ X Gy آزاد حاصلضرب رشد سرى ؛۴٠إ كه ني ب  مولد به ن

u Sy 5دررإبطه ١

ل + 1ل١ لآ س : ء س

ىكذ صدق ن ٠م بإ نا ى ب د ر ت G\  Gy كرو.رن ب 5١ ٧ Sy مولد به ن

M ■ ) - ,  m m

ى ز m )،٣( در اكر حال و ت هجم خو! بم، بكير ٣ با سا ث دا

 ١ + ١٠۴! -۴ت٣

١-٣٣;ل + ۴بأ.٣
Ft x

ذا ول

x ( G \ x G
- ( ج ن ء١( = - ل , (

د تابع لذا و يها سر محاسمة زبنة در ستفاد. كوناكونى روثهاى از رن ه ا د  ن

. ت ف بلويد ].٢١[ دوله؛رب ]،٣٨[ وكرأيى ا ه با ]٩ ا٨[ ويلاسي د عا ت از ا

كا ى بنيادى. ناحيذ ي ى روههاى رخى رئد ر ح و ر وكا ل ت ت ر! ك د  د

ش اذد-٠اوًرد س أنها د ن ش و ه ت مب ش ير ا ر ء ج و ر ناحية  عد
بنيادى.

ى ديكرى ثرا٠رل سة بإ  اتوماتونهاى از اسنفاده رثد، سرى و تابع محا

ستفاد. با ]۴٠[ نكارنده و ]٣۴[ اسول است. متناهى ن ا زا ع ٠روش ا  و اب

د سرى ى كروههاى رث ر يا ت به I  ي آورده|ند. دس

ا ك ى توناتوما ي ه نا ت، مت ت عبارت حال س ا از ا ك  مرتب يذحتا.يى ب

)So K١  ١^ ,5( = M ر كه ى A و 5 آن د ا ه د ر هى ب جر و متنا  م

د ن ست ى و حالتها مجموعة ترتيب به و ه د ٠ناميد M الغبا ون ىث  به بنا ٠م

s تعريف،  X A -4 S : /، 5 اننتاق. ناع Y  C ى جعوءة٠  مجازو حالتها

S ت ج ى و اغازى حال S حالتها Y ى  هر دارند. نام مردود حالتها

ى اتوماتون ت متناه ا با مىتو(ن ز M حال ك ر و جهتدار كرإف ي ) د ب ب ر  ب

ن متناهى د نثا ى .دا سها ف ا زكإ با ذ.’٢ S\j  به ٠٩١ رأس و ند،1٠لآ اعضاى اي

ب ج ر ل  ب م و .د۶مىئ و انوماتون زبان ].٣۵[ .).'لم١١("< = •١٠١ ا

٥

حالت متناهى ازمازن ۵شكل

M جون كلماتى مجموعة A ت ءى١غئ٣ ٠ ٠ ٠ ياءك٠ ج ااكر اكروتنها اس  ب

ع ر ت از ن ر طى و آغازى حال ي ي با م ها جي ر  Oik ١٠٠٠١^١ ترتيب به ب

لأ٠ برسيم. Y از عضوى به ت متناهى اتومان زبان ث ل حال ك  تناظر در ۵ ث

د نزجه است. مولد دو با ازًإد كرو. اعضاى با ١_١  اتومانزن، اين در كه كني

ص S• با آغازى حالت خ ه ش د . ا٠رس مردودى حالت هيج و ث د ث است. ن

ه(كر اكنون ذ٠د1د كروه ب د و  5 با S متناهى مولد مجموعة با G ث

5 = S، توناتوما M ن إ٠ر ا ن ت ب ب م ن هي  توسط يذيرذتهثده زبان كه د

iL M iM با G ى تناظر در ف به ي دبا ي  متناظر اعضاى طولهاى و ث

Lدر (M و G ى و د سريهاى ٠اًنكا باثتد، ما L رث {M و G ن ا ك  ي

دحوا د سرى بود. هن L رث (M صررت به ز

ح ء ا (١ + ص )لم7=

ه1 71 طول به زنجيرهاى تعداد  درآن كه ك ت ضند يرننهيذ  توسظ س ى ٠م

ىكتيم.٠ تعريى

د مرى كه آنجا از ٠مىنامذد نيز M رثد سرى ا٠ (تذ)ط  تابعى M رث

تكويا ضدكه٠ نتيجه ٠روثر ازاين ]۴٠[ س تكويا تابس G رندكرو. سرى ى .س

ى محاسبه رونهاى از ديكر يكى ها د ري ى از استناده Iرن ها ه كا  دت

ى زي ز ا د نرض است. ب ي s متناهى مجموعة ك  =  S كرو. مولد G -باند 

S الغباى با كلمات تمام مجموعة أ S مىكيريم. تهى كلمة با همرإه

ى دستكاه يف زي ز s از R بون ناتهى زرمجموءه(ى S ^ى با  X S 

. ت ه1 اين هدف ,لا)،7(ر R ا ك ت ى٩ W ع S* درهركلعة س هر جا

ة ع كل ،أ ذ ن ‘نرردهيم  لا' كل إب ب ل R ا٠سكذي نرض با ا ى ن عفاي مررت به ا

)v زاين لا)١ زا ن It ~4 Iد صورت به ز R اعضاى بعد به نباند-وني نا م ن هي ىد  م

ن ا رإ وآ ك ى نازن ي ززس ا  وكلمة با ك  استعاده با ٠مىناميم زع٠علم كلمه ي

ة ازاين م كل ز ز =  نا  UtyUWy ةبه م U كل )\VW y = د بازنوتنه 'رلا و ش  ٠س

ت اين در م حال ي ي ز ن و !  ٠'رلا س ر ا ى كا ز ءا د م دلا سا مي ا  ٠سن

. نين قوا ز ا متناهى تعداد كاربرد معناى به دلا ~4 رلا' كنيد نرض حال د ث ا ب

 توترى (ر،',لا) ج R درآن كه 71—►٠٧ قوانين مجموعة يا R الف)

د ب ا د ٠ن و ذ . صورت به نامتناهى دنبالهاى اكر س . .  دلا —► ادلا -4 ",لا .

.د٠ث با شته ا ند وجود



ما وشد مغموم ه د ول ١۵ب

 وجود لاء' *+ لاأ١ و (» *+ أء،ا از اكر */)نامم همتارا  R ب)

كه ود٠ث نتيجه لاء٣ يون كلعداى

ر L' R ب) ا م٠مىذا وضعى٠ ف ه دو هر بهارى اكر ي د ى ا ز  ا
ى الا ^ Wr و (لا ٠ ;لا١ دا ل ه وجود (لأ٢ جون ك تت د دا ئ ا ٠ك ب

.s;

كه 5 روى R ستكا. د ت) متا و نورى ن د با ر ه  كلمة ميم. ىنا٠ كامل ٠ ث

ر رإ '٤٤' ذبذئ م٠مىذا R تحت حويل ظ ز ء٤لا نتوان اكر ي و ساده R هوانين ت

كرد.

ىكنيد رئ ى لاء ج S طول ن و د سا ث ا ة حرنهاى تعداد با ب د د د ل ي ^  ت

ن اءلا! با وأزرا لاء'ا ب. ننا د

 كه ثرد نتيجه W ٠* LU از اكر يما٠مىذا هكن١ةوت ول٠ ز R  ث)

1 > Iwl1'لاء.

ت روتن ى تربب ر٠ كه ا ى S د رب  بآبرإين ^.۶ الغا S* بوى ت

د مرقب ازابتدا اكرء ث ا ئ وبهازأى ب ر ه )w, V( ه ئت م دا ئي  ٠|لا| > |،اا با

ى يود. خواهد طودكوتاش R آنكاه م ه هر كه ديد مىتوان ا ا ك ت  طول د

. نورى كواهكنا ت ا

ى راى .٣ لم هها حكا ى مناهيم وزى. د ر ا ى د ف ر ا  موضعى ف

] ذ ل\ د ء-٣٣سا

ى هاًاذ ى ء اكر ديدكه ىران٠ ي ن طول دستكاه ك S روى وكامل رتا

ب هاى مؤف مجوعة P و  ممتع. هاى كلمه مجعوعة جنى t R اعضاى ب

ى٠ويةي با شد زيد ا  با

ف؛ T ا P ج و ر٠ رى1به ’،,

ر دو هر از ب؛ ا ديكرى لمة٤زي مجيكا٠ P عف د ث ا ب

واكر

)R ج )Vi  (■(،,:, Vi = ،و)١ل  ى = ا

ي نمايش ه و ر ك د G ب ث ا ت ٠ي ر آنكاءكلما حويدناين  صررت نوابن.?ل تحت ت

ى زمال عفا د G ا ت ت .ه

ت زنجير مفهوم ‘كرو. اين رئد رى٠ كردن ييدا بإى ع دنيزكلعا  ممي

ف زير هورت به ص  ء.٠سكتي تو
ف I ج Pهرعخو (؛؛ ةبا زنجيردنتن ي  ىذأسم٠ ١ رب

ذ( ق زنجير اكر ؛ا ى دني I بهار k ف د شده تعري ث ا  زنجير .ب

)fc,'tt،ا٢ا' • ,١ ئ ة ')ء،١لأ ي ن ه از د ب ت ا }k + ١( 'ر ذ ى م٠م ر ب ك  ا

ق ءء')١١ءء'٢١"*" تع،ء' ( ي د دق ش ا ة ب م كل ع و ت م ت ءأ م د ياف و ث كه ن

ن ا.'آ و،،'بين ر برا إ داد- ن

1.  -oiifliient 2  rigorous rhaiir

ن ت لاث ة يكة فغط دقيق زنجير هر به كه اس ل ق ك ل  ىزان٠ و٠ به ت

ت م1مىز اكرن داد. ب د سرى ب ى نعايش با G كروء رئ ه و ر ك ب نوق؛ أ

ت به بإ اوريم. د

ة غي د نرمنى .١٣ ذ ط G كب ه داده خوق نمابش ؤ د د. ث ث ا ز ي . ا ا ك ت  د

س و ن ا ش لوق٠ و ل٠١ك R ب د راه ت ا ط دو و ب رب  صدنى نوق ؛٢١ و ؛١١ ت

آنكاه كذ<

١i H  = 

ن كه ه b%i درآ كل د دا ع ت ذوزا٠ مه هاى ت ن ززتجيرهاى١كد اس ي i ربه د

صد وذ.٠ حا ىذ

ذ علانه حراندة ش به تاتبا بزى مىتواذد م ؛۴٠[و ؛١۴[ ازمرجعهاى ي
كند. مرجعه

د. با نكارده سفا ى خرمول، اين از ا د ر ر. كروههاى رن ا  جمله از بي

ى . كرده محاسبه وإ رويه رثدكروههاى ر ت ا

ى كنونتا د ر ى هاى ده خانوا رث ر  صهمحا مولد—متناهى ؤروههاى1 بيا

د د٠ث ى بررسى ولى ا حليل ى٠ خاصى ت . نكرخته صررت آنها د ت مثلأ ا

هذلولوى. ١٤غذرد٠ه هاى٠برإىكرو سرى اين مىكذكه تابت ]۴[ در كانن
رد. بنيادى ناحية با هذلولوى هركروه(زطولباييهاى يعنى ث . يا كو تابعى ن أ  ت

د. با همجنين سفا  متناهى مولد S الغباى با حالتى متناهى اتوماتون از ا

د ينيرخته زبان كه iG هذلولوى ٠كرو ا در آن توسط ٠ث ك ر ي كابه تنان كا ي  با ي

G ،ه ثابت است د د سرى كه است ث ت ى رث  و اجويت ٠؛٧ و ۵[ كوياه

ر رندكروههاى سرى همكازنش ت ي ل ا د ك ل م و ا ب

=  ١ذء؛”ر?ا ت .7(عات   c  I f 

 محاصه ,11 =٣١٣١•■■ ,111 = ١ بز و .7، ح ٢ و 111 = 77 بهأرى ز

رزبا اين آنان ٠ذد1آورده بةهدست كويا وتوابع كرده كا ازيكط اسسغاده كا س  ٠د

ر غير بازنوسس ما ى٠ هت . با و }٠تأ١ X ١, تمة١ تمة { الغباى د د ا سف  أ٠ذر از ا

س صارى حال اين با دادءاند. انجام ميبل اخزار رند سرى كه مىزذذد حد

٢( كرؤ ى٣, ى ) م ابع م - ا د ت وا رغم على ا د توابع بددن ك ى رئ ر ا از ب

ب تيليكا كروهها، رد ؛٣١[ وثار ك بت ه٠ثا ك د  رويذ ٠جابهجاكركرو ٠رو٤زي ا

Gy ت  ؤ ٣ با ن ي ه معرنى مولد به ن د ى ‘٨ صفحة در ن د ر  اصم رن

دارد.

ا1 د سرى مفهوم بارتولدى خي ى نحو به ز رن ر كي م ن  و داد. تعصم ب

ى مفاهيم ى و كامل رثد ر د ر ى١ءمل رث ت ٠كرد معرنى رإ و  ؛.١۵[ ا

ش از يكى و كريكورجوف . با ناكردان د ا سف  سرى ؛۴٠ و ١۴[ رونهاى از ا

كردءاد. محاصه ز رويه كروههاى كامل رند

سخن لآيان
ع با درارتباط بز صبارديكرى مفاهيم د سرى و اب ولد٠تذاهى_٠ كروههاى رن

ه معرنى د ة از ؛-١۵[ ذد1مطالعه مورد و ن د نرخ مفاهيم اين جل مينيعاو رت

1. co-compact 2. Baumslag-Soliter



ر١۶ ى، ث غ رة ٠٨ سال ريا ١ شا

ت. ف به بنا اس ر تعري ك ع S’(n.7( ا د تا ن ت G كروه ر ب  مولد مجموعة به ن

ه1 .4 5 ا ة

٠٠٥„lim .7؟)G ) =  inf

G متماهى مولدهاى تمام مجموعئ روى ياين ن ر ر ي ن ين ب آن در كد ر

7 دربارة أمجه تمام تقريباً مروناميم. G ميبمال رئد ئ ٠مىذرد ب محا
ت امده ].١۵[ ا ا ١۴ صيه٠ در ت مطوم ا

د عصو 771 نوسظ ث 6ا١ة٠آق ا ولد أزاد .وزه ه ئ د , ث Fm و١ذ) ذ ضي ١ق ۴ .

j Fm  = ٢ — ١771 =

)ii( ض د ز ب د H ك ؛زير ي و ى با و ع خ ا د. ووه ؤ١ متناهى ت  ثدهء نا

kG و K ت خارج ٠يكاكرو م . با H ق د  ريم دا ث

و ف)ا )١ال ر ا ) >7، كا )١.أ # ) >7.

د ب) ) <١ ا " .G(7( < ١٠ا٤آذ ،7(
ى دارى Gب)!كر ت ي ا  آنكاه باشد ربطه r  ،7  ،77ومولد 7،با ن

١ > )7)G‘

و ت) ى دارى G ا عايئ  7\_„' ٠ • • ■ ٠7"١ ربطة 7، — ١ و مولد 7، با ن

د ئ ة1بهاز 7خ' = )٣ذ(. درآن ى با ل ك آنكاء ,k < ١ و T. مانن ى1ذاتهى ى

ل يعن دارآئ١و ا : حل ٠م ه د ث ن

ر روههاى رثد سرى ٠ ١ ساليت كد ومل با

G= ؛)7,١,7؛ا7-,١٤٠ءأ7=, ء٠٦

س ردا جا ري و

)٣[ = ١a ١- ٤٠٣a t ] = [f o r ة١,٤٠ a~١,ل ,6|\ab( ل٦ت 

بهكذيد.٠رمحا

ى . ٢ رنايد روههاى رثد ر ب

>١ = ۴|a„ i , ■••٥١٠ = < )5(771,71

ه محا ر كنيد. مب

ر روههاى بزى ‘مينيمال رثد رج *7 دقيق متدار ٠٣ كت  وود و كا

ى- مجوعة هر يدارى كد دارد وجود G بون روهى لا أ. ٠٠ ه  ولد٠متآ

S. 7( = ١ ولى 7)'ة۶(ء < ١)G؟

ن هذلولوى ى كرومها بزى ا٠ 7 حدود -۵ ب كتيد. ت

ق متدار -۶ د وكروههاى رود روههاى ورد٠ در إ7 7 دني ت ك ن كا ي ت
كنيد.

ى ر ر ك س ه مياوش رآقاى1و٤ز ازامتادان سيا ىك ^ذ ت ه د ث ا ه ن ث  تهين ي

د مطح ر نوثته اين د ه و ر ت وث س ت با ر د ى و مطالعه. دق ها هاد  يثن

ى يز٠ و دادند اى٠ارزذد و آفا لا سب  با ازكفتكو كه كريكورجوبى ايوانويج ر

ن .رم سكزا سبا بسيار م،برد سود مقاله اين نوثتن در اينا
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حد. مقأنى. رى جلودا . ٢٠ ة م . شرى. رال ئ ى د يف ثر منعت

د ٠ ح . ذىا1مت رى بلودا م كأ ئ ن ى علإمع دا طباي طإ

ى آدمهاى شين و خ ن دنيا دراين ا ا ك د ك ن ت ت با رتىكه1ءب هر ٠مىكذذل ه لا ع انتكزل ع و ر د ث ر اً ث م ة دازى حت  ه

ه٠٠٠ا خواصى ك ت آنها ت و د داشتد انتكزل دارند د ث ا ق رياضيدانهاى ما ففر لبن؛'I موضحع اين ٠ي ورد ز دقي سآ ر ٠د

ك ولى ى ز ٠بيز ت ئ ت اين درمىاًورد بإ نكفرما ي س ى ى ا ت جواب يه وقتها خيل ر .٠ هم د ذ ز ى

ن ي ن E( د . .1. M cShaiie(

ص !وش از نغل ۶١١ص ٠۶١ جلد ٠١ك٠ر ر-الغى ان
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