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زباناخ: قضية ريخجه ها وتحولات. تا

ن ادوارد و تاريجى لارنس ب آ ث ت ك  ب

ممقانى رى جلودا محمد ترجمة

معدمه

خ قضية بدون ن-باذا ىختاا با متغاوت بمعيار ساختارآناليزابعى ها ون  ثى I ركن

ه معلوم جمله، از سبود- د ه اين كه است ث ي ف ر صورت ف سيا ى ب  از مناسب

ل معادل فضيه (اين است. آناليزدانان اى انتخاب موضع اصل غ  انتخاب ا

ة از اتفاقأ و نيست ي ف إ ق .ىثود)٠ نتيجه است، ترضعيف أاكيد كه لايهياف

س ى هلى و ر. ه اين اولي. مورتها ي ف ب رتلاطم دنيءى در  ن ضيا اوايل ريا

 b قضيه حقيقى صورت هم از مستقل باناح و هان ٠كردذد ييدا ١٩٠. دهة

ر .كردند ثابت ١٩٢٠ دردهة  كه داد، تعميم مختلط وع توا به ز آن هورى ٤س

R بدانيم اينكه مخض به e f x  — i R e f i i x = ،سادءاى برهان (ل)ر 

 تابعكهاى دكي ب به ن1مىتو  ييوسته خطى نكاشهاى آيا داشت. هد خوا

 اين اما، نمىتوان، كه بودند كرده تابت قبلا مازور و باناخ داد؟ كسترش خطى

 داد، آن به قطعى ياسخى كه ١ ٩۵٠ در ناخبين قضية ر انتنا تا كلى سؤال

 باناخ—هان قضية رياضىاىكه دنياى دربارة دراين.مقاله بود. مانده ياسخ بى

به ٠مىكذيم بحث موضع.انتخاب اصل با قضيه اين ارتباط و شد آن وارد

ق ب ا آن وا م زب دا ر ى و س عف ى رخى و ييامدها از ي ا ه ه ي ز ى ا ل م  آن ا

هىكتيم- بيان

سة ٠ ١ خ قعك ن-بانا ؟ ها ت ي ج

ه از يكى ش1وكارإيى زيبايى علت به باناخ—هان قضية ي ف  علاقة مورد هاى ق

ه٠هرآناليزيي  اصل آناليزى صورت ازقبيل يكرى د القاب قضيه اين است. ى1ث

 صورت دو به قضيه اين دارد. هم تابعى اناليز تاج جواهر و انتخاب موضع

 وديكرى مغلوب كسترش قضية ا٠يك هورت به يكى است، شده بيان [صلى

 كسعترشى صورت اصلي نمونة نكر به دراينجا .جداسازى قضية ،٠يك صورت به

د فرض مىرداز.بم: ي ى M كن ي ا غ ف ر ى از ز خا ى ن ط  باتد. M ى X خ

ن جني دفرض هع ي ن ى زيرخطى تابعكى V ك ذ ي ش و زيرجمعى ٠( ت) هم  شب

ى نرمى ا و باشد X بر ط د M بر خ ث ا است. غالب آن بر آنجا در P كه ب

1. u ltra filte r 2. M azur

 \د تمام به ر زI F جون خطى كسترشى كه است حاكى هان-باذاخ قضية

است. غالب جا همه F بر P كه دارد وجود

F X F < p 

I J < pM

 درجيست؟ قضيه اين اهميت ٠٢
ربردهايىكا بزى بهويزه كه است قدرتمتدى وجودى قضية هان_باذاخ قضية

ل در ئ ى سا ط ل خ ك ص ت ا ى دارد. ف خ خ راههاى از ر و ه اين ر ي ف د ن

ان ءبارت(ذد تابعى سرتاسرآناليز

دوكانى نظدية ٠

iX : D بردارمتدار تحليلي تواح مورد در كوشى انتكزل قضية ٠ —i X 

ى  كه ٠۵٨إ است  مختلط صعحة در ى1مذه1د D و خنابا خضعاى ي

]١۶٢ص
نرمدار فضاهاى در خطى معادلات دسسكاههاى حل بزى هلى معيار ٠

ى. ى(ر. زاب ش با ى. ۵ بخ ر ز ]).۵٨[ وني

نااز نإتر قضيه، اين نقوذ قلمرو ى به ليرتابعى،آ ها د ش حي ر ست رك يافته زي

]٢٣[ تواحكرين وبود رهان ٠

ة حل ٠ ل ا بعد؛ به ١٨٨ص ،١إ باناح توسط اندازه، ((سادة)) م

ظريذكنتدل ءكاربرد [درن )۴٧[ ].٨۵([ 

د٠ ر ر ا ب دررذاههريزى ك د ح  ]٢[ ب

د ر ر ا ك ]۴۶[ بانيها نظرية در •

؛.٢١إ ذاميكا٠ترمود صورتبندى •



ليزأنا مختصر تاريخجة .٣

رن رف زدهم، د راين بود. ?'تايى»٤(( معناى به ((بردار)) نو خ راوا ان معناى قرن، د

ممنا بين شد. هم ((دنباله)) شامل و يافت توسعه ي ىهند ه ط آناليزى و س  نق

 به {(اثبات)) منهوم كه كفت مىتو|ن حداقل و ىذد٠ ييدا كدريى نماسهاى

كا .نبود دقيق وجه هيج مباحث بيثتر در مروز [ كه قضيه_برهان، هندسي سب

ى منتظر بايد است، معمول رياضى رنثى و هبلبرت ٠تأذو ددكاهها  همنك

داآنا مىماذد. ين رى نان ل  آن دربارة ر خود ددكاه صرنا مطلبى، ((اثبات)) ب

ح ردذد٠ توجيه ر آن بودن معتول و مط ه نهسنامتا شيو. اين .ىك  روش ثبي

٣.٣ دربخثى است. يدجد عصر در ((اثبات)) برارئة عى جتما I ((علوم)) شتإبزدة

ى كه داد خواص تمح ش ىضدانهاربا حت  اين از اويلر و فوري. جون بن

ظ حا ه ا ل د٠ عمل بىيرو| حد ب رد ك ى

 و شد (ناليز وارد بهتدريج ساختارى مناهيم ١ ٩ ١ ۵_ ١ ٨ ٩ ٠ دورة در

ت ردهاى استاندا قرركرفت. ينيرش مورد هندسى ديدكاههاى  بياربالانر دق

 كردند. نرهم ر متغاوت مبحث جند وحدت امكان جديد انتكرلهاى و رنت

ساختار ١.٣

ى كه بود شده بالغ حدى به رياضيات  اشياى روى عمليات ميان ثياهتها

 هويت ثباهتها اين به كه بود لازم رهى ٠مىشد نمايان متغاوت. معشخحس

صى خ  بهعنوان نظر مورد اشياى كه بود اين نهايى جارجوب شود. داده ش

ا٠ اعضاى  از آنها متقابل اثيرت كه شوند نظركرفته در ٥دلخوا مجموعة ك

 درآنجا، داد. ح جبر در نخست اتفاق اين ٠مىكذذد ييروى خاص قواعدى

ى ]۶٢يأذو[ غا ل حررت به  خطى تاح و ردارى ف م  تعريف مرضعى ا

 شد نمى ديكر رتيب اين به نبودند؛ دذبالهها و ناييها))71(( رها بردا ديكر كرد.

ه1د دقيقا ك ت ساً ينكهI جالب .جيستند ((بردارها)) ذ  برى ر ره ايزكاراسا

 اكر اما، كثود. تابعى هاى نضا بهويزه ٠٥دلخوا بعد با رى بردا نضاهاى ورود

 يئانوتا انديشة نوشت، خطى نضاهاى مورد در كتابى ١ ٩ ٠ ١ در يينكرله جه

 مجموعة بهعنوان نضا يف مجرد تعريف لبكرزمان ٠شد فرموش زيالى حد

 (اصطلاحى ئروه بود. رسيده نر كنند. ييروى معينى عد قوا از كه ((اثيايى))

 ١٨٩۵باردر نخستين برى ٥ دلخوا ى مجموعه! روى ست) كالوا به متعلق كه

. تعريف ١ ٩٥٣در ن١ميد و وير) ^بهوسيلة د ث

ح رى قد ساختار ايدة ينيرش ٠درآاليز ر جب ز را رت  ممشخص اشياى داد. دي

ث دراين ح  يافت. ادامه تاح دقيق منهوم دربارة سرديممى اما ندبود ح ذوا ‘مب

ر تابعى )١ ٨٣٧ (در يكله دو دا مق ا1ءدد ك ي ى متفير ز ا٠ صورت به ر حقيق  ك

 ريمان كرد. تعريف اعداد از مجموعه دو بين همبستكى يا تناظر، جدول،

ى )١٨۵۴(در لات ى مفهوم در شك ود ن اينكه برى وى ىديد.٠ تاح ثه نثا

هد ب تابعى است، ابتدايى بسيار تاح مفهوم از ما ليمل ب ح ر كا ب  سرى ي

 به(رىو ييوسته مستقل متفير ركذكا٠متاد. رى1به كه كرد تعريف مثلثاتى

ى مثال است. ناييوسته آن مقاديركوياى  ازتابعى )١٨٧۴( وايرشترس كلاسي

ر جا هيج كه  به ر موضع اين است، ييوسته جا همه ولى نيست منتقيني

نا جنمكيرمرى طرز  مورى وايرشترس، ددكيند، كنفها، اين نتيجة در داد. ن ن

ى به ر ع -  روثى مختلف، مسيرهاى ز Iوكامتور رد ستاندا I زكنجينة I بخش

د ليزآنا د ب . ت د ن رد

ر يينكرله ر - قائل تناوت آن مقادير و تاح بين بايد كه مىكرد اص د او ث

ت٠ ى نريا ى نا ى ضدا ا بهعنوان تاء خود بررس ر ك ل لوجود ي ق و ف

بكنشتاين ادوارد و ناريجى تحولات/لارذس و تأريخجه هان-باذاخ: قضية

 كربتن اشتباه ديكرن و او ر. ا Or( نه ببرند بعءكار ر ا بايد مقاديرس، از جدا

ت آن ماتريس با ر خطى نكاشت يكط ب  خاص مختصات دستكاه يف به ن

نو ٠مىكردذد تقبيح ي  در دارد. وجود متأسنانه هم هنوز كه است ى1مسأله ا

 )١٨٨٨(در ولتر دارند، موجوديت خود خودى به نواح كه نظريه اين رمتاى

 مانند جديدى هاى دامنه بر كه ثوند نظركرفته در توابعى بايد كه كرد ييشنهاد

كا ييوسته خمهاى تمام ري  انجام آنها روى وآناليز شدءاند تعريف مرح د

هاد تويولوزى داشتن دست در بدون شود-كه ت. سادءاى جندان يينن ي  ن

fonctions ر جديد ع توابع اين وى de ligne ،كه ناميد ligne خم 

خل ييوسته كا دردا است. مرح ي

ت؟ خم :يرسيد اعترض با يئانو اما س شبيه جيزى معنى به كلمه اين جي

ر ري سة خ و ؛ ١[ ي ءدر أ ر حدم خا خم يود. وا ن زيبايى ٠بيأنو يزلن ف ا ت

يفتن نر آدامار ولى ىآورد.٠ بهوجود وسيعى امكانات جه تعريف اين كه داد

هاد شن ن ولر ي أ ر و د  ازننواء جديد تو'ح ١٩٠٣ در وى ىكرد.٠امرر ئ
 در .نبود تازه موضع اين از بخشى ناميد. تبعى آنانين ر آنها آناليز و بعكا١ت

 نواح آنها دامنة كه ند بود قرركرفته توجه مورد بعى يوا نيز ١٨٥٠ دهة اوايل

 اين در كه جيزى اما —انتقال عظكرهاى لايلاس، يلهاى تبد منتقها، — بودند

رد1د تايمى زمان رب كا  از يبنى كه عدى قوا بود، آنها مورد در جبرى قواعد شت

ط ىكردذد٠ نكر آن ق ود اعمال براعداد بايد ن  و.يؤيهاى مطالعة زمان اكنون .ث

بود. رسيده نر عملكرها اين تحليلى

 كه هايى مجموعه مورد در ر ييوستكى و حد مفاهيم ؛ ١ ٩ ٠ ۴ [در فرنه
ض نبودند د Iعد I از مركب  تعريف ر يف متر كنونى مفهوم ١ ٩ ٠ ۶ در او .كرد م

 اصطلاح اين است. نبوده متريكا نضاى اصطلاح واضع وى (صمنا، نمول

ر هندسى بت  متريى نضاهاى و بشنهادكرد.) ١٩١٣در هاوسدورف ر ماً

صى ت به وى ٠بررسىكرد بودند ازتواح ت٠عبار ((نقاط)) درآن ركه مثخ اهمي

م هي ض. منا د أنها بر و برد يى جدايىيذيرى و كمال نتر ي ك  كرد. ا

٢ ذ ٣. ي ز٠د ا د ذ ا م ث ب س _ ن ه

ه ))زى ط جبرى (( فرما و دكارت بهوسيلة هفدهم قرن اوايل در هندسه د  بود. ث

م قرن اوايل و نوزدهم قرن اواخر در ست  ر آناليز كه بود هندسه تلانى نوبت ي
ت ((هذدسازى))كذد. شمي س زبان ]١ ٩ ٠ ٨ [در نرته و ]١ ٩ ٠ ٨ [در ا  هند

 واز |اءء|ا) كنونى نماد (با نرم از نخست و كردند ثم ٢ هيلبرت فضاى وارد ر

ت نرم برى مثلث نابربرى  خطى دستكاه حل ريس ١٩١٣در كردند. صحب

همكن

O = ٠ , ١ > ي > 71 inX n +٠٠٠ + .\\( = )f i ( x 

x يون عنصرى نتن يا برى اقدام بهعنوان ر n = X كردكه توصيف

د آمد. يديد خطى برفضاى ز .ا . i = أتء)١, Clin( درأن راكه١ , . f i 

 مكمل يانتن برى اقدامى بهعنوان ر معادلات دستكاه حل يعنى، باثد؛ عمود

.. ر،١ از آمده يديد خطى فضاى مخامد  t اينكه مهم.ز كرفت. نظر در ا7أ ..

 ((متغيرها)) همجون حالتى و يافتند رتقا بردار) مرإتبة به ٠طها يعنى ((معادلات))

 كفتند. سخن مغامد بسطهاى از نيز وى مكتب ن ييروا و هيلبرت ٠ذد كرد يبدا

 هايى ايده ]١٨٩۶ [در مينكونمكى قبلى بركارهاى تكيه با ديكرن، و هلى

 هنوز ها انديشه اين ميرث .كردند ليزآنا اصطى جريان رد وا تحدب مورد در ر

ماست. استعادة مورد

٧



ى،٨ ض ؤ ر ر ث ١ شمارة ،١٧ سال ن

ت٠د ٣.٣

 و آن اعتماد بل غيرقا ى شهود جنبة هندهم قرن در لبز آنا عمدة عيب دو

ت شهودى، هاى (يده ازاين ذموذه|ى بهعنوان بود. نمادها با صورى صرفأ محاسبا

س ٠ءقب ب جز اندازأ به كه ((كميتى كه: بود )١۶٩٣( برنولى يوهان عجي

ة بينهايت جك و ود٠ كم نه ٠مىشود زياد يا كم ك  طوركه همان زياد))- نه و ىث

JS اسقف j Vj با شد، متدكر عصانيت با ١٧٣۴در خود ذازيست١ دركتاب 

 شبح (ل اين نند مىتوا آنها وإذ خرما هم و رند دا ز خدا هم آناليندانها ديدكاه اين

درنظربكيرند جيزى بهعنوان استدلال آخر مرحلة تا لآ ديوانه محوثدة)) كميت

ى و ج يهعنوان  آن ب ز ه ب ن از يرخى رور٠ا بريزند- دور ب يذكا ىي ض ر.ا

 مزتب هاى جمله اما ىبرذد٠ بهكار »كوجكا صغر (( ن عنوا به وا dx ربردىكا

 ٠مىكيرذد ناديده دقت، خاطر به نه زحتى. بزى ز غيره و dx idx بالانر

ت در (ويلر  نظركرنتن در بدون حاصطضربها و سريها با نمادى محاسبا

ى٤هم د ٠اي ط م ا ن ح٠ xn/n بابرى بزى وى «برهان» بود. س „  أ'ع = <

ستفاد. ط ونتى از((حد)) باا ب ر دوجمداى د

ئ = ١+ء + س )" + ( ا

. .ا - خ ا ,

ى بينهايت سمت به 71 ويا ىرود،ك ن وجدا كار اين سعلمأ است. واقعيت اين م

ضى ر اعتزصات ءلىر-غم ٠ذمىكرد أزرد. ز او ريا ي ب' نيز فوريه ٠لا ركتا د

ى تظريهء عنوان با خود كلاسيف حين La(ؤما ت theorie analytique de 

la chaleur است. نداشته مورد اين در خاطرى دغدغة ١٨٢٢ سال در 

ط از يس وى س كا صورت به خاصى تاح ب و سيتوس ح توا برحسب سرى ي

م تعميم هرتابعى به ز نتابج همين ((مىتواذيم ىكويد:٠ كسينوس، هي  حتى ‘د

ة نمادها با وى ))-ندI٥لخوا د وكاملا ناييوسته كه توابعى به ي حا  انجام صورى م

ى سينوسى سرى بسط و ٠مىكذارد خود حال به ز همكزيى مىدهدأ  تابع ي

مىاوًرد. بهدست ز ((للخواء)) نرد

ى تأثيركارهاى اكرجه ث و لابرده إ٠ استانداردها ووايرشتزس ريمان، ٠ ك لأبا  قب

ن ما،كارهاى1٠بود روا ويي رت ب هيلب كت ى م ىI هندسه اودرمبان ها رد ت ستاندا  دق

ى ى انكارها بسيارى دكه دا رنقا قدرا زآن  ٠مىكذذد جلو. ناجيز آنها با درمقايسه قبل

ى جديدن ابؤرهاى ۴.٣ ها  جديد انتكزل

ش نوزدهم درقرن وث ل بزى ى I ملاحظه قابل ك ى ح ها ه سكا معادلة ببينها د

د صرف مجهولى .بتينها ى (س*ىكذيدت صد'ذ م  را در سعى كه ببريد ا

ت باشد!) نكرده معادلات حل  خطى معادلات دستكاه مسألة خطى، درحال

د٠ ر ت / خطى تابعكهاى بهارى بإزكرد: صورت اين به ى ىو ا ها ر ل كا  ا

ن ٠Cl X تابت كه بنا د كني دا ) رها تعداد ولى ز)لر.٠( = ٩ ي ها ؤ  هر (

 ا بينهايت وقتى ٠مىشد فرنى همازقدر هم X مختصات تعداد بود، قدر

ه مختص يا مؤلفه بينهايت بايد X باشد، داشته وجود Cو د دانت شد-باي  با

ى ل دستكاههاى حل در جندتايى. يكط نه باشد، دنباله ي م  معادلة بينهايت نا

ت لترمينان هوثمندانة تعميم با خطى رن ين ل ي  نكر شد. حاصل ى  ملاحظه قا

كا بودكه ين صلى س س ببرند ز معادله بينهايت ٥د  ضعف .بكيرند حد وسي

ط بودكه نامتناهى حاصلضربهاى به آن بستكى وا روش، اين دى٠ج تحت فق

وذد همكز محدودكننده ر بسيا شزيط ىث س لبكط جديد هاى نظريه ٠م  واستيلتيع

ت انتكزل دربارة حد ن و شيد ل اين به بخ ر ز مسائ زيدي مكا ت، ا خ  دو كه سا

از: ءبارت|ذد نها I ز I نمونه

ريهاى . ١ زى نوريه. س أ دنبالة به( ا7( ( ،1 متلا، و سفا و ذ سي الةو زك  )an( دنب

عداد زا ح £،٣ به متعلق ا عداد اين كه كنيد ييدا جنان ز X تا ب ا زي  آن فورية ن

، اثند ى1به يعنى ب x ز t gn t)dt an iU e N أيا X ؟يكتا  ست

ل .٢ سائ )n( دنبالة زى 1به كثمتاور. م . ، عداد زا  كنيد ييدا جنان ز X ع تا ا

ى1به كه j ج  هر ز t nx t)dt =  an ،n

س۴ ي ر و أ ك -

س ٧([ ر ىكه1 الهام با ])٧٢[ ]،١ لأدرمورد زكارهاي ى قب ضا  صورت هيلبرت ف

ل به بود، كرفته ت زير مسألة ح : هم ت ث ما ت1مىتو (بنابزين V < ١ اكر ك  س

ى هولدرو يهاى نابزبر از ك ن و ك ن ي  ستغادهكذد)ذ1 بود، داده تعميم كه م

)P( ى1به Lq [a به متعلق Vs بينهايب ز , b ى رها سكال  متعلق X iCs وا

Lp به a,b ه ييدا جنان ز ك د ي كن

ل روش و جواب ى هيج,شيا وى ح ى بهكارهاى هت ت. قبل ث دا  اينكه بزى ن

ه وجود X اين ت ث ى لازم زبطة وءها لمؤها بين بايد باثمد دا ف كا د. و رباث ز رق رب زي

ى متناهى مجموعة هر به[زى (*) سها زاندي ى دسته هر و و ا سكالرها زا  ا

$a كه بهطو,ى باشد داشته وجود 'ار < ٠ بايد

ه توجه ك د ي ن )از ك * ه نتيجه ( ك د ر ت ى' E = ٠ اكر م a»y آنكاه 

٥ = E dsC s ،د اكر بنابزين ع ب ا ى ت ط ى خضاى بر ز ر خ ط  كه M خ
ر رإها وسيلة به f =  صورت به ٠مىآيد يديد Lq [a, [ة د (V s ف  تعري

ت. خوشذعر.يف ا آنكاه كنيم، س ى٠به همجنين، ا ،M به متعلق y هر ز

ك ‘امروزى زيان يه بنابرين ٠ا(لآ)را ك ر١ااء2وااا ى/يا) ر ٠م ر ي ر.ا١ذ١كد -١/
ن ريس است. ييوسة ثا ه ن دك  باشد، )P(از جوابى Lp به متعلق اكرءاى دا

ل به بهطورييوسته ن1مىتو ز ا  توانايى ديكر، عبارت به داد. كسترش فضا ك

ت حل هىشود٠ موجب خطى) معادلا  ندارزكز خطى تابعكهاى نيم بتوا ك

ل به بهطورييوسته  حالت )P( به ريس جواب بنابزين. دهيم. كسترش فضا ك

است. هان_باذاخ قضية ز ا خاصى

ضاها ريس سيس يرداخت: مساله از شك^ اين به و داد تفيير ز ن

)Q( ى1به Vs ز e  Cfa , b واسكالرهاى BV[a,b] iCs ج X توابع) 

كه جنان ز تفييركزندال با د كني دا ي

f , ' l # r . ( t    = cs .

س وى ر كه شرطى با ز سسأله اين خود، فبلى ىوشها اصلاح از ي سيا  ب

ه شرط اين اهميت به او .كرد حل ىرسيد٠ نظر به (*) ندارىكز شرط ثبي



ن ادوارد و ناريجى تحولات/لارض و تاريخجه هان_باذاخ: قضية تاي ث كن ب

تعريف با X ازمينكوفمكى، ى1ايده بردن بخار با وى

٩

ت و برد يى ب ت)) «جمعى ع ظ هر كردكه ا ط اين در يو ر ق ت د ىكذ٠ م
ى ، ))ييوستكى (( ز I وى منظور بنجا ا ر د برعكس؛ و سك و ت دذباله(ى س  به س

 ز باناخ—ن ها قضيه (ز خاصى حالت مورد، هر در بود. يمم] سويرز زبرينه نرم

ن و اثبات كرد. تعيين Iد نرمدار نضاى يكة ييوسة د^ا

ه به هلى ورود ٠۵ حن ص

ذ نعريف ز ييوسته خطى فرمهاى كه نبود اين ريس نكرش ش ك ر وثمت
خ اما ٠بدهد  نزمتناهى، ازاسقزى [ستغاده با اندازه، مسألة حل برإى ]۴[ انا

ش نامنغى خطى تابعكهاى ر ك حالت باناخ اسندلال ء،٧۶ل درواقع د(د. ا

ش فضية از زير خاص ر ٠مىكذد ايجاب ز ]۴٧[ روض كرين- ك

ض قضيه. د نر  و\حد يا X هرتب برد\رى نضاى \ز خطى زيرنضايى M كي

ى ز ب ش ا و ج، ج M ي ش و خطى ايع م  \_نصورت، در باشد. M ير ا

ف ى خطى ايع F بر كه هطورى٠ د\رد وجود X بر F امنغ x  =  f x t M

ش به ]٣١هلى[ ر  نمونة و ىكرد٠ فكر .بوسه خطى فرمهاى دادن ك

ه اسسدلالى اولية ك خ[ ]٢٧هان[ ن  قضية اثبات ى جداكانه بعدها ]۵واذا

ى، ارائه بهكاربردند، هانءباناخ  اينكه اثبات به كرد تبديل  مساله داد-يعن

كا M برزيرفضاى شده تعريف ييوستة خطى فرم يكه زي  نرمدارز فضاى ا

 او داد. كعمترش كلير] ٧ ل{رق} به ر بردا يكه وسيلة به نرم افزإيمش بدون مىتوان

ل نه و كرد بررسى مجددأ ز )Q( مسألة به ديكرى اثبات )١٩٢١( بعد ا

ت س ن د رأ د - د ا ش سربازارنش وى موقع د ى اسير بهعنوان و بود ازي ك جن

ى ىبرد.٠ سر به روسيه در و Lp[a,6[ خاص نضاهاى جاى به هل

]١ ,[°iC د  بدكار هم ز ||ءةاا مماد و ميد ننا نرم ز آن جند (هر كلى نرم .

صا1ًدياله نضاى بكا٠ روى نبرد) خ مذ ى- كل - رى بردا هرزبرفضاى ى  م

 نظير نضاها ديكر(ز يميارى و ip نضاهاى شامل البته (ين، نظركرفت. در

ه٢ فضاى ك د٠ ء د كرفت، يكى  با ز آنها ىث ىث  با رإ خود كلى نرم هلى ٠م

 مينكوخسكى .كرد مرتبط تحدب دربارة مينكوفسكى اولية هاى ازايده بعضى

i از زيرفضايى روى ((نرمها)) بين تناظر به قبلا n م و جا  محدب» متنارن ((ا

كا رومحدبىكه1متقارن،كزذد بسته، جموءههاى٠[  داخلىآنهاستء نقطة هي

د كه منهومى بود، برد. يى ن  محدب موضعأ نضاهاى كه وقتى بعد لهه ب

د مطح ن د . كار وارد دوباره ث د ث

ى د1ذرمد زيرفضاى بهارى هل س. رم ر زيرفضاى ا

}00 XnUn إ ؛ ع س :ح أ ء „ ) = *X هر بهارى e X ءت)(أ

رفت. ز رك رنظ )هايىكه٤ش ‘يعنى د رى unXn ة ءذ)هاى همة بها  متعلق (أاً

ع X به ر٠مجمو ت. ذي س لا ا i ا مث X C l X = c J ؛ = £١ آنكاه ل  ا

x i \ J  I ؛ = ٤٥٠ آنكاه ل ق اين به البته ا ي ره ر  I ييوستة دوكان هموا

لأ بهدست ث م _ د ىآ م I ييوسة ديمان ذ  =  OC ن زاي ود. نمى حاصل ٠ز ا  ن

ر به ى1به هلى حال. ه X( ج X لأ x n ل و u( € ا u n فرم د 

رمد روى حطى ىدو (ف ط ل روى خ ا ) X ل   د ت ا X ب y X د به _ 

ت ن) جف ما ت به د هور

( x u  — > :  XfiUn 
nGN

نرمداركرد.

صل X روى روش اين با كه دوكانى نرم ىذود حا  اوليه نرم همان م

E ىكه٠صور در جفتها نجع امروزاين است. X روى x nun همكرإ مطلتأ

ه اى دنباله نضاهاى باشد  نابإبرى بنابر .ىشوذد٠ ناميد. ٠شت دوكاناى و فت

س، لأ|| كوشى-ذو[ر ء|| || ؛ ة || | ( ذ ب ) ى نابعكهايى يس | ط اين به كه خ
(ردس، قول به يا ييوسته مىايًذد ^دست ترتيب ; ^ ;beschrankt( .هسسند 

ر هلى كتد. حل زير مسألة برمد درصدد ء٠سب

)R( ل بهارى X تعيين است مطلوب )،Ci( غ CN iUi ج ا X 

كه طورى به

ف ى ر ه ى لأ ) ه X ب Ui Ci

كرد: تقسيم قسمت دو به ز مسأله وى

)A( ى بعتا ط ه ييدا جنان ز ا : X' و C خ ك د ي ن ى1به ك  مثبت ى1بع لآ

ل لأ هر وبهالآى ا ر k ضابطة با د \\u \\ i f (u i) =  Ci < ، ر| (« )  و |

B(( اكر ا شدن يتدا از يس) كرد)ا ييدا رإ أن بتوان X E X جنان بي 

x ج x§ هر زإى1به بيابيدكه u  =  f u (U

 مورد در خودش از ى1قضيه و استقز كمكه به ز )A( مسألة هلى

 به مربوط X ن توانمى ؤ هموا كه دريافت وى كرد؛ حل محدب ىها مجموعه

)B(  و او كرد. ييدا) (نابازتابى باناخ فضاهاى بودندكه كسانى اولين ريس 

كردند. كشف ز

ر به زاين هلى اصلى كارهاى خلاصه ر قإراست: ا

ى تعريف ز كلى نرم با كلى ى1دذباله خضاى يكط هلى ٠ كاركرد آن و^

ف هيممنا وى ٠ بعمت بهكار  تحدب مورد در محتل

ل ٠ و م عرنىكرد٠ 1ا لدكانى نظرية ا

 كه رإ مارهايى زيرينة و داد تشخيص ز ريس (*) ييوستكى ثرط كليت .

م عدد مىكذذد صدق در(*) ص ا هنا )Maximalzahl( م ك د  امروزه مي

عكاتا نر) به است. معروف خطى ب

ن ٠۶ خ بأنا و ها

ي رويكرد ]۵[باناخ و ]٢٨[هان ر ن. در I س رفت ك ش ذ هر ي دوى هر ب

ه ل١بهكاربردذد-ت ز هلى تكنيكه همان آنها ل أ ىكه1ح به م عكا1ت دامنة لت  ب

ط _ برداركسترش يكه با نق د ىيا  برهان اصلى ايدة مورد در م1هيجكد ولى م

 از ى1قضيه اسستاج در باناخ ماا1 ندادند. هلى به هان-باذاخ.امتيازى قضية

 داد؛ ارجاع هلى ١٩١٢ سال مقالة به بود كرده ثابت ز اًن قبلا هلى كه ريس

ه داد. انجام هان-باذاخ قضية كاربرد اولين ن عنوا به  استنتاج اين وى ت ث  كن

خ هان ازآن، سم1 كه صورتى به آناليزتابعى دادن شكل برإى وانا ىشتا مروزم

ن-طى طولانى اآهى آنان كرد

K .1كرد. تعريف othe



ر١٥ ى، ش ض ١ شمارة ،١٧ سال را

ر٠ ع ت إ ر ى ل ك ر ا د ر ن ى ا ف ىف دي د ر خ]٢٧[هان ك نا ا ل]٣[وب ن س إ ر ر ا ك ز ي  ا

زهم د. ذهومكمال٠ به آنها دوى هر دادند. انجام ا تن ث دا ز ا ي ]۶[ بعدها باناخ ن

ن قايل تمايز با د  كنار دركتابش ر آن ر1ذرمد فضاى و باناخ نضاى بين ث

ت. ن(در كناث س علمى فضاى در نرم كلى مفهوم وجود زمان اي احسا

ذ.٠ تعريفكرد). دطورهمزمان  آن ]٨٧[مم وينر ىت

شتند خطى معادلات دستكاههاى ٠  نرم يكط كسترش كلى مسألة و ركناركدا

شود، تعريف نرمداركلى نضاى بك، بر كه ندكرد بررسى ر ييوسته خطى

ى برخلاف ك بر ز آن كه هل ى ٠ي ضا  ‘بنابإين بود. كرده تعريف دذباله(ى ن

سيم مروز ا كه آزكونه ز قضيه ىثنا ند-كرد صورتبندى م

ى • ضا ى يف دوكاق ف ضا ف ر كلى اركاملنرمد ن  اين كه ندكرد ثابت و تعري

ى يكه نيز ضا ت ملكارنرمدا ن ب ق نرم به ن است. رد ندا ا

ى ٠بهطوركلى دادندكه ونسخيحس كردند تعريف ر بودن بازتابى •  فضاى ب

ثعيذد-٠مىذ بء'\دا خود، دوم ديمان در -A نرمدار

 بود). ٠بهكاربرد إ٠ معمولى استقرى (هلى بردند يهكار إ٠ تزمتناهى استقرإى •

ن اصلى اررهاى از يكى به [ينجا در [زآن استعاده روش زييثكا آنالي

ل بعدى دي . ب د ن

ل نتايج به هان ٠١٩٢٧در  خبانا ىهافضا زمينة در هلى ١٩٢١ ا

ى ى حقين ا ائبات يا وى بازكتت. كل ى بجن ى ازطريق هل إ ق ت ى ا ه ا ق  به ر

 تزمتناهى [ستقزى جند هر داد. وتعميم كرد ساده ز آنها معمولى استترى جاى

ن1قبلأذير ر سكا ري  بهوسيلة [ندازه مسألة حل اسسثناى (به بودند بهكاربرده الي

 صورتبندى هان البته، بودند. نكرد. استعاده ازآن صورت [ين به اما ء)۴ل باناخ

 ١٩٣۵ تا لم اين زير نبرد، بهكأر تسورن لم اساس بر ز 'رمتناهى استقرى

هبر علاوه هان كرد. استفاد. ترتيبى ازاعداد بلكه بود، نيامده بهوجود ك مسالة آن

ى ا ة نبل رن ى با م رت ى كف ها عك ي ى ا ط ى ‘بود كرد. حل خ  بارخهوم اولين ر

ى غا ى يءطور I (polaie Rauni( دوقان ن ر ر ور و معرفى م دآ د ا  كه ت

ش، دوكان -در١آ و ذ٠ X د ي ذ ذ ى و ى ضا ى باننا ن ر )regularitat( ب

.نعر’ د ر ك ف ه حود نوجوانى دورة به دوكانى نظرية ي د بود. ر

س يدون نز، خ بانا ن،در زكارهاى I اط  نرتببى خوش ز I استناده با ١٩٣٩ها

 [ين در ر هان تقدم وى كرد. تابت ر هان-باذاخ قضية رمتناهى [ستقرى و

ضيه و تاييد خود ركتاب د مورد م اندكى ز ق عمي خطى فرم اينكه جاى به داد; ت

ى لغلوب  ر ب ر زرم ش رد ا ب ا كردكه فرض ‘درنظربكي ا خلو ك تابعكا ي

ج تعميم. اين از وى اما. باشد، زيرخطى  ى٠هيجك نكرد. ديكرى استعادة ه

ب موضعاً نضاهاى معرنى تا هم ديكرى حد ى نداد. انجام b كار أين م  سب

شد. واقع مفيد صار خبانا كلىتر قضية

ى ييامدهاى زير كررءهاى است: آنان كارهاى واسطة ب

ى ٠ ا ه ث ز كا٠ هر بهارى \ل  ل ع ب  بر كه ا منروض ييوستة خطى أ

كا ى1زيرمجموءه زي  خطى كسترش است، شده نرمدارتعريف نضاى ا

كه طورى به رد دا وجود است ده٠ث يف تعر نضا بركل كه F ييوستة

. = اا۶اا راا ا ا

ت خطى نرمهاى ٠ و  محدب موضعأ فضاى بريكا ا خطى فرم .ايديهى ي

X ييوستة نرم نيم اكر تنها و اكر است ييوسته P روى X داشته وجود 

د اث  iX ا ٠ و باثعد هاوسدورمف X اكر بهعلاوه، ارا. ك P كه طورى به ب

p ا ٠ كه طورى به باشد داشته وجود X بر P ييوستة نرم ميم بايد x

خبا —هان قضية ب نا عكا٠ iX غيرصلر ربردا هر به(رى كه ىكذد٠ ايجا  اب

دبا داشته وجود X بر ر ييوستة خطى ،. ٠ هر به(لآى كه طورى به ث

)f X  =  p (x . ر  X نقطة در ييوسته خطى تابعكهاى تمام اكر نتيجه، د

:ل. = ٠اه٤صغرشوذدأذ

ى .٧ ي كآ ي
خ)با (برهان متعارف برهان در ر كه باناخ، —هان قضية لم نا ن آن د ثا  داده ن

د٠ و ش كه ىث ر ست ا از مغلوبى ك ك اتا ي ك ع ى بر نرم همان با ب ى زيرفضا ط  خ

د به[زى لاد] ٧ ل{تي) ى دارد، وجود X لا  دو بين ٥دلخوا به C جون عدد

ر عدد ب ديك خا ر ٠مىشود انت ت د س جا ى كه اين ش نايكتاي ستر ت. ينهان ك س  ا

ى نمام f ١ ۶[ فكوئل و ]٨۵تيلر[ ها ضا ى ن دا رت رمدا ى ز ن م خ ن ه كرد م ر ندك د

ا٠اب هر آنها مورد  يكتايى خطى كسترثى X زيرفضاى هر بر ييوسته خطى ك

 دارند. محدب اكيدأ دوكان كه هستتد تدهايى فضاها اين دارد. نرم همان با

كا٠ بر فقط b خود توجه اكر  فرمهاى آنكاه متملزكنيم X از M زيرفضاى ب

د بر ييوسته خطى  اكر تنها و اكر د[رند نرم همان با يكتايى كسترثهاى لا

ر يكتا يب تقر ين بهتر د[زى لأد از لاد يوجساز يعنى، باشد، X د

ضية ى ز لاد و١ . ١ ق ضل رن ى ز١ خطى ب ضا ر ن ند X زهد ا لاد ي '  ر  آنكاه

ا١ب \ست) لاد سوست دوئان لاد ( ش ك ر ا ك . ا ك  X يه متطق نرم همان ب

رد ا ؤ١ دا ه ز\ى١ وت g هر ؤبه\ X ط ت _دكا ن

}٠ = X ' : u \m ع u{ = ج لاد إ h 

ه وجود د د\ثت ث ا كه طووى يع ي

■ }± 6 M ل٠ ||ءء : ئ لا }؛ | ه| llfif 1\\ = ا  h 

ت. فتهيا تعميم ]۶١ در[ قضيه اين س ا

انتخاب موضيع اصل .٨
تمنا بى ت سب ي ر كه ن ب اصل دربارة ى1جذدكلمه اينجا د خا  )AC( انت

ت م صحب  تسورني نم ازكونة ناخ با—هان قضية اثباتهاى از رى سيا ر د زيا كني

ل [ستثناى جند حال [ين با ٠مىكذذد استعاده اصل اين  دارد. وجود توجه قاب

س[1 و دوويلد كارنى، ت برى ]٢۴شمت ى برى هان_باذاخ قضية اثبا ها ضا ف

ى جدائدن ط - ق ل ف م دكارهىبرذد  زير ا

ل١ ب م ت١و \تتخا . )ADC.( ى مجموعه  زئرهجموعه و X انه

R  c  X  X Y ه ٠د١د د X هر ز\ى١يه كه ؤرى3يه باشند، ن X

X{ ب 0  : (x , y ) £ R ج y\{ هر ى١يه\ز آنكاه w £ X لا ا  دب

ج١ت W كع طووى ..،درد وجود X دو („.-؛،) /? و „تل,„ت)+١( -ل

.  71 هر ى١ز١يه

رنش و رنى^ا ب اصل نقط كه ىكذذد٠ ادعا همكا فا ت ن ر ا ا  ربهكا ر ثم

ن ]٨بلرا اما بردءاند. نا د٠ ن د ه ADC از واقعأ آنها كه ى د سعا  كردءاند.) ا

ACjl ADC تضعيف ا ر ب [صل اما ت خا ر انت ب ر شما جا  ضمنأ مىكذد. اي

ADC استعاده با ر بئر رستة قضية و وريسونا لم ن بتوا كه هست قوى رنقدآ



ن (دو!رد و ناريجى تحولات/لارض و تاريخيه هازباناخ: قضيذ شتاي ١١بكن

ت !زآن ب ك . ]٨[ كرد ا ى)) صورت ٠ب خت ها به متعلق ديكر ((ا ثي ي ]٣٨[ ز ا

٠(ست

ى ايرإد ى٠ي ن ل ف ر  است آن هان-بااخ قضية درائبات AC كاربرد به غي

هرإ اطلاعاتى است ممكن حاصل ابعكط يودن دلخواه كه ٠بهدست ازآن ك

ى ]۵۴[ ٠ويلتي مالوى محدودكن. مى[يد ربوب ك مطح ii با د ىف درأن ٠م
ى وا مىتوان ك عت ن(ز رإ AC به ب ي ة تعميمى سم\ضع مفهوم برد. ب ك شب ز  ا

ط به توجه بدون نضا باز هاى مجموعه ا  استعادة با يلتيه و الوى٠ است. آن ت

 كروتنديى درهرتويوس رإ باناخ — هان ازقضية صوزنى ازمواضع، روشمند

ت ٠ لخوا د مىكذذ. اب

خ قضية آيا ذا ا ن-ب  نتيجه رإ انتخاب اصل تيخونوف قضية مانن )HB( ها

U( نرإيالايه قضية (نتخاب اصل ٠ذيم1مىد طوركه نهما هىدهد؟ T( رإكه 

ى هريالايه ٠مىكوي ري U( (ضمناً، ىدهد.٠ نتيجه قزردارد، فزيالايه د T( 

رده وجود با معادل  است.) تيغونوف فضاى هر بإى استون-جخ ساخت نث

٢هليرن[ لوش ذمىكد. ايجاب  انتخاب اصل نزيالايه قضية كردكه ثابت ]٩

ش[ و [لوكمورى و ]۴٩ر.ل-ذاردكس ه۵٢[ ].۵١[ ]،۵٠( ك د ذ د ر ب ث ( [

ت بإى فزيالايه قضية خ قضية اثبا ن_باذا ت ها غاي س ىكد.٠ ك و ك ن ي  )،۶۶(( ي

خ قضية كردكه ثابت ])۶٧[ ذا ا ن-ب ة ها ي ف جهرإ نزيالايه ق  بنابرإين، ذهىدهد. نتي

ه سل ت. AC => UT ت HB غيرباؤث-تى تبمإ سل س برقإرأ

مختلط حالت .٩
ف به هان_باذاخ قضية مختلط صورت ى بين ذاتى ارتباط كث ها مت ى ق  حفيق

ىو يعنى /، مختلط خطى تابعكا .وهوم

R e f x l m f ix

د اين با است. بسته وا  مختلط صورت حقيقى، حالت به مختلط حالت يرتب

ى1به ]۵۵[مورى بهوسيلةبار نخستين قضيه ]i ة p[a , b شد. ثابت ٠وي < ١

Iردش ما Iىو بوننبلوستو بود كاملأكلى وى ثبات ج ب هI با ] ١ ٠[ ر د ا  از سق

ضا درمورد رإ قضيه ٠روش (ين  ضمنأ كردند. بتا ٥دلخوا زمدارمختلط ىهان

ى نخستين آنان ن  همجنين ناميدند. هان_باذاخ قضية 1 قضيه كه بودند كا

 آن حقيقى، حالت به قضيه (زتحويل ٠سر ]۵٩وذو[1و ]٨٢[ سرخوملنيف

ضا مورد در  در كردند. ثابت كواترنيونها و مختلط ميدان روى رىبربا ىهان

ى حالت به تحويل روثهاى متابو ت ى٠روث به ز آن ]٣٣[هولبروي ‘حتين اب
ى(سكالرارثميد ميدان به(نتخاب كه كرد ى كووترنيونها يا C  E مقدار س ستك  ب

ش كه٠ذاخبين روشزI وى نداشت. ود مطح بعدى دربخ ىث كا با همإه ٠م  ي

»1 <(ويركى كا ز كا ميدان سه هر كه هولبروبى) ١ (لم ثت م  ‘برخوردارند ازآن س

ه د ا ق ت كرد. ا

وابسته ألههاى٠س . ١ ٠

ه ١٠١٥ ل ا برد به مربوط هاى م

ى باعث باناخ—هان قضية تونيق حقيقات ل در ت ا ى به مربوط م ر مي شل  ك;

ى ييرستة ; يبوستة خطى نكاثتها ى . كل د ى ث ك  كردن جايكزين (زكارها ي

ى ر ;مد( فضاهاى لآى1به كنيد فرض بود. { نرمدار نضاى با K ميد!ن  حقيق

X كل و A ىنكا ى ،—يك از ييرسته و خطى شت ؛ به X از M زيرنفا

1.topos

كا٠ باثعد. رثىب ى كست ط م نرمى با ز X به A(ز A يون يبوسته خ ر رن  A ;ب

ر٠ك ل م٠مىكويي كنيد. ييدا رشدئ ر است س ر لآى1به (ك ضاى ه رف  هر (ز M ز

ر فضاى رمدا ىن باشد. داشته وجود A اين ،' حقيق

ا ا م : ا ا < ، ا ا : ا A ا X

| | ءم | | < ، | | ي ء | | Y ب— A M 

د سرعت به ]٧ومازور[ خ بانا ن د ر ك ت ب ا  درآنها كهدارد وجود يىمثالها كهث

A ت اما ندارد. وجود ص حال ف هر با  < ١ {، =  خا  نرمهاى از ي

 ٠ ، ريد. نظر در ١ p 00 ا| ت  تويولوزى جند هر بكي سب به ن

ت يكى نرمها اين تعام ت II " ه||٠( ‘ا ا ر ي د ش ر ت ك ( ® " از هيجكدام اما ,

)II - lip 00 )ها،1لأل < P < ش١ ر ل ء٠، رذ ه ت.٠ذي ك ن ا  إ۵۶ذاخبتن[ ب

ت ]٢۵[ نر كود و ب ى ر. نرمد؛ نضاى ند، كرد ا ر٠ك Y حقيت ي ذ س و اكر ..:،III ز

ىاكر تنها ؛ د- ويزكى دا ربائ زي

شتر!ى ويركى ن كويهاى از ت هر دودويى. ا ت  وددويه ب
ى سقاطع. نتا ن[ ا خبي (ا رد. ىدا ه ت ى[٢۵كودذر[٠]۵۶ا ]،۴٠]،كل

])-۵٨ر.ى-[

ر از مثالهايى ي ذ شي ر ت ك ى ها ضا )٠ن ف ل سنرمدا نضاى (ا د ي ل ق 1 را

ى ى و.ؤ تإ ث رد ',؛دودويى ا م متقاطع دويهدو دايرة سد مىتو'ذبم زيدإ دا ر

ن كه كنيم ا كث ز اً باشد؛ تهى (ثث س ا ل. همان به ا جكد دلي ز م1ه با ها1٣أ (

ت ١ ك P ٠٠ ٠11 ٠ lip نرمهاى از د هيج س رذي شيذي ر ست ٠ك

( iB( (ب T ى  , ضا ر توابع ن ا إند ر ك ة ب ع و م ج واد م خ با T ٥ل

رم رينه ن زى زب خى دا ى وي إ شت ت. دودويى ا س T مىتوان ا  يا  

١{ة ۶, . . بز  = } ١, ٢. ا خ ت ن رد ا ب ك تي ; ه ا٤٠٥ وب | ي ط ) ١  ٠"( 

ت٩ بإ س رد. هد ر آو ش ٤٥٠ جند ه وي ز ى ا ز ت، برخوردار دودويى اشت س  ا

رنضاى ل أن  بستة زي ك ش ى يوج تمام (ز مت ادها  ز ويهى اين ٤٥٠ دنب

؛ رد ابإين ندا ش بن . ارثى دودويى اشتزى وي ت ن نيم جني ء مثال اين هم ه

ن ا كه٠ نث ى' ىدهد ، ;مها رينه لاف زب رخ ت ب » ماهي ىكه«سهبعدى  كويهاي

ش نضاهاى همواره ٠مىدهذد ت٠بهدس سر جادد_ر٢ثم ذمىكذذد. (ي

ب) ى ( ضا ى ن ط C( خ (T , IR ل شك ى [زتمام مت ها ت ن كا ى ن يت د٠حق  ر1ت

ى بر ييرسته ضا ة هاوسدورف ف د ر ث ة نرم با آ ن ري ر ز زب ريد. نظر د  اكر بكي

T ده1فوق عا ى٠ [يعنى باشد ناهمبند ل  داشته مجر صسارهاى مجر جموءهها

، د ثت ى٠ آن، معادل يا با د باز جموءهها ز ا رب ا ه1ست ت C( نكاهآ باشتد] ث T  R 

ى وي^ى شتر ى ا ى ضمنا، دارد.  دودوي د مبت ه د ا عا وقال ت مفهومى ٠ف س  ا

م استون كه كا ت يكر كامل، بولى جبر هر كه كرد معرفى كرر. اين اثبات هن ف  ي

ى بولى جبر با بولى جبر سا و م ج م ر ذ بازو زي ا ١س ك ى ي ضا  هاوسدورف ف

ة د ر ث ده1ذوق ن عا ت. ناهمبند ل س ن ا و ى مجموعة ي ى مجموعه هر وان  جبر ي

ل بولى م ت، كا س ى بنابإين. ا ضاها د. ناهمبند ذوقالعاده ف زا زوا ف

( ى (ت ; ييد ا ي ر ىهافضا لحظهاى ب دا م ر ̂ ; م. كنا ري ا كن رض ب  كنيد ن

X ى ى ي ضا ب موضعأ ن حد K روى م K ا   جنين باشد؛    هم

رض نيد ل د. تيخونوف تويولوزى به مجهز ٠ح5 و دلخواه ى1مجموءه S ك ث ا ب

1. clopen



ى،١ م را ر ل ش ١ شارة ٠١٧ ا

ت هر ث ا ك ى ن ط ه A سوسه خ ك مذه ن ى ش1دا ضا رف  و X از M ٥دلخوا زي

ب اين بردش ضر صل د با حا ت به مىتوان ث ث ا ك ى ن ط ه خ س و ى ي  A تمام بر ا

س ى جون داد. كستر ها رب ض صل ى متنا نا حا ت ] ۵ ٨ذ ر نرمدا ى ها فضا ه  هيجوق

د، ذرميذير ستن جه اين ن ع (ز ى1ذتي ر ن ك ت. دي س د توجه ا  متناهى S اكر كه كني

ى تويولوزى همان تيخووف تويولوزى آنكاه باشد. ش . برينهز نرم از نا ت ا

ى ضا شيدير ن ى بايد كستر' ضا ت نكا ن بتوا بايد زيرإ باشد، خنابا ف  همانى ش

i روى  ١ : 1 و 1 Y ل مي ك ش به {، نرمى شدة ت ر ست ك yn اكر داد. آ

y به آنكاه باشد Yدر كوشى دنبالة يكت  €  Y .ت س  يوسسه آ جون همكز

ت، - ١Vn < ٠١"V ج Y اس  Vn )ف بربنا ، برد ، كسترثىيذ.يرى، تعري  آ

ت بإبر س .١ برد با ا (

ى د و.بؤى ى كه بكر ضا ر ف ي د زي رث ست شته بايد 1 ك د دا ث ا ت ب لي ي ا  ق

ى دئ ون رث وي م ت. د س أ A اكر ا ك ى ي ضا ى نرمدار ن ط ل و دلخواه خ م ا  Y ث

د ث ا ه ب كا  وجود بايد ١ نرم با و ز روى بر X از E ييوسته تصوير يكت آن

.با داشته د ى هر در { ديكر، بيان به ث ضاي شانده نرم با كه ف شد شده ن با

ل C. روى به ء00 از بيوسداى صوير هيج جون ىيذيرد.٠ تويولوزيكا مكم
ا١-٨.۵ مثال ]،۵٨([ رد ندا وجود ر :،٠ ) ريدي رث ست . ك ت ب ن

صلى اصول ذ ا شي ر ست ضا يرىك ىن ى خبانا ها د. زير قضية در حقيق م  آ

است:

ة ضي [٠]٢۵كودذر[٠ء۵۶[ [ناخبين ٠٢ ق ى ى١زهد نضاى ى١ير ]]۴٠كل حعيع  ر

د لههاى١ؤ ،١  رزذ١هم ز

ف) ر Y (ال ي د ي ز ت ز ت١ ك  س

ب) ه 1 ( د ن و ث ر وي ت١ ق س

ب) ى و-زش ى١ر١د 1 ( زا ن ت دودويى ا ا

ت) ) )i  C (T ى بكت T آن در كه ست،١ زبرينه ترم يا 'ز = ١ ضا  ن

ف ر و ود ه ها د ر ث ت ناهمبند ٥نونىالعاد ن س ا

ث) ) Y ه بكت ك ب ث ى م ى واحد شامل ارشميدسى مرتب ردار ب ب ت. ز س ا

ت ط. حال ل خت كا و.بؤى م شتا شيذيرى ىتواذد٠ذ دودويى ا بزى  ةسز'

ط ى ها فضا ختل د م ذ سك خع ش ت ترشيدير٠٠ك C مثلأ ٠م س ى اما ا ^ اشتركت و

[ رد.ندا رإ دودويى ى م ر ف) همارزى ]٣٠ها ) (ال ت ) ر ز و ى مورد د ها ضا  ف

ط ختل ت م ى كه داد نشان وى كرد. ثاب ضا ط نرمدار ف ختل ر Y م ي ن ي ز رث س  ك

ت س ها ا وتن كر C( با Y اكر ا T ر   ك تي خ نرد كه ‘باشد نرمى ي ت آ آ  يك

ى ضا ة هاوسدورف ف د ر ث ده1ذوق ن عا . ناهميند ل ت  ا

ى مسأله ٢٠١٠ ط ها و دامنه به مرب

سايى مسألة ضا شنا ت هر كه بؤى٠و اين با إ X ر نرمدا ىهان ش كا  خطى ن

ضاىز هر از A ييوستن ى هر به M يرف ضا ى Y نرمدار ف ش ستر  با خطى ك

د.بكير نظر در باشد، داشته نرم همان ي

1 1 ت٠ ||1|| = 1 A اب X

١٠ I
Y ٠— A M

ه اين ل ا ر ]٣٩اكاكوتاذى[٠ م ر ]١٠[ بوننبلويت و حقيقى حالت د  حالت د

ن كه تدهايى كردد. حل مختلط ي را  هستند آنهايى ىكذذد٠ صدق شزيط د

dim X ا كه  T ا و A باشد! هيلبرت فضاى يكت 

زبرنضاها ٣٠١٠

ها جه بهازاى .بد.بكير نظر در إ M باناخ فضاى ى لال تنكا هر ي ى ش ط  خ

 X ٥لخوا د زبرفضاى به كسترشى 1 ارنرمد نضاى هر به M از A ييوستة

ازلاددارد؟

| | د | | = 11^11 A ٠1دلخو A : لآ 

A ب Y ابت، لاد M 

ه شده مطوم ك ست ضا ردة كندها ايةوذه ردة ا  است. سرشيذير٠هاىكن

 مينيمال زيرخطى تابعكهاى .١ ١
ب رويكرد ى جال ر ي ة به د ي ف ركوذيذ هان_باذاخ ن [درآتا )۴١.[ ]۴٢.[ 

]۴۴.[ ]۴۶.([ ] ة ذي و ك و ر ختآي و ز و ]٢٢ف ن و [ب )٨٠[ ].٧٩[ ].٧٨([

ناز متغاوتى نبرها تنها نه روس اين است. ٠شد عرضه ي  بهدست قضيه ا

ع از تركلى هاى قضيه به ز آن تعميم ةه بلكه ىدهد٠ نشان باناخ —هان ن

ط - ىدهد٠ لا سآور-م. زير در  روش اين خ

ف ري ى ٠٣ تع ها عك ىهر ى١يه\ز زيرخطى. اي ضا ت ،A بردارى ف كاث  زيرجمعى ن

ت ب م ن و ترا بر : A —۶ 1 همك ك كا١ت ي ع م. خطىزير ب هي ىا  ردهء A# ه

ى تمام ما ع ن A ير را زيرخطى اب هىدهد. نثا

#A ىكذيم:٠ مرتب نقطه به نقطه ز p <  هر بهازإى اكر تنها و اكر  

A ج q x iX £ (،ء)از مينيمالى عضو مينيمال زيرخطى تابعكت هر ء.٠ 

<) # ,A( .است

ى1به • ى ة ضا ى A بر P زيرخطى تابعكت .A حقيقى بردارى ف ط  است خ

باشد. مينيمال اكر تنها و اكر

د1برئرد  باناخ—هان قضية معمولى اثباتهاى جهت وهمكازنش كونيكا  د

 مطح ماكجمال كسترش جستجوى مسألة ديكر آنها درروش كه ترتيب اين به

ندر است- مطح مينيمال زيرخطى تابعكا كردن ييدا بلكه نيست ي  روشا ا

 ىرود.٠بهكار A حقيقى رى بردا فضاى زيردرمورد استدلالهاى رشتة

 كه طورى به دارد وجود A بر h خطى تابعكت p € A # هر بهارى .١

ى . ٢  A از لاد زيرفضاى بر ا ك P ضابطة با كهر خطى فرم هر بها̂

iQ بر كه طورى وبه دارد وجود q ج A# است، شده .تعريف f (M و.X 

،۶ ك q كه طورى به دارد وجود X دامنة با F خطى نرم )ا١بذابر( .٣

ن، كه ت. )٢( در )jq نند ما q درآ س ا

ريم برلاد بون ٠۴ F دا q < f ل زمينيما ) بودن (ا ىشود٠ نتيجه /

رلاد / = ر٠كهب >11ء11 م11ع 11ء



س [لوارد و ناربجى تحولات/لارذس و نآريخجه هان-باذاخ: قضية تا ث كن ١٣ب

كه است X [زربه لز) مغلوب (يعنى مغلوب كسترثى همان F ينابإين،

سم ىخوا ٠م

رشميدسى1ذا حالت ٠١٢

ابه ك مىتوان ،C ا٠ 1 روى نرمدار فضاهاى نظركرنتن در ىج  فضاى ٠ب

S با همز. F ميدان Ssj روى X ر نرمد[ t اين كرفت. نظر در  قدرمطلق 

ع رثميدسى١ذا قدرمطلق و نرم ندكه نوجه( مورد وقتى خععوصى به فضاها ن

ن ات ر كه معنى اين به ب ف يء بزى مثلثى برى نابر! در ازآنها يف ه ش ر  ن

)١( )11^11 ||,max( i| j < ج د٢هر بهالأى ء|| ا ||رة x ,y

د ت ذ ك ق د  است: زير و.يؤيهاى داؤى رشميدسى1ذا هندسة درنتيجه، ٠م

ف) رننطة (ال رص به متعلق ه X-|اءذ > r{ ق  :  y ' { ا / V <٠ج

ك ت I قرص ين I م^ز ٠ب .س

ب مهتاييها تمام((مثلثها))(يعنى (ب) ه  متساوىالاضلع[ذدو ازنقاط) ى.

 كويهاى هركرداية بهعلاوه، زذد؛٤مممر تلاقىكذذدأ هم با دودايره اكر (ب)

لامتناطع دوبددو بستة است. مرنب ك

بيرسيم زخودI مىدهدكه ما به ز فرصت اين رذحيدسى1ذا آناليزتابعى

انشعابى دراينجا ىبود؟٠ صررتى جه به هان-باذاخ قضيه بدون تابعى آناليز

ى تIبرقإر باناخ—هان قضية كه درمواردى رشميدسىIنا آناليز ٠مىاًيد س  س

ه لأ٠ كا  حال. اين با است. متغاوت لأ٠ ديكركا موارد در و است معمولى ليز آنا ثبي

د نا ع X خطى ب F : واحد بركوى اكر تنها و اكر است ييوسته هم باو ر

 با أارزاست٠ه دودويى اشتراى و.ؤى دراينجا (ب) بنابر باشد. كزندار مد

ى. است. ناتهى بسته ازكويهاى زولى هزدنبالة اشتزى كمالكرو

 معيار وتعديل جرح با ]٣۶[ ينكلتونI است. كامل بهطوركروى iمثلا

ر فضاهاى شناسايى بزى ناخبين دودويى ىاسر و.بؤى ي رين رث ست ن ك  ننا

ر ^ رثميدسى1ذا باناخ فضاى دادكه شيذ.ي ر ست ت ك  طور به اكر وتنها اكر ام

 اينكه ست_يعذى1 بودن كامل ظاهرثبيه به كروى كمال باشد. كامل كروى

ى ز ت ث ن هيل ٠ به \«ها نطرهاى كه بسته ازكويهاى نزولى دنبالة هر ا  ناتهى كن

_ ت س  نعميم وإ ينكلتونI قضية ]۶٠[اونو است. زآن1قوىتر ح۶بهوض اما ا

ى٠بررسىكا داد. ش ى٤وي زI ل ستر  رشميدسى1ذا فضاهاى در هان_اذاخ ك

 است. شده انجام ]۶٣رز_كارسيا[ درمقالة

مرتب فضاهاى در قضيه صورتهاى ٠١٣
 و باشند محرتب بودن نرمدار جاى٩ ل و X حقيقى نضاهاى كنيد فرئى

ز ل : * شد. تابعكى ى زيرخطىبر*با

A X A < p

1 ١
A M Y A < p

ص ما هدف [كنون  آنها زى1به كه است ى11 فضاهاى كردن مثخ

ى باشند. داشته وجود لزاند مغلوب X سزسر ^ى كه A خطى كترسها

ه ثابت ]٣٧در[ كه طورى به د ت I.))يذير معنا((كسترش اين به ل است، ث  اكر م

ن تنها و ريني جكات ىكو ة روي ك , داشء  بالا ا د ئ زيرمجعوعة هر يعنى ا

د كر\د\ر بالا از كه ث ا ه زبرينه ب ح در رإيج زبان به باثمد. داثت  ى ها فضا ث١م

 ٠مىامذد كامل [مرتب] ز فضاها ايزكونه مرتب،

ضيه سىهند صورت ٠ ١ ۴ ق

ش سه به ل٠ M صفحه هر ب بخ حد  دو و صفحه خود د:٠مىك تقسيم م

ف ها صفحه ابر آن. ((طرف)) ر (تعري ى ر نيزكا ٠ ير) ز د ه ب  آنها ىدهذد:٠ م [نجا مثا

ى ى ي ضا ى بردارى ف ه حقيق ى زب ب زيربخشها حد i{x{ م  : f x  =  a 

}f x  >  a : { x{ و ا  : f x  <  a سا) بهعلاوه ىكذذد.٠ تجريه (اسا

زيررقزرند: ١-١ ى تناظرها

دتا ع ى ب ط ة١)١( H ر خ ح رف رب = ر - H 

ب) باز (مجموعة B كوى حد B = )ء : p(x( >١{ - م  = Up

ر كه ت ييوسته نرم نيم يكح وز آن د س  ا

®H  H n U p 1/1 > ء

م. ترسيم هان_باذاخ قضية از متغاوتى ذداز1شم٠ج مىتواذيم بنابزين، ي كن

ى كزاره صورت به نه رإ آن يعنى ىيذ دربارة ا رث ست كزرة صورت به بلكه رى٠ك

ى ز ا ' د ر زير ج م: نظر د ري ك ب

ا اكر ك ط ي ضاى خ ى) (زيرف ط ا خ ك ب) مجموعة ( كوى ي حد م

طع را كند ن ردكه وجود (|برصذحهاى) صغحه(ى آنكاه ن ل دا م ا  آن ث

ط ى خ ضا ى) (زيرف ط ت خ س ب) (مجموعة كوى و ا حد طع ز م  ن

ذهىكذد.

ن اا هان-باذاخ قضية از صوزنى مازور ب دراي  ثابت ١٩٣٣ سال در قال

ى صورت ز آن باكىبور بعدها و كرد،  ناميد. هان-باذاخ قضية هندس

ضية ى.هند صورت .۴ ق ر س د٠٠ذز نضاى هر د _ ز  ئر\  روى X ول

ب مجموعه زير M خطى جندرناى  صفحه بر١ آنكاه نكند، نطح ر\ ىباز محد

ى٠ ل ٠ك H جون ت\ م ا ت M ث  نهىكند. قحيح G كغ رد١د دجود \

ه ١.١۴ ضي جداسازى هاى ق

د نرنى  زير به(لأى باشد، X محدب موضعأ نضاى ييوستة ن1دوك X كني

ة مجزإى محدب ىها مجموعه ر د  iX بر ا بديهىنا خطى فرم و مد، از م

مقزر I به متعلق و،اى هي د ى  بدوسيلة Bو A آ٠مىكويي H = ا (،) م

ذ جد\ هم ز١ H ابرصفحه ه\ د [يا شد كي  هر زى1به اكر شدءاند] جدا هم از أا

ة ى ج د ر ه )/ ٠ة ج و ، ) < ، < )a/ )/].a( > ، > [(،)/ لا )

ف)  كه طورى به دارد وجود ا € X' /)، و اج متمايز بردارهاى بهارى (ال

f■1( د (لمة)/ i x ب ر ك ئ ا ط ل خ ق ست ى آنكاه باشن . ا ردكه وجود /  دا

f y j f x o

ب) ى به X اكر ( ضا د نداشته تعلق M بستة زيرف ث ا د تا ٠ب ع ى ب ط  خ

ت صغر M بر كه دارد وجود X بر ى1/ ييوستة س ت. صغر ء بر و ا س ني



ر١ ث ى، ربأ ن ١ شمارة ،١٧ سال ض

ب)  طورى به دارد وجود Xبر ا ييوستة خطى آبعكا٠ iX ة cl) ٠ ز كر 1 (

f ا ٠ كه i x

B اكر (ت) j A نضاى از محدبى باز مجري ناتهى وءههاى٠زيرمج 

و آنكا. باشن X حقيقى رى بردا و ر ك وسيلة به ا  از اكيدآ بسته ابرصفحة ٠ب

٠مىثوذد جدا هم

B اكر (ث) j A از محدبى مجرى ناتهى جموءههاى٠زر X شد  با

ه A كه طورى به ت j وسيله به B و A آنكاه باشد. نشرده B و ب j ابرصفحة 

ت كيد س ٠مىشوذد جدا هم از أا

ى يدعتوان ل أ ن ا٠ديدى اين ازاربردهاى م ي ف ز( از زير ق ‘]٣۴[جي

ىأوربم:٠ ر )١۶١ ص

كا خبا نضاى ي ت هر اكر تنها و اكر است بازتابى حقيقى نا  از جف

ب جموءههاى٠زير حد  ر نداكز زاذًها1 يكى كه ز، اًن مجرى بستة م

كرد. جدا هم از اكيدأ برمغحهاى1 با بتوان باثد،

يايانى هاى نكته .١۵

ب امروزدرزمينة ز آنجه خبانا—هان قضيهه]ى ء٠خاز\د امروز. طال  يوطهمر م

ى به دارد وجود ك ت س ا كا به زمينه اين در تحقيق و ىكتد٠ توصف ث  خط ي

ه تبديل رياضى ودنق ير تحقيقاتى د ط اينجا در است. ث د نق ن  از مورد ي

ىبريم:٠ نام ز جديد دساوردهاى

ستناده با ]١ ١[بووكين ٠ خ قضية منابه رد،1سخاذد1زآذاليزذا1 ا ن-باذا  بزى ز ها

آورد. ت٠يهدس ((ابرتابعكها))

د ٠ ن ي  است، محدب غيرموضعى طور به كه نضايى بزى شزيطى ] ١ ۴[ ل

 ز خنابا—هان كسترش ويزنى كه آورد بهدست ٥ p ١ ip نظير

باثد. داشته

 خطى زيرفضاى اينكه جاى4ب C كنيد نرحنى زكرنت: نتيجه اين )۶٨( يلونيا ٠

د. X از محدبى ناتهى زيرمجموعة باشد، X حقيقى خطى نضاى  باث

p : X كنيد نرض همجتين  —► M و محدب تابعىE ؤ C : تابعى ا

شد p روى بهطورىكه متعربا x iC ة f x خطى تاح درايزصررت 

p بهطورىكه دارند وجود ٠ ثابت عدد (x(ءت)و 

f به(زى i x p x a X<EX بهازى C ج X

كرد. عرضه زيرخطى دو تابعكهاى بزى هان-باذاخ قضية يك، ]۶٩[ روان ٠

كا٠ )٨ ١ل سوريونن ٠ ى خطى))، تعامد ((نضاهاىدر هان_باذاخ قضية ب ها ا ف  ن

م حلتة ا٠يك دي٠ جب رى بردا ي ق كرد. عرضه مجرد تعامدى زبطة يكط با ت

ى ]ا٨٣سو[ •  هاى فضا روى ازتابعكها خانوادءاى بزى باناخ—هان قضية ي

كرد. عرضه احتمالاكى نرمدار
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