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ز درتويولوزى كونا مفهوم مختلط. وآنالي

ش *1ماس هبروخ*،٠٠٠هيرت فريدري ف ز  ٠سك

نهندى fcjb رحيم ترجمه

سىgenus[ 1[ انكليسى درزبان مقاله اين بحث مورد منهوم نام شذا سهت  ززي

د مشخصات كه ى زنده! موجودات بندى رده بزى درآنجا كه مىاًيد ت ش  م

 كه اشيايى بندى دسته بزى كلمه اين نيز رياضيات در ٠مىرود بهكار رند دا

ى ويعيهاى شت ى كونا مفهوم ٠قزرمىكيرد استعاده مورد رند دا م خدها رشا ل

ت مختلف ضيا  ود٠مىث مطح وآناليزمختلط ‘تويولوزى اعداد، نظرية نندما ريا

ر كه ر آن جايكاه به مقاله اين د م. اخير زمينة دو د زي رد! اين در حتى سي

ى نعبيرهاى هم شاخه دو د از آنها غازسر كه دارند وجود ازكونا مختلن ي  ل

ى، خ ري ك كوناى تا ت. به٠رو ٠ب ناز شرع با ما جهتداراس بررسى به ها ريشه اي

ن حاتىكه٠واصلا تعميمها راي ه صورت مفهوم د ن مىيرداز.بم. وفت راي مقاله د

ى به ر زكا ىكا برهانها و تعاريف ري ه1 اين ما هدف بلكه ريم ندا ر ك ت  ننده خوا س

ى خت نا آورد. بددست كونا مفهوم ز1 شهودى ث

رويه يكد كوناى
ى در ريمان لا س ز عا٠روي ذويولوزى آبلى» توابع عتوان«ذظرية با متا برر

 لآ.به برش با كه ساده بستة خمهاى از استعاده با ز ها رويه وى ].٢٠[ كرد

ت۵به رويه از ساده!ى نمايش آنها درامتداد تعداد او كرد. ىبند رده مىايًد، س

ن و ميد نا ٢۶ رإ خمها اين مينيمال ه نتا دك ٠مىكذد معين ز رويه ناوردا اين دا

ش ازآن، بعد سال جند  جبرى هندسه ترعميق ديد با ز هها٠رو زمانىكهكيي

ناميد. رويه ((وذا))ى das Geschecht ز V عدد كرد، مطالعه

 هر ز.يرفرمولبذدىكرد: صورت به مىتوان امروزى بهزبان ز ريمان ديدكاه

 كرة همبند جمع از جهتداركل و مرز) بدون فشردة بسته(يعنى همبند، روية

: جنبرة جند و 5٢ دوبعدى ١  جنبرءهاى تعداد مىآ.بد. بهدست ١

g( با و ميده نا F رت\ى كه است تويولوزيكط ناورداى يكط شده فه اضا (F 

ش ى۶ عدد با عدد اين مىشود. داده نمايش ت ا بزبر كلي .س

1. Clebsch

ع .٣ م ج ه خميذه!ى بعدى m خمينة دو همبند م ك ت س ف ا ا ى حن و كدك د هر در ي ك  از ي

ف هم وبه ها خمينه ٠_م ٠مىآيد ت٨بهدس دوكوى مرز درامتداد مانده باقى هاى خمينه جبانيد

١ شكل

ن ديدكاه از نويه مفهوم موجز بيان ن بهاًساذى ريما مك ت. م س  جيزى ني

ن صفحه، منشعب يوشش بهمشا سمت  ما ى به وري من ض ر و ض ط ذد فر ىك هم  ك

ر نوعى زى دا به٠رو ي ذ ي ل ي س ن ز ف ي د ر ا ت خ ظر  كه اسهت ا ت زن سبا حا ى م ر فن سيا  ب

ت. مفيد س ن ا ك ي ك. كونا قع وا ر د ل ى يولولتو ناورداى ب ت. ي س  موضع اين ا

ى كروه يرى٤بهكا با مىتوان ز وه اولين يا بنياد ى و ستك ذ ت ^١ )۶( ٢ما ثاب

ريم بهويزه كرد. )٣( = ° دا فرمول و ك١و

ر كه هد نتيجه رفته، ربهكا همبند جمع بزى # نماد آن د د ى  روية بزى كه م

F  =  Ffi همبند جمع از كه S ت جنبره 71 و س هد  ريم دا اسهت آمده ب

.H \ { Fn ) — ٢

ة هر بزى مين ن!رتبة::لم X خ إ كروه مي : ، ى ن ت ن ا ن م مي ض ا د. د د ع مي ٥ نا

د و ت يعنى ٠س

bk X  rankffffc( ! ) )

شود٠ حاصل زير فرمول بنايزين، و ى

1. ram ified covering 2. homology group



ش آناليز و تويولوزى در كونا منهوم ربدري ط/ف خ٠هءلت هختل س ما ‘س ٩كرك. با

٢ شكل

ى عدد بدجاى F بزىتعببزكوناى ضه ستو!ن بت  :كرد ٥ ستفاد اويرا ازهثخ

:١(ل)ءةء( ت ؟ ( غ - ل) )

س = ١ ٠كد معنى اين به ذا ).&,( = ة٢( ول

)) ( ) =  - ) =  - ٠

نتيجه در

ل ؟ (?ل)ء = ١■

شخحة) عدد  ودش به مانستكى. به ارجاع بدون مىتو|ن ز اويلر (م

ا دازى يه٠رإ هر كرد. محاسبه '.شيبياتى ك ت ي ا .سدىمثل سن ش ( ا خ ز بعد ب

ه٠ببيذيد) ى قزردادن با ز أن مىتوان ك ها ك ب م F روى ازمثلثها ث س  و كرد ج

داريم:

سها تعداد — يالها تعداد + مثلثها تعداد e( = ا (F 

ى تعريف با اويلر ممثعخصة اينكه حال، اين با ن يا ب كا شي  •ريولوويكا ناورداى ي

دارد. برهان نيازبه است،

جيست؟ در كونا تويولونيكط اهميت

كا٠ به٠رو به اينجا تا ت ذويولوز.بكا ى وردانا ب سب  اين لآيه. كوناى دادءايم: ن

ر وردانا د ق ت؟ قوى ب س ت ا مي ه ةتويولون ا ك ؟ در آن ي ت س ي ن يدكاه د ب ريما

ن مىتو|ن ل\ ر روية هر كد كرد تعبير جني ي ذ ي سل ل غ ب . معين خود كوناى با د

كا ٠مىشود مورس مقدماتى نظرية از استعاده با مطلب اين بزى جديد برهان ي

ت س ن ])-٧[ ]ا۶([ مىأ.بد بدد ك ى لي ى حت م ك ا ح ي : ت ر| ر رق رب ذ ى' و ع ق ن

ى نرهمسا خت م اين . مىكذد معين نيز ز ي سط ريمان ر كا ز  بعد سالها حك  تو

شد. زدوثابت

ه ضي تهمسانر F و F همبثد سمة جهتد\ر به٠رو دو هر ].١٩[ ق خ j\ ذد١ب

ا ه ت ؤ١و

' ) .g ( F ) =  g (F

كا٠ ينا جة ي ت ٥ دسا نتي س م - ني ت  زدواين ن برها ر د سى  كا  ن نشا كه س

هد ى زشما يايه با يك^يولونتو به٠رو هر ب ث د!ة ت؛ ىبند مثل س  ادامة آنكاه ا

ت مقولة در برهان ن شيبيا ت ر شوا د جندا س ٠ .ني

جيست؟ در كونا آناليزى اهميت
 در اشيايى ن عنوا به هها٠د مطالعة ريمان، تويولوزيكا بررسيهاى اصلى هدف

ط ختلط هاى حمينه ن عنوا به امروزى، زبان به يا آناليزمختل  ، ١ مختلط بعد ز ا م

كا از است عبارت مختلط خمينة هر بود. مختلط حمهاى يعنى  خمينة ي

ا (يعنى تويولوزيكا ك  طور به كه زشما ياية با هاوسدورمف تويولوزيكا فضاى ي

1 با موضعى ت نر همسا 1 ا با همإه باشد) يخ ك س ي  ى تعويضها كه اطل

ط بعد در كه آ٠مىكذي اشاره .ندتمامريخت نكاشتهاى آن مختصات  ،١ مختل

ى ].١٩[ ود٠مىث نتيجه مختلط ساختار وجود از ز شما ياية كا ^  جنين ي

ى كه ٠مىكيرد نظر در ز D مانند ١بخسيابهايى ريمان مختلط، خم  شيبها

 هر .1 به متعلق ضزيب با هستند رويه ى٠رل نقاطى متناهى صورى خطى

كا روى برخهريخت تاح ه ي ب  رو.بهها كرد هيم خوا فرض ادامه (در بسته د

ا ذد)1بسته ك ب كهمىكذد معين ز D بخشياب ي  وقطبهاى صفرها خطى شي

ع بخسياب، هر به است. جندكانكى) احتساب (با تاح آن جم  آن ضزيب م

 iD شدة داده بخشياب بزى أ.٠مىكذي مربوط ود،٠مىث ميده نا D درجة كه 

ى اين با ز برحدريخت تواح بردارى فضاى ش ع كه و جم  تاح هر بخسياب م

 اين ٠مىكيريم نظر در باشد، نداشته منغى جندكانكى شده داده بخسياب با

 مىشود. داده نمايش D(1( با آن بعد و است بعد متناهى رى بردا فضاى

]:٢٠[ كرد ثابت ز خود نابزبرى ،٠ بخشياب هر بزى ريمان

l(D ) > deg(D ) + \ - g .

ت ريمان_روخ معروف قضيه سرغاز اين ب يرى٤بهكا با كه ]،٢ ١[ اس ختيا  ب

ت به ز زير بزبرى  متعارف مىدهد دس

l(D(<£) +١ا ) -  l(K  - D ) =  deg 

ز ت طرف به اكر است؟ مهم نتيجه اين ب س ع كنيم نوجه بزبرى ز جم  م

\g تويولوز.بكا ناورداى و آن، درجة بخعثعياب، يكط سادة ناورداى كا٠ي ~ 

 است: ييجيدهاى آناليزى ناورداى جب، طرف كه صورنى در ٠مىبيذيم ز

برخهريخت تواح فضاهاى قيقق، د بيان به يا تواح، دوفضاى ى ها بعد نفاضل

آنها- قطبهاى و صغرها روى شزيطى با

جبرى هاى يته ر وا حسابى كوناى
ه1د توجه بايد ك ت ط ساختارهاى به ديغرإسعيدينير ساختارهاى از كذار ش  مختل

ى زين است، عمده تفييرى كت ت ل حا ر  متعددى متغاوت مختلط ساختارهاى ٠د

كا روى ه ي ب ا1درو دارد. وجود ٠دادهشد د ك ي ع  رهاى ختا زسا ا ى1ييماذه فضاى ق

ه مطح مختلط ك ت س و٢ بهارى ا  ازبعد است مختلطى خمينة خودش ؤ

٣ — ٣g. ٠ رى1به = eg ى ى1ييماذه فضاى  ig = ١ لآى1به و است، نقطه ي

ط ازبعد ختل است. ١ م

كا روى ظريفاترى حتى ساختارهاى و برداشت فزتر كامى مىتوان  ي

ى مثل وضعكرد؛ ,دبه ر جب ر ختا ىكه مختلط. ا ى درحال عاتكستردءا  مطال

 شد، انجام كدشته سدة اول نيمة در ر هموا و تويولوزيكا ى ها خمينه زمينة در

ش بعد از مختلط هاى خمينه ط آناليز هاى٠دث با ١ز1 بي ختل ن م دا ن  مورد ب

ط متغيرة جند ح توا نظريه (البته نكرفتند ر قز بررسى هاى دامنه در مختل

1. divisors



ى،نشر١٠ ض ١ شمارة ،١٨ سال ربا

ر د ز ا مورد  ب ر سيا ل، بود). توجه ب ب قا م ر ى د ها ة ري  مجموعة جبرى، و\

ى ، از ى |٥ د خانوا صفرها ىها ه| جمل ع جذد ض و ى بررسيهاى م ض  مستمر ريا

م ند،بود ك ت س د د ح ر ن د خت ب ىمثالها سا عة جال  فرمولهاى آنها. هندسة ومطال

ى ى٠ و سؤالها به كه آمد دسست به زياد سيهها ى حد ب ى جال ه ٠شد منت

ن ىزمينه دراي ى كونا ى ى١ي ‘ديكر ي ا ش ‘ح رد.ايفا مهمى نن وايل ك درا

ر ١٩۵٥ دهة ى تعريف جها ونا زك ى ا ساب ى روى ح ر هموا جبرى واريتة ب

Pa(V( با اول دوتاى ند.بود شده شناخته ^، مختلط بعد با iV برىتصو

V(و a iy ش . داده نعاي د ; و ذ ى س س ١بور هزد حد ن عدد دو اين ك شا ي

ستند ب و ه س ح ر أ ( ب ( ل صورتهاى رى بردا نضاى بعد أ9\ سي زن غ  تمامريخت دي

ل ،7 درجة از سبه قاب ذد:1محا

(١ء١)٧.( " -١. ؛ ( _ . . + )Va{V ) =  Pa(V ) =  gn(V ) - gn- \ (V 

ت، طرف رتعبا  م٠مىكذي توصيه ٥ نند خوا به ز آن ما كه ست  سوم تعريف زس

ف درادامه كه ٠شد صلاح ندكى شكل به قع وا در ( صي  كودايز مىشود)^ و

ر1 و ت ها فهبا نظرية از استعاده با ؛١۴( سسب  رت عبا سه هر كه كردند ثاب

ند. يكسان!

ت، طرف عبارمت خحة مشابه زس س متغاوت. شكلى با ليكن اويلراست، م

است، تمامريخت ويإر١ عدد ((واقعى)) اويلر عدد

:١>ء(7(اا)ء = خ ( - 

ى وناى كه ساي شود خوانده ح ت. Qo(V( همان \ ىها مؤلفه تعداد ٠مى س ا

ش بزى بنابزين ن. واريتة ي x( سب (V = )لآ ه ( مأ ث )١( ب .١ ا _ غل  ا

9n(V( ىهند وناى شود خوانده V س ى حالت بزى ٠مى  ية٠(رو خم ي

)9) \V ) =  g(V

 يكساناند. ريمانى وكوناى هندسى كوناى لذا و

:هستند ضربى هندسى و حسابى دوكوناى هر

X(V x V ' )  =  x (V )x (V( ' 

9n+ m(V x V ' ) = gn(V )gm(V( '

dim = 1' و n = كه F

د عدا سديا ناورداهاى Qi(v(ا و حسابى، بذابزين،كوذاى ؛،٢۵(هستند د

ى ٠دوسةوياست ى ناوردا ي

تاد كوناى
 متعارف هربخمشياب داد. بهدست ؛٢۴(تاد ز حسابى جهارمكوذاى تعريف

كا ب ،71 بعد با ر هموا تمويرى جبرى واريتة ي شيا خ كا ب  صورت—71 ي

ن است. ٤برخهريخت كا بخعشيابى جني  تويولوزيكا بعد متمم با جبرى دور ي

 وى كرد. تعريف بعدها متمم همة بزى هندسى متعارف دورهاى تاد است. ٢

توسط حاصلضرب درآنها كه كرد، تعريف ز دورها ازاين جذدجمله!ىهايى

1. Severi

 است n  بعد متمم زى دا ام 77 تاد ى1جذدجمله مىشود. مشخص اشتزكها

ى بزى و ه عددى بعدى،̂  واريتة ي ك  عرضه ود٠مىث نده خوا تاد كوناى ن

ى كوناى همان كونا اين كه بود معتقد تاد .مىكذد ساب  توجيه ليكن است، ح

ى واقعيت اين دقيق امد. بهدست بعد خيل

 كه ٠مىدهذد نمايش ز مانستكى هاى رده تاد متعارفا ارزى هم هاى رده

ن علامت، تقريب با ها كا مماس كلاف جري ردءهاى نكارة يوا ل  ريته وا ي

 تعريف مختلط رى بردا بزىكلافهاى جرن هاى رده ٠بهطوركلى ؛.١٨( هستند

 نقش تمامريخت نكاشتهاى درآنها كه مختلط هاى خمينه برخلاف مىشوذد.

ى يولون تو كاملا اشيايى مختلط رمى بردا كلافهاى دارند، تعييزكنذه  هستند؛ ي

وا اجمال به ت ن ست  بعدى ٨: مختلط بردارى ازفضاهاى ى ده| خانوا آنها كه كف

 همجنين ذد.1٥شد يازمترى X تويولوزيى فضاى يكط نقاط توسط هستندكه

نكتة و دارد، وجود بردارى هاىفضا اين مجزإى اجتماع روى تويولوزى يف

ى س سا ت اين ا س  يف با موضعى طور به رى بردا هاىفضا دة خانوا اين كه ا

ب ضر صل تهمسانر U X [k حا خ ت ي س ف ٧ كه ا  X باز زيرمجموعة ي

ت. س جيد جرن ردءهاى رسمى تعريف ا ه1 نآ ز 1 تر ٥يي ك ت ى1مقاله درجنين س

 مورد درنظركرفتن با مىتوان ز أنها دريس نهنته اصلى ايدة ليكن شود، مطح

ى ى ددى ديغزنسيديديرء مختلط رى بردا كلاف ي  ديغرإضيدينيرو خمينه ي

HU(جرن ردة حالت، دراين داد. توضبح X بستة (X ') I ح )Ci(E اولين 

+ وجود بزى مانع \k —  i ى خطى مستقل مقطع^ E .بزى اكر، است 

ى مثال، ن انتخاب Eتنهادر مقطع ي  آنكاه باشد، نوعى انتخاب شودواي

ى صفرها مجموعة ^ ازبعد X زيرخمينة ي  -  XdimE بود. هد خوا 

ى لذا H( در آن يوانكارة ديمان كه مىآ.يد بيردست مانستكى ردة ي ^k(X 

Ck(E ام k جرن ردة همان و شيذد٠مىذ )  E .اكر است X ى  بعدى k خمينة ي

 Ck (E( ٥آنكا شود، فرض آن مختلط مماس كلاف Eو باشد بسته و مختلط

است. .١٠ اويلر معشخحة هويف، - نكاره يوا قضية طبق دوراساسى، زإى 1به

ف مماس، كلاف جري ردءهاى برحسب تاد كوناى  ى1جذدجمله مقداري

,cr, ٠ ٠(. جرن ازردءهاى مشخص كوياى r (c  در است. اساسى ردة روى ١

كهىها1جذدجمله اين ساختن نحوة توضح ت ( ز أ عبا ت ب  هستند)، ييجيدءاى ن

ى كوناى با تاد كوناى است قزر اكر كه مىكذيم نشان خاطر ب  باشد، بزبر حا

 نيز است) ١ آن حسابى كوناى(كه مختلط تصويرى فضاى بزى دوكونا اين

 ضربى نوعى به تا باشد، ضربى بايد تاد كوناى علاوه، به بود. هند خوا يكسان

 ؛٨( تعبير به ضربى دنبالة ٠يف بايد لذا كند، منعكس ز حسابى كوناى بودن

 دذبالههاى عمومى مفهوم مثرفى بإى اؤل مؤئف انكيزة استدلال، اين باشد.

 ضربى دنبالة توسط ز تاد دنبالة وى است. بوده ىها1جذدجمله از ضربى

مىكذد. مشخص مختلط رى٠ تصو فضاى هر بزى ١ مقدار با اى ويزه

از: ذد1ءبارت اول ى1جذدجمله جهار

: = آ ا ( ء أ + آ٢ء )

T  = ب١٢أل'  ت

TV :=  —   +  ٣ \ t  ٣cj t  ۴ ٣c ; -  c\ ) .  

1. C hern  classes 2. generic



ش وآناليز درتويولوزى كونا مفهوم ط/فريدري ختل ه م رت  كرى ماتياس بروخ، هي

ه ضي د فرض ٠؛٨[ ق د  كي  زبعد١ نشردهءناتكين مختلحن جبرى ورينه ي

آنكاه \ست. 71

})x (V ) =  (Tn(V),[V 

ر د ت-١\س \ساسى رده ز\ى١به Tji د١ت ى١جندجمله مت

 ريمان_ريح قضية مسابه هوايى و حال نتيجه اين كه أ٠مىكذي مشاهده

 به كه تاد كوناى ناورداى با ز تمامريخت، اويلر عدد آناليزى، اطلاع زيز دارد،

ايولونتو زبان ك زد مرإتبط سده، تعريف ي سا ٠س

ط بعد اكر ا  مختل ك ر كه باشد، ي ى رويه مورد د مان ن ري  است، جني

ت بالا قضية خ، فرمول خاص حال لآ ن- ما ى ري عن ت ي هد خوا D = ٥ حال

ضه ‘تعبير همين با بود. ت بالا ق ص حال ريمان-روخ فرمول خا رتهبروخ-  هي

كا١٩۵٧ درسال ].٨[ است D = ٠ برإى دي ذ وت ر درنظر با ز فرمول اين ١،ك

خ فرمول يالآمترى شكل كرفتن ح ز ما ي نى داستا اينها همة ].٢[ داد تعميم ر

 ز ما آنها به ختن يردا ٠مىشود مربوط كونا مفهوم به جند هر و دارد، طولانى

ع ض و م ز ى ا صل ىكذد منحرف ا  ٠م

 يافته تعميم وكوناهاى بورديسم

م ف ف تويولوزيى شيوة به تاد ىكوناكهك ى ود،٠مىث تعري ف اين ول صي ش تو بي

ا زمينه، ينير ديفزنسيل خمينة علاوءبر است. موجز حد از ك  مختلط ساختار ي

ا است: زنيا مورد ضعيفتر مفهوم به ك ع دوى مختلط ساختار ي جم  كلاف م

ى ساختار اين يديهى. كلاف و مماس  نده خوا يايدار مختلط تقريباً ساختار ي

ا با خمينه هر ٠مىشود ك ى ر يايدا مختلط تقريباً ساختار ي  تقريباً خمينة ٠ي

ى تعريف، اين با كه م٠مىكذي توجه ٠مىشود يايدارناميله مختلط  ى1خميذه حت

باشد. يايدارداشته مختلط ساختارتقريبأ ذد1مىتو نرد ازبعد

ى اين به صسند، ر يايدا هاى ناوردا جرن هاى رده جون  نزودن I با كه معن

ف لافو ي ط) ك ى (مختل  كوناى تعريف بزى كه رىساختا ٠ذمىكذذد تعيير بديه

ا است لازم تاد ك ط ساختارتقريبأ ي ن بزى يايداراست. مختل ى،ها خمينه جني  ي

ا و تاد كوناى ه ي ل دازست: ز زير اساسى ى ي

ى ٠ ع م ت ج ى اس عن ف تاد كوناى (ي ع مجر، اجتماع ي م ج  تاد كوناهاى م

ست). آنها

ى • رب ت ض ى اس عن  تاد هاىحاصلضربكونا حاصلضرب، تاد كوناى (ي

\ستا.

ى اين ا ىي ها ؤي سدة تاد، و. و.  عمومى مفهوم معرفى يه ر متاله اين اول ن

ت ناوردايى كونا اين بزنكيخت. كونا  خمينهها، از ردءهايى بزى $ مانند اس

ف مشخصة هاى رده برحسب لا ا به مجهز (شايد مماس ك ك  يبأتقر ساختار ي

ط ف به متعلق مقادير با يايدال مختل ه حلقه ي ك ى د ها رويلي  نيزصدق بالا د

ى روية بزى كه داريم توجه كند. كه است ء١)٣ ( بزبر تاد كوناى )F ريمان

1. G rothendieck

bo( بوردسم .٢ rd ism( ى وازة ه1 جديد ك ت م س ب ر و ب و ك ن ي س ا cobord( ج ism( ه د  ث

ست b( بوردانت ر بعدى n خمينة دو .ا o rd a n t(سد ى آنها مجرى اجتماع ٠هلا كو زي ر  م

ث و مفاهيم به بوردسم .باشد بعدى خمينة ح د طلاق  نت بوردا به ٠سس1و مبا و ث ى  ٠م

ه معادلهاى واردو اين د ث ت ي ىنا در ى1س س د .ندارند ر ي ا b بتوان ث .rd a n t مرلآند(( ز(( 

bo و ))مرزيوش(( يا و »مرزبذد« يا rd ism ى(( يا و »مرزبندى« يا »مرزذذدى« ز  ))مرزيوث

ر بررسيهاى تا >ذعلأ ولى .كرد ترجمه صل ،بيثت ىI ا س ل ك ت اين ن حا طلا ص ر جند هر ز، ا  د

ىنا متن س ب ر ب جال س ى كار به تتدا٠٠س ومنا .م٠.بريمم

١١

ى ۶ويلر1 مشخصة نصف عن ت، دراين لدا مىباًشد. ١ - g(F( ي  ىكونا حال

ى روية كوناى اساسأ تاد است. ريمان

ى جهتدار، هاى خمينه مهم هاى وردانا از يكى ن ا ت  آنها ى؛ امضا إيا ن

)—I -  b(ى ست،كه1 ا_ة ن ى طعىتقا صورت شا  جهتدار بعدى ۴k خمينة ي

ر ازديدكاه M بستة و ى شدنبا ۴ مضرب بعد (اكر است خطى جب شان  بزبر ن

ى مى<شود). تعريف هغر شان با M ن

١ a ] sign٧V

ش د. نماي مىشود. دا

ه1 بوده فرمولى دريى مقاله اين اؤل نويسندة ك ت  فرمولكوناى مشابه س

كانشا حسابى،  زمانى كار ين I كند. محاسبه مشخصه ىها رده برحمسب Iو ن

لآ هنوزفرمول كهشد انجام ن- ما  قضية درواح، بود. حدسيه يكا تنها ري

ى سان للل> جون شد. تبديل ريمان-لآخ فرمول برهان از مهمى جزء به ن

ف  هاى رده بهجاى مىباًيست ندارد، وجود مختلط ساختار هبج مماس كلا

H يونترياكين هاى رده از جرن، fi(M ج Pi(M ها رده اين كرد. ٥استفاد 

ف شدة مختلط جرن هاى رده علامت) تقريب (با لا  مشابه هستند. مماس ك

 بهكارً ز ضربى دذبالههاًى مورد در خود صوزتبندى اول نويسندة تاد، كوناى با

ت  فضاى هر بزى كه بسازد يونترياكين هاى رده از ىهايى1جذدجمله تا كرف

كانشا يعنى ١ مقدار ٠زوج بعد از مختلط تصويرى  اينها مىكيرد. ز M ن

جنيزاند اول ى1د_جذدجمله سه هستند. ىها1ط_جذدجمله

ل = \ل

- ء ا أ ب٧ء٢( آ ة (

•٣p0  rpxP\ t\ - ف۶٢هل٣ ة ( = Lx

 تصويرى مقاديردرفضاهاى حسابى، موردكوناى مانند ذستيمكه،1كرمىد1

كانشا ٠زوج ازبعد اين مىاًمد. ذتظاربهدست1 مورد فرمول ٠مىكذذد معين ز ن

مد ييش وضع هر نيان صورمتدر خمينه از مضربى ازكناربه يس اكر، مىاً
ى بوردانت خمينه  دليل بود. تصويرى فضاهاى ازحاصلضربهاى خطى تليب

ن اين مراي ه1 ا ك ت ى هم س ن  بورديسم ناورداهاى ىها،1ط-جذدجمله هم و شا

 جهتدارو خمينة اكر هستند بوردانت و M دوخمينة اينجا در هستند.

 ~M  مجرى اجتماع مرز^ كه طورى به باشد داشته وجود W فشردة

جهت مخالف جهت با است  خمينة همان كه باشد،

 اجتماع عمل تحت جهتداروبسته، بعدى 71 هاى خمينه بورديسم هاكا رده

]71 با كه ٠مىدهذد تشكيل كروه يك~، مجزإ  مجمع ٠مىثود داده نمايش أ

In[ ; ى دوخمينه ضرب به نسبت ^٠ ء،٢٣إ تام است. حلقه ي

 آن مولدهاى كه ىهاست1جذدجمله حلقة اين كرد. محاسبه ز *{] ) (

زير نتيجه به ز ما ملاحظات اين هستند. نعيج بعد از تصريرى هاىفضا

ىشود:٠ رهنمون

ضيه ) (قضية ق ى ن  ور١همو جهتدرر خمينه كا١ي M كنيد نرض .]٨إ شا

ت.١ يستد صورت اين در س

sign(M ) =  {L (M ),[M ]).
1. signature



ر١٢ ث ى، ربأ ن رة ،١٨ سال ض ١ شا

 ساختار با بسته هاى خمينه بزى كونا اين كه كرديم ره اشا تاد كوناى مورد ر د

ر مختلط تقريبأ شود. تعريفيايدا  بورديسم باكروههاى ظرمتنا ؛١۶( ميلنر مى

 ز يداريا مختلط تقريبأ هاى خمينه بورديسم كروههاى جهتدار، هاى خمينه

د سخيا كرد. محاسبه و تعريف  جهتداراست: بورديسم زموردكروههاى I ر ٥ا

 I روى جذدجمله|ىها حلقه يايدار، مختلط تقريبأ هاى خمينه بورديسم حلقه

 حقيقى ازبعدر يايدا مختلط تقريباً هاى خمينه متناظربا Xi متغيرهاى با است

رإ تانسورى صرب با مىكذد. توصيف ح٠ صر طور به ز آنها ميلنر كه ، ٢؛  ،٩د

 ٠مىشوذد ممشخص CP تصويرى فضعاهاى توسط مؤلدها

ط رتبا ى با ا ن شا ن

ط ما بخش اين در ق ى به نيم مىتوا ن ض اشاره ارتباط اين هاى جنبه از بع

م ي - ترتيب از غير ترتيبى (يا كن ى) خ ري ك كوناى ا سي لا  ريمانى روية ٠يك ك

yى ع ت ف ي ر ن ا ل٠ب رإ آن م م ركا د معين طو ز ا ءع٠ يا ها٠روي برى ٠(ك س

ى ر نسيل يفز د ت ف  ى ها خمينه - ۴ ى بز به مسا ى  نتيجه ،تعبيرى به . ) ست  ن يكسا ي

دارد. وجود بسته و ر هموا ساد؟ همبند

ضيه  .سنة ديغر\سيلايذير ساده همبتد خمينه _٩ دو . ) ؛٣( ، ]۵ل ( ق

و تنها و كر١ ذد١همساذريخت  يا زوج ( 1\ذه وع٠ و كا١ساف ،٠بز \و مشخصه \

د. يا يكسان فردبودن) ن ت

ع دراينجا ى اكرهمة تنهااكرو است زوج ن باشند، زوج ،طعىخودتقا عددها

 فريدمن كه رى دشوا قضاياى يايه بر كه است بسيارعميقى نتيجة قضيه اين

 هاى خمينه — ۴ فريدمن .ست  ر ستوا I ذد،1كرده ثابت مستقلا ز آنها نلدسن Iد و

كا و تقاطعى صورت برحسب ز ساده همبند تويولونيكا  مقادير با ناوردا ي

ه٢ به متعلق ك ، ة  ناوردا اين كرد. بذدى٥رد دارد، نام سيبنمان - كربى ى ناورد /

 صقر هستند، همارزهوموتوييكا S با كه هايى خمينه و ر هموا ى ها خمينه بزى

 ثابت ز يوانكاره حدسية بعدى ۴ تويولوزيكا حالت نريدمن ‘بنابزين است.

 است. همسانريخت S با ،5 با وتوييكا٠هو بعدى ۴ خمينة هر هىكذد:

كا تقاطعى صورت ى1تكاييماذه متقارن دوخطى صورت هر  خمينة — ۴ ي

ختهشد صورتهايى جنين بندكا ورده است، وبسته ساده همبند نويولونيكا  ٥ثذا

 رد٩مى بهكارً ز ى1ييماذه نظرية دانلدسن ر، هموا هاى خمينه بزى ليكن نيست.

د ونشان ه د  نتايجىكلاسيكا، وبرياية ذد،1بسيارخاص تقاطعى صوزنهاى س

ع نشانكا، اويلل، مشخصه با (معادل رتبه برحسب ن  ٠مىشوذد بندى رده و

ه ريمانى، هاى رويه برخلاف شاب ة م ج ي ت ى رده ن د ب با بن ري  تق

 سادة همبند _خميذههاى۴ است. متغاوت كاملا ۴ دربعد ٠ديغزذسيلريختى

 ديكرى خمينة يعنى رند، دا رغريب ساختارهموا رندكه دا وجود M متعدد

ت M با كه دارد وجود ن است همسانريخ ك ت M با لي خ ري سيد زن  ديق

ت. س  يرى٤بهكاً با بعدأ، ٠ء۴ل شد ييدا دانلدسن توسط مثال اولين ني

 وجود ى زياد سادة همبند _خميذههاى۴ كه شد داده نشان وى، هاى شيوه

)ل٢ ة٠رو مانند است، نامتناهى آنها روى ر هموا ساختارهاى تعداد دارندكه

ح = ٠{ * م ئ ٠ا & }x ج ١ ط رو.باى ( ختل ا است، م ذ ى بعد ل أن حتين

است). ۴

1. K irby-Siebenm an invariant

ى صررت .٢ د1تكاييماذه ز دوخط ويت د غ١ اًن دترمينان ٥ا٤ه ىك ث ا .م._ب

3. gauge theo ry  4. exotic sm ooth  s tru c tu re

است: ديغزنسيل درتويولوزى مهم نشدة حل ازمسائل يكى ذيل مسالة

 شالها ترن جالب دارد؟ وجود غريب ساختار بدون ى1بسته خمينة — ۴ آيا

 ر هموا ساختار 5۴ اكر است. 5۴ -كرة۴ يا QP مختلط تصويرى صفحة

 كه است، ر هموا و بعدى ۴ حالت در نكاره يوا حدسية اين باشد، داشته يكتا

 ر هموا سادة همبند خمينة — ۴ هر كرد: فرمودبندى ذيل صورت به ز آن ن1مىتو

ى (عدد S با است ريخت ديفزنسيل ٢ اويلر مشخصة با بسته و  آن دوم بت

ق نتيجه در است؛ صغر نشانكط لذا است صغر خود به خود  با بالا قضعية طب

S است). يخت ير همسا

ى تعدا وجود ى بسته خمينة روى ر هموا ر ختا سا هى متنا نا ل ز ه جي ك ست | 

 است. متناهى عدد اين ديكر ابعاد همة در مى|فتد. اتفاق ۴ بعد در منحصإ

ط نتيجه اين رتبا  (در اصلى] [حدسية Hauptvermutung با نزديكى ا

كا1 مىكويد داردءكه هندسى) تويولوزى ري ث تويولوزيكط خمينة ك  بندى مثل

ث اين باشد داشته درست مطلب اين .يكتاست تظريف، تقريب با بندى مثل

ت س نني ي ول ض ىلهامثا (ا ى ‘])١٧[ داد ت٠بهدسميلنر ز نق د ول ع رب ; د ل و و *

 ىدهد٠ نشان ]١٣[ اصلى حدسية مورد در سيبنمان و كاركربى ۴ از

 ساختار متناهى تعداد حداكثر ۴ از بيشتر بعد از بكا٠نويولون خمينة هر كه

 هر دادكه نشان مىذوان جزحى، نظرية از استغاده با دارد. خطى تكهاكا-

ى تكهاى_ خمينة ط  ر هموا ر ختا سا متناهى تعدادى حداكثر ۴از بيش ازبعد خ

 بعد از تويولونيكا خمينة هر كه ديد مىذوان نتيجه، دو اين تركيب با دارد.

دارد. ر هموا ساختار متناهى دى تعدا حداكثر ۴از بيش

 اساسى نقشى ها كره روى ر هموا ساختارهاى ردءبندى اخير، نتيجة درهمين

 ردهبذدىكلى درمورد ]؛١۵[ ر.كا. ‘ميلنر مثالهاى اولين (درمورد مىكذد ايفا

[كا٠ر ميلنر، و كرور توسط ۴ ز I تر4 بعد در  بهويزه و نشاتك. مفهوم ]).١٢.

 غريب ساختارهاى وجود بزى ساسى I رهاى ابؤ كه قدر همان ثانكط٠ذ قضية

 اين ما ذيزمىباًشذد. رها ساختا اين ى بند رده بزى رهايى بز ا هستند، ها كره روى

 W مانند فشردءاى ر هموا هاى خمينه ميلنر م.٠مىدهي نشان وجود مورد در ز

 ز W اجتماع سيس وى باشد. همسانريخت S با مرزآنها مىساًزدكه

ى مخروط با s ١ با مرز اكراين ٠مىكيرد نظر در مرزآن ^ f n همسانريخت 

 كمكى به ز آن نشانف مىتوان لذا و است ر هموا خمينة بكا٠ اين آنكاه باشد،

ذكا قضية شاً  رت عبا ستثذاى1به .كرد محاسبه ها ى ا جندجمله — ء برحسب ذ

 ن1مىذو ز ء-جذدجملهاىها عبارت بقيه ،Pn ردة يعنى يونترياكين بالاى ردة

 نشانكط فرمول مىتوان بنابزين كرد. محاسبه W يونترياكين هاى رده برحسب

ت عبا محاسبة بزى ز در Pn ضريب .برد ر بهكاً اى جندجمله ر د Pn ر د ز

ى كويا، است عددى ء-جذدجملها

 ديغزنسيدريخت sfn ١ با W مرز اكر است. برنولى عدد b\n آن در كه

صل بين همنهمشتى نوعى است، صحيح عددى Pn كه واقعيت اين باشد،  تفا

 ى،1ديكردرء_جذدجمله مرزوعبازنهاى روى مخروط با W اجتماع شاذكا٠ذ

همنهعشتى اكراين يرداخت). هيم خوا سادءاى ويزة مثال به (ما ىدهد٠ نتيجه

شد برقزر ت كره با ^ مرز ‘نبا خ ري د سي زن ت. ديغ س مىتوان ،روال اين با ني

توليد ^ < ١ ،۴^ - ١ ازبعد كرههايى روى غريب ختارهاى سا ز I مثالهايى

ن كرد ]).١٧[ ر.كا. (همجني



ل م مىخوا حا زيند هي  مورد خمت سا تسوه مشابه ز ؛٩[ ((لولهكشى» ن

ستعادة ى تا ببريم بهكار ميلنر ا هاي ح مثال ر ى ازكره ص ر با ها ا خت ب سا ري  و غ

ت شيوة همزمان، خ ا سا ك را بدون تويولوزيى خمينه ي ا م زئه  ر همو! خت ي ن ك

ن (وجود ها جني ن مي ر اولين ل\ .بىخ و د ر ت با ر ر ء٨ ]).كرإف١ ١[ كرد تاب  د

سكير.بم: ذظر

ش آناليز و درتويولوزى كونا مفهوم ري ريد ط/ف ختل ى٠ ‘هيرتهبروخ م ر سك تيا ا

 ترتيب اين به بعدى، ١ ٢ مرز با مىسازيم ى1خميذه ء،٠٨ بيركاربردن با

ى يال هر بزى كه  نظركرفته در ز 5۶ مماس كلاف قرحس كلاف نسخة ي

ق و ا مى هم به ز آتها زير دستور طب ب س دو اكر نيم. ج  هم به يالى توسط ا

شد، شده وصل  ز 5۶ از ٠۶ قرص روى قرص كلاف شدة بديهى شكل با

 در كه شود حاصل قرص دركلاف ٠  ٠ نشانندة تا مىكير.بم نظر در

س ٠مىشوذد نكاشته تارها به دوم ومؤلفه S به اول مؤلفه آن  وعت) y( سي

 نتيجه 4مىكذيم يكى دوم حاصلضرب زبا(عذ,لمة)در اول حاصلضرب در

w( نشردة بعدى ١٢ خمينه يكة  (Eh ت  ن1مىتو كه وكوثهها، مرز با اس

ت به بنا خمينه اين ركرد. هموا ز آن ت ى1٥كو حاصلضرب با خود ساخ  هش

 بنيادى كروه عمومى، وضعيت ملاحظة با است. رزهوموتوييكا 1هم 5۶ نسخة

كاييما ويعئ از استغاده با است. بديهى آن  كه معنى اين (به ن بود ى  نهت

 رشته از }Eh صورت مورد در دارد) غ ١ بزبر دترمينانى تقاطعى، صورت

^٨مرز( كهمىشود نتيجه بهزويتوريس ( ى ء  با است. كره هوموثويى ي

ت  ٥شد ثابت سجيل  توسط كه ٥نكار يوا زحدسية  ازبخشى ستغاده   ، ؛ ٢ ٢إ س

كا قضيه حال است. همسانريخت S با مرز اين كه مىكير.يم نتيجه شان  ن

ختا٠ر ديفزنسيل S با نوق مرز دهيم نشان تا مىبريم ربهكا 1; ت ب  ٠ نيس

 ذستيم1مىتو داشت، وجود / : 1)٠٨( —ب ؟،١١ ديغزنسيدريختى اكر

w(الا ٠١٢  (Eh :ت M آوريم بهدست رى هموا خمينة و درنظربكيريم ز 

ت بديهى آن مانستكى كه و۶ه، هاى دردرجه مكر اس  تقاطعى صورت .١٢،

ت شيوة به بنا خمينه اين ى استءكه ٠٨ صورت همان آن ساخ ن ا  بزبر آن ش

ى قضيه حال است. ٨ شان بكيريم نتيجه تا مىبريم كار٠به ز ن

ل) ل]ا( ش=٣<[ ٨ء)ش

ض كه ت تناق  باشد نابديهى ذد1مىتو ياكيزكه يونتر ردة تنها كه كنيد (توجه اس

)1 pr(Mت،كه ى س ى 1)٠٨( لذا است). ٢ل١ذتؤ١ ردهءهماستش ي  ي

 ببريم، بهكار همسانريختى ديغزنسيدريختى، بهجاى اكر است. غريب كرة

كا  ند نمىتوا بالا استدلال همان با كه مىاًيد بهدست M تويولونيكا خمينة ي

باشد. شته دا ر ساختارهموا

1. Mayer-Vietoris 2. integral cohmology class

١٣

٣شكل

 از حاصل كه شده كرفته الهام واقعيت اين از ٠٨ ازكزف استغاده

+ z۵ = . تكيززدايى  z٣ + z٠( نقطةدر ٢ ,٠ ت )٠, ش  ناتكين كوياى خم ه

ط آن رفتارتقاطعى كه - ٢ خودتقاطعى عدد با س و ص ٠٨ ت  مىشود مشخ

ل شكي ت I فته يا ت .س

ضية سينكر انديس ق يكر د وكوناهاى اتيا-
ى، استثناى به ت كونا به مربوط فرمولهاى جب طرفهاى شان ع ي ب  رند دا آناليرى ط

ى ى ها بعد بهوسيلة كه ض ع  ديغإنسيل صورتهاى يا نواح رى بردا هاى فضا از ب

انشا واقع در ٠مىشوذد مشخص ك ق از مىتو|ن نيز ز ن  هاج نظرية طري

ى صورت به ساند كه كرد نعبير آناليزى ناورداى ي  ديغإنسيل، عملكر يكة ي

زبنا است. نث،«انكا عملكر منا به ى قضيه ‘ينب شان ا٠ ن ك ساند قضيه ب  كه ست I ي

ساند ى ي .مىكذد بيان تويولونيكة عبارنهاى با ز بيضوى ديغزنسيل عملكر ي

ى ى ؛ ١ إ سينكر و اتيا ، ١ ٩ ۶ ٠ دهة ط ى قضيه ي ل سI ك  عطكرهاى بزى ندي

ى قضيه مثلا كه ندكرد ثابت هموار هاى خمينه ^ى بيضوى ديغزنععيل شان  ن

م ز مي ع ى، بر٥ءلاو مىدهد. ت  عملكر از ءبارت|ذد عملكرها مهجترين نثان

ى عملكر و است، اويلر ممشخصة آن انديس كه لايلاس  با خميذه|ى روى لير

 در ذ_كوذا، ديزى، عملكر بزى انديس نرمول تويولوزيى جنبة ساختاراسيين.

ىكوناها ويتن و آشانين ١٩٨٠ دهة در شد. بررسى ]٨ل  بزى جالب بسار ي

ب٠به ريسمان، هاى خمينه و اسيين هاى خمينه \وشادين رتاى نامهاى به رتي

ف ويتن وناى و ش كردند. تعري ة وي رجت  مقادير ٠ك است اين كوناها اين ي

ى صورتهاى حلقة در ز خود ماذه|  با كنيد مقايسه مثال، (بزى ٠مىكيرذد يي

وا ]).١٠[ س ن ست ط كوناها اين كه زد حد  مانستكى |زذظريههاى سايه|ى فق

ضو همانسكى به كه هستند جديدى (همانستكى)  و مىشوذد. مربوط ىبي

ى نتظار I بالاخره، ى همانستكى رود م ضو  انديس نظريه در ساسى I نقشى بي

ى طوقة فضاى  انديس نظريه در K نظرية كهنقشى همانند كند، ايفا خمينه ي

است. شته دا ر هموا هاى خمينه
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