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مقدمه .١
ى س ك ر ه ز ا يرإ كه بيرسيد ا ك سماتر ي ى٠درل با مربع ي وزه مخظلهلا ها ر  مقدا

ه غلطى جواب احتمالأ دارد، ي ب د حوا اين به ث : هي د ي ن ى ث ه| جمل صة جذ خ  ش

سترما ا به كه — ي ك م ن ك نا مي ر ف ب ري ض تع ى ر - ۵م صية (بنا ى ن س سا  ا

ه جبر) ة دارد؛ ريث ت ر همان آن ري ىما ويزة مقدا ي ر است- ت

ه ا ب ت ن ؟ ب جوا اين ا ت س ي ج ر ينكه د را سته وا لترمينان به د ت. ب س  رمينان د ا

ل مفهومى ك ى و ش ز.ا تمهيد بدون معمولاء و است غيرتهود كي ى٠ز و ن ز ها ذ  ي

د.٠ تعريف و ه خواهيم ىث ك د سترما يرأى مغدارويزه وجود دي اثبات مربع. ي

رد بهترى ر و سادءتر كه دا ز دترمينان از آن در و است شهوديتر و .دنتت هي ر

ىذرد.٠
ر د حواهيم مقاله اين د ي ى جبر مىتو(ن بكونه كه ل ط  اسسغاده بدون ز خ

ى كرد. عرضه بهتر درمينان، از ك كان ى يند  از اسسغاده بدون ز ٠ويز مقدار ي

ب با وره، مقدارهاى تعداد كه كرد خواهيم ثابت و Iتعريف لترمينان ا ت ح  ا

صه يهاى1جذدجمله است. مربوطه نضاى بعد مساوى آنها، جنلكانكى خ  ش

م ثابت و 1 يف تعر لترمينان به توسل بدون نيز رإ مينيمال و هي وا  كه كرد خ

ى هر كه مىكذيم ثابت سادكى به آنكاه مىكذذد- ر رنتا انتظار مطابق ي ز ا  با م

ى  ضرب نضاهاى به يرداختن با سسس است. متثابه مثلثى بالا ماتريس ي

ى خل ا به اثاره بدون باز و دا ن مي ر ى نصية برإى سادءاى اثبات ن،ب  در طيغ

ىكذيم-٠ ازئه متناهى بعد

ط دترميتان ق د ف ر س جا ل س دردرو أ ت ر أ ك رأ و ض د سأتد| لازم را
ت. جندكانه متغيردرانتكزلهاى تعويض درنرمول هم وآن س ن به ا  دليل همي

دة تعريفهاى با نه ولى مىكذيم زنده دوباره ز درمينان مقاله. درانتهاى جي  يي

ا لترمينان مسول. ك س ي  اش ويزه منادير حاصلضرب صررت به  مازي

ب (با حتا  خاطز به كه تعريف اين كرد- خواهيم تعريف آنها) جندكانكى ا

ن ست د به رإ نلترمينا محاسبة معمول نرمولهاى است. ساده آن نكهداشت

هد ىد ى برإى متفير تعويض نرمول ٠م ها كإل نت  استنتاج طورى نيز ز جندكانه ا

ها٠ًمىكذي ى درآنجا ظهوردزمينان ك ع ي د. جلوه طب كن

ى ض ع ى از ب ستان و ر كه د ن د قاتثا حقي ا از ت ن ي م ر ذا٠ اسسغاده نب ذ ك از ى

ظهار متال* اين عنوان ش نلترمينا مىد|نمكه ذاز-عتىكردذد. ا ى نق ه  در م

ضى ى بع ها زميد ز ى ا ت ا ف طي ت اين من منظور ل مىكتد ايفا ت ي ى ى ن جا ر د

ه كه د ا ن ست ز ا ن ا نا ي م ر ر د ذ ي ا ذ ب ا ذ ت ج ت، | س ت ا ي م ه ز نا رإ آن ا وه جي هم، جل  د

ى قد ول ت ها اكثر ممع ن دا ضي ن و ريا ويا ج ش ى دان ض ر ريا ك ز ا ى ا ها نت هيا ى ر  عار

ز ا ا ن ي م ر ه به ن ب ضي ى ن ى ها ر ختا ى سا س سا ر ا ى جب ط ط خ مك رند، ك  وش د بكي

ى ز ن ث و ها ر ن زآ ت به ا س د حوا د .آورد هن

ل نيعتند؛ جديد مقاله اين ى ها قضب ى آنها با حوانندكان از رى ي تاي ن  آ

ض ولى ‘دارند نبلى  ازبخشهاى خيلى كربه جديدند. وتعريفها ازاثباتها بع

 كه قدر آن لكن ٠ثدهاذد مطح يرإكند. طور به أنجا و اينجا رهيانت، اين

ش حت ة دركردهمايى مثلأ نندءاند. ذع وا توجه مورد بودءاند، ست لان  اخير ا

ض انجمن  رإ خطى جبر كتابهاى همة آمريكا رياضى جامعة و آمريكا ريا

ه كداشته نمايثى به كه د ش بين از كردم. نكاه بود، ث  جبر كتاب بنجاه از بي

ى كه خطى ش بإ ه عرضه نرو د ط بودند، ث ق د ر د ن  اثبات يكت م كمنا ب كتا ي

ى ن درمينا از عارى  هم كتاب اًن ازه و بود شده ازئه وينه مغدار وجود بإ

ى ديكر ها خث ى ب مل ة بود. نكرده عرضه همين با ز خطى جبر ا غ ل  ن

ود هوادارى آن از متاله اين در كه نى دترمينا ضد ىث ى ٠م ت لا ى است ت  بإ

ط با مقابله ل ى٠ذابه ت سه روتهاى با برمينان. به و|

ف ى هد صل ت اين متاله اين ا م ا كه ا ن د نن ه ن ب ا ن ي م ر و ز ب ىت  ن1م

ز بسيارى از ى ا ها خن ر نظرى ب ى جب ط ف خ ر نلترمينا كرد. حن ت د سم  ق

ىمحا ت ا ب ر م ى جب ط ى هم خ ده ب ي ت. نا س ل بزى ا ة مثا د ع  حل٠بزى كزمر نا

ى هها ستكا ت د دلا ى. معا ط ى برإى خ ها ه كا س ى هم ١٠ X ١٠ د ى1ب زث  ر

I ت كاد به رسد جه I س ىست لأ كه بزيحرى هها ر معمو د د ى وا نياى د زى ٧م ع ق
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ح ط .٠ م د و ث ى ى ر عيا رب ى د وز ميي ىكا ها مه را ز  با ز وينه رهاى مقدا نيزكه |

ى ها دن ى . د.٠يرهيز لترمينان |زبهكاربردن ىكذذد٠ محاتجبه مؤثرى عدد ر  ىت

ى د بإ ي ك هم نكته) اين بر ا ىخو| ى ز I م ى تاجر هز ك ن ي ما ص خ مت ز ذاليز ا  اً

ى ذ نقل عدد ك ول ب أكه٠ق تا ك د ق رن ى د ها ى روث ل عدد سكاد٠و٠ز  ىذوسد:٠ ٢دا

ى ى من بإ ت ضعي و ر ر م ن كه ت رآ ر د ى متدا ن عدد  لازم دزمينا

، د ث ل با ك ل به مر كرإ عدة نا (ست: ش ي لأ بودن ناكالآمد دل م كا ز  آ

، غيرعملى ت ي ن ا ر اينكه ضم دا ن ن ا ة نه دزمينا د هن د ز ا ث  ن

ت ضعي س و ت ماتري س ت نه و ا ن .جواب د

ويزه بردارهاى و ويزء .قدارهاى .٢
ء تيا ى ا ل م ىمطا لورد ا ى جبر در ل ط ة ر خ را ى ل م دي ى ت ط ى يا خ ب ر ا م

ت. ن ا ن د و ل رهيانت ي ز مستق سد٠ نظر به طبيعيتر يايه ا  مقاله اين در ىر

ن به عمدا د زبا ب ى يلهاىت ط ن خ خ ت. هيم خوا س ن كه خوانندءاى كن زبا

ا ه ب ر ا ج  م ج هد ر ىد تد ٠ل ىزا ى م ج ب ى ب ل ك ت زبان به ئ ما حرفهاى م

ا ه ي ز ا ه م م ج ح كند. ز لا ط ص ز ا مل ز ع ى به خ عنا ل م ي د ب ى ت ط  يكس. از خ

ش به نضا ود ت. خ س ب [ين به ا ي ت ى عملكر ز ط ب) ياية يكة ب(نتخا (با خ س  منا

ى با ي ز ا ح م ر ت. م س را ظ ا ن ت م

ر رد س رإ د  متاله، (ين س د ت، صحيح ع ب ط رى بردا نضاى V مث  مختل

ن ز عملكرهمانى Iو IV ردى عملكرخطى يكس. T تعدى،7أ  ٠مىدهد نثا

ط عدد ى خوانده T وزهء ر١متد ،A مختل د٠م ر T اكر ث  — XI ك  به ٠ي

كا د. ي ن با ى نتيجة ن س ت با ويزه مقدارهاى مورد در (ا با ث ة ا د  (ز عارى ا

ن نا ي م ز ت اين به د ر و : ص ت )

ة ضي ا١ي ردى خطى عملكل هر ٠١٠٢ ق ط ..ردارى نضاى ك ،متناهى مختل عد  ب

رد.١د ى١٠وثز متدار

ت: ى اثبا كه بإ ن ا اي ن م نن هي ر T د ك ل م ع ى ( ط رمورد خ ظ  )V ردى ن

ر بردار دارد. ويزه مغدار غ ص V نا G V ر در ظ ي ن ىكير  رهاى بردا أ.٠م

T nv . . . .  i f v  iTv  iV د1ذمىتو ل ت ت ى ش ط د خ شن  بعد زيرإ با

iV ت جا در و ا . دا ر بردا 71ب ١ اين م ط اعداد jj (ين (ز ري ل ت خ  م

.a، ٠a ١ . . . . a ى كه 71  ك م د صغر ه ن ت ي  كه طورى به موجودند ن

٠ = anT nv ■ +٠+ • a \T v ب V .٥ 

كا ضرإيب رإ لاها إ جذدجملهاى ي م٠ رق ي ه د ت به رإ آن ن بتو) كه ى ر و  ص

)7.7,1 — 2( . . . )١ — ٢١2 + + . . . anZn =  c z٥٠ + ه 

ن كردكه تجزيه ا C درآ ك ط عدد ي . مختل ت ا ر ف ص ط اعداد ها٢ز ا  د1مختل

ى و ر ط عدد هر به(رى تا . ر برقل  مختل ت ه ا كا م آن ي ر دا

ه ل > + + . . . a ١T ٠ر ب( ٠ = ه

c ( T - r \ I ) . . . ( T - V m I ) v =
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ك زإى1به يعنى اين و ست r و، يكس، )٠د jI  يكس. به يكس. ٠7ا . ت ب  عبارت به ن

ف آ ديكر □ دارد. متدارويزه ي

 اكربه مىذود نده خوا آ ويزهء بردار V ج ١بردارثم كه مىكذيم يادآورى

Tv مانند ويزءاى مقدار (لآى  =  Xv ،Aز ة (ثبات زركه رة1ك د ز عارى ا  ا

ت وضوح به ردا1د دزمينان  آ متمايز ويزة مقادير تعداد داردكه آن بر دلال

كند- وز تجا V بعد از ند نمىتوا

ه ناصغر ويزهء يردارهاى ٠٢٠٢ كزارة ن ب ل T متمايز وينه متادير به وا ت ت م

خهلىاذ.

د نرصى اثبات: ي . ٠7ر١ كن . .  وابسته T از ناصفرى وزة بردارهاى دا771ً .

٠A متعايز وزة متدارهاى به ١ . . . . A771 .د ثن م٠ با هي و( خ م ثابت ى ي ن  كه ك

. دأ،١ . . ، Vyn ل ف ن . ءء'١ كنيد نرض كار اين ير؛ى ٠خطىاتد س . . . 771 ٤٤ 

ه مختلطى عددهاى ك د ن ن ا ب

ه١7ل١ + . ٠ . ؛ ع771لأ771 - ٠

ل ء و T( ر-خطى٤ا Xm l / i — د٣(  ( T  — A t / ) ( T ف دو بر > 

تدبه ‘دهيم اثر معادله اين مىاور.بم س

١ = ٠^)^A — A( ٠ - ٠ )١A٢ — A١) (A٢ — A٥١)١ 

 است همان اين و وه - ٥ داريم j هر بهالآى مشابه طريق به ٠٥١ — ٠ لدا

□ .ستيم 1خو مى كه

فته يا تسيم ويزة بردارهاى .٣
 مثال، بزى ٠ذمىكذذد توليد لآ V نضاى لزومأ T وينة بردارهاى متأسفانه

س با C’ روى خطى ر٤ءل ر ما

ر يكس، نقعد ت صغر كه دارد وزه متدا س ا آن به واسته وزة رهاى بردا و ا ك  ي

ضاى c يكاب*دى زيرن ل ٢ ي ك ث ت هذد ز ىد ل اين با ٠م  رهاى ردا ديدكه خواهيم حا

ف (كه T يانتة تعميم ويزة ري ع رت ز ر د)٠ د وذ  ٠مىكذذد توليد لآ V هميمثه ىث

ر رد خوانده T ةعميمياذته وينهء بردار V ج ردا ىذ ر اكربهالآى م  مقدا

ح عدد و آ از A جون وزهاى حي ى ص  ik جون مثبت

٠ = T  — XI)kv(

ن ث ه1 ^ ك ت ه ى1تعميمياذته وزة رهاى ردا مجموعة م ك آ ز ه ا ت ب ا ر به و  مقدا

ى لذدا٨ وزة ضا . V زيرن ت م م ا ن زير ل ثا هد ن ىد ر كه ٠م  ر بردا تعريف د

م ويزة ي س ى به يانته ت ر جا ى لخو( د توان كرختن نظر د ز ه  ز 7ر كه آ - Â ا

، ذ ك ر ى 71 كه اما77 ن تو( به لآ خود توجه مىتو(ذيم صف و ا V بعد با سا ت س  ا

م. ي ن ك د و د ح ق م . طب ل و ف ker س خف ى به )kernel [م ر هستة معن ك مل  T ع

ى مجموعة( هاي ر شته ٠ به كه ردا د)٠ نكا ذ و ت. ىث س ا
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ه ٠١٠٣ لم ع ر ج د وره رهاى١برد م ت ذ ا ي م ي ت كد T\ز ى١ف ز  متد\ر به و

ر ،X١A حون ى١وره ت١ را - ٠ker(T(71 با س  A7 

ت روثن شات:١ س ^)ker عنصر هر كه ا  -  XI ى  مياذتة٠تعمي بردارورة ي

T ت س ت. A به وا س ت بزى ا ل اثبا و م ر ن ت د ه س ج ريم Iعك ر V كي  يك

س ويزة بردار د T يانتة تع ن ا ت1و كه ب . A به س ت م1خو٠مى ا م ثابت هي ي  كن

T — AI = ٥ كه nv.( ت واضح س ض ىتوان٠ كه ا  لدا رااً ص ٠ كرد نر

ن ري كت وي ح عدد ك حي ه1 موجود k نامنغى ص ك ت T = ٥ س  -  I kv اكر 

ن م نثا هي مام٠تد ة n د رت د.٠ كا ر ب اين ىذ طل صورتىكه هم م ن در ثا م ن هي  د

)٢.٣( AI k - \ v آ -. . . , ()T -  AI V {T  -  Ai y V( ٧٠ 

ى ل ردارها ق ن دا س ىا ط ت خ د ثاب و ىذ ن زيز ٤م راي ل k صورت د سن س ر ردا  ب

ى ط ف خ ري ى ب ضا ى71 رى بردا ن ه1د خواهيم بعد ك ت د نتيجه ش ند. > 71 د٠س

ت اينكه بزى م ثاب ي ن ل )٢.٣( بردارهاى ك ق ن ض خطى(ذدا س  مىكذيم نر

.٥١ ،٥، . . . ى١ . عداد ءة ى ا ط ختل شن م كه با

٠ = A I k~ \y — (ل ه١ا ع . _ت . . T — A I + ؛ v)CLiV +  a ١

)٣.٣(

ن با زداد ~عملكر ا \r  — AI)k( وبر فد ت٠بالاب معادلة طر م دس وري ىاً م

٠ = AI k~ \v - ( هد٠ نتيجه كه ٥.آ ر اكنون .٥. = ٥ ىد عملك

م٠ اتر ،٣٠٣( طرف دو ير T (ممد_،أ هي ت و ىد د ه م ب ري و ساً

٠ = AI k~\y —ه٠١إ)٢ ه ك ج هد٠ ب ر اين ادامة با .٥١ = ٠ ىد  كا

ت همان اين و زه، = ٠ ٠و هر به(زإى كه مىبيذيم م ىخو كه ا □ سسم.1م

ا درتوصيف ما ابزإراصلى زير، نتيجة ت خ ى ا  بود. هد خوا عملكرخطى ري

ه ورهء رهاى١يرد .۴٠٣ كزارة ذت سيا د ١ر V نضاى T غ ي  ىكذذ.٠ ز

ت:١  ونتى كه است روثن ٠مىكيرد انجام V بعد ،71 رد'ى اسسنرإ به اثبات با

م ،71 = ١ ك ت I ر برقز ح .س

ى رن م و 77 < ١ كنيد ن ك  از كمتر بعد با رى ردا ىفضاها همة برإى ح

ر ۶٤ دبا رقإ مكير ٠ث ى  ي ر ي ر (كه باشد وزة متدا أ  وجود ١. ٢ قضية ب

ن ابتدا دارد). نا م٠ ن هي د  كه ى

)٣.۵(  A  © ran(T ;  A -٢ V  =  ker(T

Vt v١

جا ة ]range ومخفف ran معمول. طبق درايت د هن د ز ا ث ت. برد ن س ت برإى ا  اثبا

د ؛۵٠٣( ي ذ ك ض ر v ١ر٢ ذ V n ن ا ر ) - AI)nv = ٥ صورت د  و آ

ت موجود ٥ ع ثما س T = بهطورىكهرأ ا — I ) nu.( ن با د دا ر / ا )"T —A( 

و د ت1 معادلة طرف ر س هد رب وريم خي ق A(^Ti٣̂ = ٠ مىاً طب ) ا ج ن ي زا ا . ( آ - 

ه نتيجه )١.٣ لم ك د و ىن T = ٠ م  — AI nu جه رنتي ن.V = ٠ ود ا ز  رو ا

)٣.۶( { . ثما١لم٦تما٢ = {

هثما٢ثماو١ جون ت ى و ي د ر ب ىعملكر و ط ، روى خ د ت ه ا م  ريم دا ث

)٢ )٧٠٣^ dim +  dim y ٢ = ١ dim

(۶.٣( روابط و هذد.٠ نتيجه ز ،۵.٣١ -ساوى )ء٧.٣) ىد

ى A (زيز ثما١ ص )٠{ كه كنيد توجه ت)اT 1 وزة مندار ي  بنازين و س

(با r جون بهعلاوه .dimثما٢ > 77 "T  — A J( بهزحتى مىشود،جأبهجا

Vx مىبيذيمكه iT وى٠به ز Vx .زا نرض بنابر مىنكارد ط ويزة بردارهاى ا

 رهاى ردا بدوصى رها بردا اين .ىكذذد٠ توليد ز أثما خضاى ٠1را|ا٢ ذتة1تعميمي

س ويزة . T يانتة تع د ن ت ه ز س ويزة رهاى ثمابردا١ اعضاى همة ني  T يانتة تع

د ن ت □ ٠مىدهد بهدست ز مطلوب نتيجة )۵٠٣( بنازين و ه

ر نتيجة زإ ك هI اخيراين ٤جالب ك  آنكاه باثد، T متداروزة تنها ٠ اكر سمت

T ى كه أ٠مىكذي (يادآورى است ن يوبتوا ر ي ك ن عل زا  ىشرد٠ نده خوا رب

ن نى توا اكر ه1 زتيب اين به مطلب اين اثبات برإرصفرباشد). ازاً ك ت  اكر س

د، T وزة مقدار تتها ٠  از ى1تعميمياذته رداروزة ثما در بردار هر أنكاه بان

T روزة به بسته وا م حال ).۴.٣ (بناركررة است ٥ مقدا زل  نتيجه ١.٣ ا

م٠ ري T•" - ء ىئ
رواينه وزة رهاى ردا صف ل متمايز. ويزة مقدارهاى به نا ق  خطى)ذد سن

ى م كح به ما ). ٢. ٢ (كررة ه س وؤة رهاى بردا دربارة زداريمكه1ذي مناب  يانته، تع

س ازالكوى ييددى به ىتوان٠ ز حكم اين باشد. ويزه. ردارهاى جاى به سا  ا

كررة ت ٣.٢ اثبات  ىكذيم.٠ ايزكارئ هماكذون و كرد اب

زأ ردارهاى ٠٨٠٣ كزارة  وزهءمتايز رهاى١متد به ناصغرواست يمياذتد٠تع و

T ل ن ت خطى\ذ. م

ت: ،٠٠ ،7ر١ كنيد نرحنى ابا . Vfn از ناصفرى ذتة1تعميمي وؤة رهاى ردا T 

ه1و ذ » ٠A١ متماز ويزة متدارهاى به س ... Am .د ثت ا ي هيم خوا مى ب ٢٠ثابتكذ

ل Vm ٠ ٠ . ٠ ٠را١ً كه ط د برإى خطىاذد. س ي ذ ك ض ز ر كا ف . ،٥١ ا . . ، ٥m 

د مختلطى اعداد ن ن ا كه ب

)٥ )٩.٣ - dmUm +ه١رأ١ + ٠٠٠

ن ري ك وب ك م ري ه مثبت صحيح عدد كي ك د ن T\ = ٥ با X \I)kv. كر)

ى ط خ ر ك عل ع

/ ) "A m - إ)٢. . . / ) "A f - ءء١ب)٢-/ )T  -  A ١

م ائر )٩.٣( طرف دو بر ر م ت٩ ٠د مىاًوليم د

)١٠.٣(

د1 ١.٣ نم از دراينجا كه د ٠ت عبارت كر I يم.1٠ر

T - A m / ) n) . . . " ( / T - A ٣(

ه١٠.٣١در ب إ د ت٠) ور

) / ) "A m  -  A ١Z ) +  (A ١. . . ( ( آ - ) / )"A t  -  T  -  A ١Z ) +  (A ١(( 

م كت ص و زن ( هر اًذكا. و با / ) "A j - ٨١( + / )T Xا ١ . د ا ت  ا

ة از ي ف ط دوجعلهءى ن م ي هي مأ انجام ز يها ضر همة و د هي ى٠ د ء و  از ج

ت لا ت ز جع د د م. ب ري و ة بجز ساً ل ج

(A ١ - A T ) " . . . ( A ١ - A m ) " /



ل رياضى، نثر٣٨ شمارة ،٨ ما

ل ر ر ٠ج ع اين د ل ج م ا / از توانى ت )٨١ - T( ت س ى كه ا  با ونت

/)* :-'٨١ - T ر و د ب ر١ج د ت لآ أ د. -ركيب )١."٣١ ر ر ه b ٠ ن ج  ب

د ن1بت د.٠س ه ١٠. ١٠( طي سادلن )ب

١٥١ = ٠-fc/ )٨ - ٨١m)n(T - ٨١( . . ه١)٨١ - ٨٢"( .

رد.٠ تبديل ذ . طريق د .٥١ = ° لذا ى د ا ى = ٠ و، ر٠ ىى1به ش ه  ل

. مورد نتيجة همان ت ا ر ظ □ ن

ل ها اين هعة مىتو'ذيم حا ن ي ر b ب ن د ف ى ت ر آ خ  بنابر أوريم- زيركرد ا

ش . اين إبء بخ ف ل هر ن ى تبدي ط ر b خ ى د ها خت  ىتواذيم٠ (د) و (ج) ب

ت ر و ه ا د ك ر ي ك ل ى ع ط ى ٠ Uj از خ م. تعبير خودئ كني

ة ضي ض .١ ١٠٣ ن د نر ي . ٠٨١ ك . .I ى ٨أ٣ا ى متدارها ز ا ت ، ن ي  و إ٢ \ز و

. ؛  ١ . . . m ى أ .ردارهاى مجعوعدها ز ت و ر ٠شيمياذ ي ن ها ن ذ أ ث ا  در .ي

ى٠١ر U[ هر  (ب) ش هز ذ خود ارد؛٤س

j\(T هر ج)١  -  j l ز ح و ت؛١ ف١ا س

ا١ ك T\(jj هر د ب ا ه . Aو كد دارد، وينه ر١متد ت ت  ل

ت:١ ش با د نتيجه ۴.٣ و ٨.٣ ازكإرءهاى صله بلانا (الف) بخ ض  ٠س

ض (ب) اثبات براى س V ج Uj كنيد نر ح عدد به!زإى ي حي  مئبتى ص

ن م k بو ري T = ٠ دا  -  j l kv(. جه رنتي د

T -  Aj I ) kT v  = T(T  -  Aj l ) kv  = T (o) = o(

T ج Uj ئابرإين٠؛ vه ت. مطلوب نتيجة همان ك س ا

ماً (ج) اثبات ي ق ىت ف از ب ت ١٠٣ لم و ذته1تعميمي ويزة ر ردا تعري س بدد

د ىآ ٠م

ى ت بإ ض (د) اثبا ز1مقد A' كنيد نر وي  ناصغر وزة بردار با j\T از ى1٠ر

ر باشد. V ج Uj متناظر r صررت أين د  -  Aj l ) v  =  (A' -  j v( و 

د بهازأى لذا د ع ر ح ه حي ت ص k مثب

- T' - واًتع(ود  X I ) kv  (A(

ن و زة V ب ل ى1تعمجمياذته رداروي زا ه ا ن ب ا ب طرف ٠تA 1و به و  اين ج

ى1به تساوى ى٤ذ لآ د. ا و ىن م ر جه صف رنتي = Â د  A م و ك ت ح ود ثاب ىث  ٠م

□

ى٠جذدج ٠۴ ل لها ما ميني

ى جون ضا ى ن ى عملكرها ط هى V روى خ ن٠(ست بعد متنا ري جكت و  عدد ك

ح حي ت ص كه طورى به سست ( موجود k مثب

*٠T . . . j ٠T ٠r ٠

ل ق ست ى م ط د خ ن ت س ي س .ن د ي عدا ط ا ل ت خ ى م تا ك . ،٥٠ ي . .  حلمه٠١ .

كه ند موجود

٠ r k dk T k ب . . a٣r ب . d ب ٢ \T ه ا

ه مل ج ذد ى1ب

z k ؛ CLk Zk .٢ + .٠2٥٠ + ه١2؛ + ه٣ 

ه مل ج ذ ود ناميده Tميتيمال ى١ج ىذ ه اين ٠م جمل ى ىا1جذد ه( جمل ذد ن ب  ١يكي

P ن با ري ت درجه كوجكت س p = ٠ كه طورى به ا ( T ى ه\ مل ج جذ  يكين، (

ه مل ج ذد ى1ب هسست ي ب ك ن درجه ترين٤بز دارإى جملة ضري رآ  اسست). ١ د

ه زير، قضية مل ج د ذ ع به V تجزية به ز مينيمال ى1ي م ج م م ي ن ت س

م وزة بردارهاى سي ط يانته ت هد رب ىد  ٠م

ة ضي م هى نرض .١٠۴ ت ي ، د١ ك . . . 771 A ى زأ متد\رها  و t T متمايز وي

Uj د١و ٠تعميمياذت ويزه رد\رهاى مجموعه ت نأ متد\ر به ب د وي د ز ث ا  هيريم و ب

ه ن و زب حك و ح عدد د ت صحي ب د م ن ا ،٠٧ ج Uj هر ى١ز١به كد لورى٠به ب

ع( = ٠ ن T - ٨ل7دأل جن ع ض ه جم٠ ز ىك

) . '"Z -  Am( . . . ) ه p - ٨١ا ( z ) =  (z 

ى (الف)“ \ ه ل م ج ذ ب ل ا ما ب ؛ T مي ت ا

ر١حد ء٠درجه (ب) ؛ dim V با .ر١ر ك ت \

ه q)(ج مل ج د د يى١ج ث ا ،T( = ٠ كد ب  \ست. P مضرب >ا7 أثمكا. )؟

ت:١ )١ ابتدا با ت ز ب م (ج) أنكاه ىكذيم،٠ ثاب جا ن سإ ف) و ٠ز (ا

ب)ا اثبات برإى ر وه، هر كه ا٠ًمىكذي توجه ( كث ر حدا رإ U بعد با ب j ت س  ا

ر نا ب م ( ر ١.٣ ل j مورد د T جون m ® . . . 0  = V ر  قضية (بنا

ف))ا1( ١١٠٣ ع ل م ج ه م ر ها ز كث ر حدا ت. V بعد با بإب س ت (ب) ٤سر ا ثاب

د ر ىت ٠م

ت بواى با ث د نرحنى (ج) ا ي ن ه q ك مل ج د ى1جذ د ي ن ا q = ٥ كه ب (T كر) 

ا ن م نن ي ه ب q كه د ر ض م م ا د ك ر ز ه ودزه( ا ت2 - ' س ها ه ) ت (ج) آنكا ب  ثا

د خوا . ه د ر اين ى1بر ث ا ز ٠ك ت و ه اً.٠مىكيري ثاب ل م ج د ذ ل به q ى1ب ك  ش

“،(rM - ٨ه(ز (z )7١اه - q z  =  c(z

ت س ن كه ا اً ر د ها٣ءلم C ج C د دا ع ط ا ل ت خ د م ن ت ش كه ه م ف ه ا خ  م

، د ن د  ودا دا ع ح ا حي ت ص ب د1م ا ٥ و ذ ك د ي د ح ع حي ى ص غ من  اسست. نا

ر ك ت = ٠ ا ت، ام٠ه،كار س د س٠ ا ي ذ ك ض ر م ب ٥ ذ ي ر ي ك  ٠ا٤اًذ  ج  ء

ر نا ضية (ب ) -  ب))ا١ ١١٠٣ ن ر نيز آ ت.  د س ل ا م حا ي ر دا

٠ = r  -  t m I ) 6m (T  -  X j l f v  =  q T v( . . . ٥١/ )c(T  -  r ١ 

t و m I m - ص. . . )T  -  T I( روى Uj ر بنا ة ( س ف  د))١ ١ ١.٣ ن

ى ك به ي ت. ي س ر ا T = ٠ نتيجه د  -  Xj V.( ن و صر V ب ى دلخوا عن  ه

ز يود، ولمع از رد٠ نتيجه اينجا ا ىذ ذ  م ه إ س ٠و ب q ي ضر د( ز م  )2 - ز

ت س ت (ج) لذا و ا .٠ ثاب د و ث ى

ت برأى ف) اثبا د نرضى (ال ي ر رى ردا V كن . ى1زلماً د د ث ا ر ب ك ت ا لا م  ج

.۵ا . . ( آ - د ل ع١( ) ص١ه - ى (كه د و ت) p{T سا س ىرإ ا ور  ط

م جابهجا٠ ي د ز كه كن و ا ) - T( ر ت د م ت س س كه أ٠مىبيذي كيرد، قرإر ز



٣٩دترمينان؟ بر   

٠ = p T v ٠را١ً جون . . . ٠ um ق طب ة ( ي ف ف)؛ ١ ١.٣ ق '.ولد ر! V (ا

ر نتيجه ٠مىكذذد ىكي م’م p = ٠ كه ي T ت به ر ر ل عبا ك ف در ب ى ي جملها  حذ

ه1 يكين ك ى جمله! جند هيج ذيمكه1مىد به(ج؛ توجه با صذرمىك-د- ز T ت

ن كي ندوجة با ي ي ا ر ك ج و ى ك ى بايد Puo?.\jدارد. لآ ويرق ا د ج د ن  مينيمال ج

شد آ ن) با ت واي ذ اثبا ك ى □ ٠م

ز با كه ٠مىكذيل ملاحظه هي  به طبيعى طور به برمينان بردن كار به از د

و مينيمال ى1جذدجمله رصيف سمت ر ه نته يا تعميم ويزة رهاى بردا ب ب د ي ث ك

د يم. ث

مشخصه له؛ى٠جذدج و حثدكانكى .۵
كا تكزئ (درجة جندكانكى تعريف، به با  مجموعة بعد .A جون T مقدارويزة ب

T ى1يافته تعميم ويزة رهاى بردا j l به بسته وا كه (ست A .د وا هتنن  ملاحظه ف

ها٠ًمىكذي دكا مجمرع ك  V بعد ،7 بإبربا T ويزة رهاى مقد! همة نكيهاى بن

I ت  بطة 1( جندكانكى تعريغو ين I كه كنيد توجه .؛ لف؛ I( ١١.٣ قضية بنابر ( س

 عنوان (به آن منداول تعريف آنكه حال دارد. T سى هند رفتار با روثنى

) “ T( ى1جذدجمله ريشة جندكانكى le رة tى )؛ ئ ي ف  ث ري كهمىكذد ت

ي دارد. روتنى سن
ض ,A١ كنيد لر ٠. .A m  جندكانكيهاى با T منمايز ويزة مقد(رهاى ٠

.  ظر مننا . . . in با . د ن ه ن جمل  ى1يذد

د۴'" )١.۵( ا م ث ا . . . ( ء - ؤ١ط

كا روشن(سناكه(ين، مىشود. نده حوا T مشخصه جذدجمله\ى  ى1جذدجمله ي

I ت 1 77 رجة د ز .س

كا به مشخصه جذدجمله(ى متداول، تعريف در م تعريف دترمينان ك

ى ب و مىشود ت بإ ى به وينه مقدارهاى وجود اثبا م ر ا ى رهيا رود- ك كه فت
ن يم I ٥كرد نتخاب I ما رآ  برعكس درست ثرد، نمى ى اثاره! برمينان به ود

ب با iT كه داديم نشان ابتد[ است. اين  ويزه مقدار 77 جندكانكيها، احنسا

 مشخصه ى1جذدجمله طبيعيتر تعريف ازئة بزى مطلب اين از آنكاه و دارد

ه شغال ب كرديم: ا حتا ها (((ا كي كان  هرمقدارويزه كه است معنى اين به ))يند

همحا نكرارش دفعات د تعد( به ب ود؛٠ ي ىث

جة ن زير، نني ت يل م ه _ ى ل كي ة ضي ى با مىشود. ميدهنا ق ت ن هبا ده٤ب ما كه ر م،1زي  ب

تI سهل ان اثبات .ب

ة ضي ض .٢٠۵ ن د نر خحه جندجملءاى q كي د. T مش ث ا صورت \بن در ي

٠ = ( ? )٠.

د با طور ن هما وى و كنيم فرضى ابات: ن  بم كير و ند) بود ١. ۴ نضية ر د كه ن

ى ول و د. بعد با ما باث راً ن ز رد رب لاديدبم(بابهكا طوركهقب  ١.٣ لم همان

i درمورد T\[jj كا a ه بنابرإين جمل ،١.۵( مشخصه ى1بذد  مضرب ا

جمله س ؛ ٣.۴( مينيمال ى1يذد ي - ت ه ى1جذدجمله ا ح خ  صغر ز T بايد مث

□ كند.

بالامثلثى شكل .۶
كا س ي ر  قطر زير دزيههاى همة اكر مىثود خوانده بالامتلنى مربع، ما

د ٠ آن اصلى ن ا 1 خطى عملكر هر دهيم نشان كه ست I ين I ما بعدى هدف .ب

كا٠ انتخاب با ى مناسب، ياية ب كا٠ داز  عملكرهاى با است. بالامثلئى ماتريس ب

ى ساختارى قضية وآنكاه ىكذيم؛٠آغاز يوجتوان س  سادكى به ز ننيجه >ما اما

داد. هد خوا بهدست للخواء خطى عملكرهاى برإى

د نرض .١.۶ لم ي ز T ك ج و . ن١ي د ت ا ت _ف١ در ب و ر  وجود V .,واى ال،\ى٠٠م

ت T مانزيس درابدهاى كه دارد ب ن يه ش ى، نطر زبر و رد در aAi ب ىل \ 

صفرتد.

 برإى اى يايه به وا آن آنكاه مىكذيم. انتخاب ker T برإى يا.بهاى ابتدا ابات:

ker T س .أ٠مىدهي ى ى ا يايه به رإ آن سي سط ker T بإ  مىدهيما ب

ه1 واضح آيد. بهدست V براى يايهاى نهايت در نا رتيب، همين به و ك ت  س

ت T يس ماتر ل به يايه، اين به نسب ك □ است. مطلوب ش

يانته، تعميم ويزة رهاى بردا ز I واستعاده ازدرمينان جستن دورى با (كنون

ش توايم مى سا ي د كت ى رإ هرععلكرخطى )كه٠تايت ل به توان ب ك ش ت لافل  با

ى درواح درأورد: دا ج ت٠ب بهنرازاين ب ب د س زيرإ ‘أورد خوا ظاهر ماتر

ه د ش زير قضية در ن ا1 لازم بودن بالامثلثى برإى ركه مقدا آن از بي ت  صغر س

د نرض ٠٢٠۶ قضمية . Am كي . . .  ،At ،Aمتماز ورهء مقدارهاى ١ T 

د. ثن ت كه دارد وجود V راى ى١يايه صورت ابن در يا ب  T بس ماز ن١ يه ن

ل يه ك است زبر ث

ت م و ١ ١ .٣ قضية از بلافاصله مطلب اين .٠\با ود٠ نتيجه ١٠۶ ل □ .ىث

ى در سيار  ن1مىذو ز بالا قضية زوردان، صررت سنتى ىهابردركا از ب

ىبسيا جنانكه باثد، لازم واقعأ ن1كرد صررت اكر ٠بهكاربرد  رفمتعا ىاثباتها ر

 صررت به مى'ذوان Iو يوجتوان عملكر هر ٠مىدهذد نشان برمينان؛ (بدون

س آورد. در زوردان ى نتيجه سي ى بإ  ١١٠٣ قضبة از كلبنر خطى عملكرها

 مىايد. ت٠بهدس

ضية ٠٧ طيغى ق

ش دراين ض بخ ) ىكذيمكه٠ نر , ب .بكا ( ى ضر خل بهترين باشد- V روى دا

ى ى عملكرها ط ى٠ خ د آنهايى V د ت ى كه ه ن وينه ردارها  باية يكط ثا

ل برإى يكه متعامد ي ك ن هذد.٠ ت رما ىد س ت كر ي ى عمل ط ت خ ب ن به ن ي ن  ب

ى زيه د تمام كه معنا اين به است، قطرى يايه|ى  قطر روى كه آنها جز آن ها

صلى ن قرإردارند ا ى ى1قضيه .صفرند مقادرويزءاند، وهما ر كه طيغ ند ي ا



ر رة ٠٨ سال ،ياضى ر نث ٢ شا

ش خ ت ب ا كرد. هيم خوا ثاب ن ي ف ى آن ل ى عملكرها ط حرء  خ ح ذ من ك ى  كه م

ا ويزءثان رهاى ردا ك ى يكه متعامد ياية ب ل V بإ ي ك ث ذ. ت ه د ى م

ى كه ىكذيم٠ يادآورى حاق ى عملكر ٠ر \ل ط ى خ V يكتا (Jjj T ٠(ست 

ى1به كه ٠بهطورل II ج هرثما ر V

u T vTU

ر ك مل ى ع ط ، خ ل ر د نده خوا رما و ىث ر م ر ك ى1 با ا ق حا ى1ل ود؛ جا جابه ث  به ث

ت ر ر عبا ر ك ي ت نرمال د س ر1ا ا - ر ر ر ل'ءرر. = ك ك مل ى ع ط حاق١حود T ح  ل

ه نا د - = ر اكر مىشود ب ت روشن ر س ر هر كه ا ك مل  نرمال ق، خودالحا ع

ت. س م خوا ا د هي ي هل ى ك ها ر ك مل ل ع ن دقيقأ زما ما ى ه ي ها ر ك مل ه ع ك د س  م

ود ىث ا با ز آنها م ك ى كرد. فطرى .بكه متعامد يايه ي ت بإ ن اثبا ي ب ا طل  به م

م جند ك ى ح د توجه نيازمنديم- مقدمات ي ن ر كه ك ر ك ق خودا ا ، لحا د ث م با ر ل ز

بود. خواهد بديهى

آ .١.٧ لم ر ق د، رماد ا le ٠١ذة١ .ان rT  =  le e r r.

ت: م نرمال اكر ابا ث و د ت ل V ج١ا ك ء أ

r j r

Tv( اين از  ° X ل و د فف T ت ٠ ا t □

ى نبلى نتيجة با ٠هعإ زير كزارة ن م وين؛ يردارهاى اينك. بر ب سي نتن يا ت
ى ر ي ك مل ى ع ط ى خ ضا رة مىكذذد توليد رإ دامنه ن ا۴.٣ (كإ ن ا تا هذد ن  مىد

ى كه ا٠ ويزة ردارها ك ر ب ك مل  .ىكذذد٠ توليد رإ دامنه نرمال، ع

د باننة نفميم وينه بردار هر ٠٢٠٧ كزارة د لى١ب زمال، عملكو ي  ان وبذه ر١ر

ت. كر١ءمل س ا

ت: ض ابا بد نر . نرمال ر كن ت ى1به كه مىكذيم ثابت ا ح عدد هر زا حي  ص

ت :لم مثب

)٣.٧( kevT k  kerT

ت تساوى اين (كر ه1 شود. ثاب ر ة ك ت ا ب إ مىرسد انجام به ث ي و ز ىت م1م ى به ذي  جا

ر ر د )،٣.٧١د ه ر - ر ك ن ن رآ X د g C ت دلحواه س هيم. ا رد قرإ

ز با ز )٣٠٧( ق س ت نلم روى ا م.٠ ثاب ن ىكذي وث ه1 ر ك ى1به ت  نتيجه نلم = ١ زإ

ت. س را رإ ل رق ض حا د نر ي ن ح عدد تلم ك ح ى ص ى1به كه باشذ مثبت  )٣.٧١ آن لآ

. برقزر ت ر١ بم كير ا ع ه ر، ج kei٠بت كا ن T = ٠ أ T kv  =  T k+\v 

ل٠ن ج ker ديكرر عبارت به ول ر ع T = ٠ 1ت T kvم ل ر ا ب و).١.٧ ( ر ز ي زا  ا

T T kv T  =  T kv J kv = ٠ 

س k ي erT k ج V د٠ نتيجه كه ه د ض (بنابر ى ) نر غإ ست ر '.٧ ج kerT ا  د

ه ج ت و ،kerب"در١ = kerT ب ثبا م ا جا ها ت. رسيده ب س □ ا

زكررة ه ا خيرهمرإ م٠ نتيجه ۴.٣ كزارة با ا رب ى كه ىكي ر ي ك مل  نرمال ع

ى با ن1مىتو ب ياية ي س ى منا طر ى رة كزإ - كرد ن عد ن ب ه نسا ك د ه د ى ر اين م  كا

I ة مىتو(ن ي ا ي ا ك ي ا مد ب جام يكه متعا د. ان دا

د يراى ٠۴.٧ كزارة ز ي  ٠٥وين مقدارهاى يه واست وينأ يردارهاى ٠زمال عمل

عا متمابذ، تذ. مذ من

ر متمايزى ويزة رهاى مقدا د و ٥ و باشد نرمال T كنيد نرض اثبات: ز  ا

T = ٠ ٠سر ذد.1وراً U متناظرأنها ويزة ردارهاى كه باشتد  -  A I ) v( و 

٠ = T * XI v( بنار) ى ررأ٤دي بهءبارزت ).١.٧ لم  آ"ر ردارويزة ي

حال است- A رويزة مقدا به بسته وا

7< = aU v  — ll - ٠,،،ا'(;)   (

= T U U  -  U T v

)= ')TU V) -  TU )V

ه ج ي ت ن ر جة همان كه  = ٠ د . مطلوب نتي ت ) □

ب اين همة اكنون ل طا دز م ر م ك ة آورده، ه ضي ى ن غ ى طي ه ا تن عد م  برإى ز ب

ىنضا ب ها ر ى ض ل خ ا ط د ل خت ت٩ م م. د ري و ىاً  م

ة ضي مد يايه .۵٠٧ ق غا ىمن ا د ل ي شك وداز مت ىي  دهوجو ثما يراى وينهءر ارها

ت .١ اس د ذ ا . ل ا ه ر ر ؤ \ ط ع د و ؤ

خيه، اين سادة طرف اثبات برإى اثبات: د كنيد نرضى ابتدا ن  مننعامد يايه ي

ب٠ ثما براى .بكه د. موجود T وزة رهاى ازبردا رك اث ت T ب ب يايه اين به ن

ا٠ ك س٠ ي ر. ى ات طر س دارد. ن ر ت ت T* ما ب ن ن د أ ) هعي د ا ن ي رنت ك  مزدوج با

س ترإنهادة ر ت ت٠ب T ما د؛٠ د ى نيز T* ^ اين از ىأي ي ز ا ى م  هر دارد. فطر

ص دو ى ماتر طر جا ن د ،٠ جا د ذ ر س ىث T ي ) T جا د د جا وذ ىت ى ٠م عن ي

T نرمال . ت )

 مقدار هر رى1به است. رمال T كه كنيد نرض ديكر، طرف اثبات برإى

ه ويزة بردارهاى مجموعة بوإى ى1يكه متعامد ياية T ويزة ت ب ن به وا ب!نتخا آ

م ك ى ع ٠م ما جت ى١ هاياند اين ا ك ى ي ر هر بإ دا م باز ويزء) مت مجموعة د ه

 ويزة مغدارهاى نظير ويزة رهاى بردا )۴.٧ رة بنابركئ ( رأ٠ز است، .بكه متعامد

ه توليد فضاى متعامدند- متماز، د  وإ T روزة ردا هر اجتماع، اين توسط ث

 )٢.٧ رة بركزا (بنا ز T نتة يا تعميم هربردارويزة نتيجه در و )رثى ختا ا ر بنا (

ل م ود.٠ نا  ثما نضاى )۴.٣ رة (بناركزا T يانتة تعميم و.زة رهاى بردا اما ىث

امىكذذد نوليد  د ل ى و  ويزة رهاى ازبردا ريمكه1د ثما برإى متعامديكه ياية ب

T ل ي ك ن □ است- شده ت

ر زير كزارة ش د خ ى بعد' ي م وقت هي خوا ى ة م ي ف ى ق غ ى  طي إ ا ب غ ىهاف

ى ضرب خل ى د( ت حقيق  امد. هد خوا لازم كنيم، ثاب

ى خود\لحاق، عملكل يدوينهءمتد\ر هر ٠۶٠٧ كزارة ى عدد  ست.١ حفيع

ض اثبات: م نر ق T كني . خودالحا د ن ا م ب رب ى A كي ر ي  و باشد T ويزة مقدا

ى '٧ صفر را ردا ه ب ك ما رث . = Ar, د ه ر أنكا

ا٢ |  v yv T v v  =  V T v v X v X  V( =٢|| A  

A نتيجه در  =  A سبم طوركه همان اين و  A كه است معنى اين به ٠مىخوا

□ ست-1 حقيقى



١بردترمينان!

حقيقىسازى .٨
ن و كن ط ا ت ى به ن ها ضا ط رى بردا ن تل خ م م هاي خت ى .زد| طوركه ول ز  هيم خوا هما

ى رى بردا خضاى هر ليد، ن ي ق ى طرز به مىتو(ن ز لمع ح ر طبيع ا د ك ى ي ضا  ن

ط رى بردا ل ت خ ط م نا به م ختل ة م د د لمع ن ن ع با و شا س كر هر و ى عمل ط  روى خ

ى به آزرإ مىتوان لمع ر ي ك مل ى ع ط ط روى خ ل خت ة م د ل لمع ن دي ب ن كرد. ت ي را  د

ت ط نتايج صرر و ى به مرب ها ر ى عملك ط ى روى خ ها ضا ط رى بردا ن ختل  إ٠ر م

ى به مىتو|ن عات لا ط ر ا ى بارة د كرها ى عمل ط ى روى خ ها ضا ى بردارى ن غ ي حن

ل دي ب ها مىتو|ن جكونه ببينيم كرد. ت ر ا ك ن ي جام ا د. ان دا

ض د نر د  كني ى ي ضا ى رى بردا ن . حقيق د ث ا ط ب ختل د م  با كه هءلماً ن

اً ن ب ا ث د داده ن و ىث ت. لمع X لمع مجموعة ٠م س ع نوعى عنصر ا ت به I ب  صرر

u(; مرتب نوج , t( ت س ى به اما ٠u,u ج لمع كه ا لايل ضح ننده خوا بر كه د  وا

ت به نوعى عنصر اين است، ر ر + U ح  iv سيم.٠ ع €لمعا روى ىنوي  رإ جم

ل به ك ث

)U r  +  u ( + ٤)١U r  +  U r +  iv r )  =  ( u ١(- + )u )١ + ؛١ لآ

ف عري ن خود ما رى I دكن نما ٠مىكذيم ت ت آن مبي س ر ضرب كه ا  مختلط عدد د

ى ع ^ ه ب ون ك ف بايد ي عري ى1به شود. ت U ج لمع و ٤٤, ة ج E ة V

i(a v  +  bu آ i v  =  ( f t u  — bv ؛ a  +  ib u(

ى تعر اين با ر ضرب و جحع يفها ر. د سكال ى ا٠يك به €لمع ا ضا  رى بردا ن

ط ختل ل م دي د تب ر ذ ى ن با ٠م ا ك ن ي  ن1مىتو رإ لمع ،U ب i ٠ با U ج لمع كرفت

ءه جمو م ز ع از ى1ز . ب ت ث ا ك ن ن٠ ا ث ه1 د ك ت ى هرياية س ضا ى رى بردا ن ق ي  حق

ى ياية لمع، ضا ط رى ردا ن تل خ ت نيز €لمع م د ٠ه م ز ي زا ى ن عنوا به لمع بعد ا  ي

ى ضا ى بردارى ن ف ي ق ط بهعنوان €لمع بعد با ح ى يك ضا ط رى بردا ف ل خت  مساوى م

ت. س ا

أ 5تكرا1 ك ى ي ط خ ر ك مل ى روى ع ضا ى بردارى ن ق ي ، لمع حق د ن ا ط ب ل خت  شدة م

S با كه S c ن ا ن ده ن ى دا دم و ى ن كر ى عمل ط ع روى خ ت ب س ى1به كه ا  ر

ت به U)V ج لمع صرر

5 c ( u  +  i v  5 ت  u  +  iS v

نيز بزى 1 ى ى1به ب لمع ز خا ت م ان ن ز ك ز يايهاى وآ ا٠اكر ف تبر ىشود.٠ ي

ت س ن به ن ا ت س 5 و 5 كه ا c ك٠ هردوL س ز ا م س د ل م ر ا ك ن ذكاه ٠ب اً

ه ب د ا هن ت. خوا م ن دا

ز 5 ت ن م ه ةمقدار ز ى و ق ق 5 ح c ر مكا وبزةمقدا د توحه ن ا هر كه ك

Su و au ٠ا٤أذ  Sc(u  t  iv  - a(u  t  iv ٥ ) . , و (زين ج R ا

7 — avى .)5أ ها ر ى ويزة متدا ق حتي ر S غي q ت به ت صور ف د.٠ ظاهر ج رذ  ىذ

ح عدد بهازإى دقينتر، بيان به ح ت ص ٠u V ج لماً و A ج C و، مثب استقز به ١

ى يه و ردى ذ ا ن اً وا ن ست نا د ن ى دا

wS ci JSc x i y lu

)١.٨(

د S■) وزة رمقدا ١يك \ا ج  اكر ث ا ز  ٠ب  و يود حواهد اًن وزة رمقدا ن

ى ك كان د ف، طبق (كه A جن ري ة بعد ت ع جر ه تعصم وز؛ رهاى ردا م ذت ى1ا

5 از c ت س ه كه ا ن ب ا )A به و د ن ى با ا ك ن ا ك د ن ت. برإبر A ي س ع جون ا م ج  م

ى ها كي ن كا د ى همة جن ها ر دا ق ة م ز عد با ز1ر  و ) ب ط ل خت م ت €لمع ( س ق ا طب ) 

ضية ) ١ ١.٣ ن ف) ه (ال ظ ح لا ر كه ا٠ًمىكذي م ك عد ا ) ب ط ل خت م رد €لمع ( ا ن د ذ ا  ب

هآ كا ة بايد 5] ن ك ر ي دا ق ى ويزة م ق ي ف ه ح ث ن ا د د ث ا ع ٠ب م ج ب م ل طا  خوق. م

ى بات ى اث إ ة ب ضي ت زير ق س د د د ب ه د ى ؤ ٠م ا ب و ت كه ا٠ًمىبيذي د ا ثب ى ا ر ز عا  ا

ن رمينا ب دت ت به ت٠ذ با ث ف ا ر عا . با مت د ا ف ست ن، ا مينا ر زدت ت ا ر صي ى ب ر ت ن ي ر ب د

ل مورد ي تدبه نتيجه برقرإرى دل . س د ه د ى م

ؤ هر .٢٠٨ قضعية ل م ى خطى ع ك ^ ى .رد\رى نضاى ي ذردأ عد٠ با حفين

رأ متدل ىد د يت رد.١حت

ف. بنابه ري ع ه ت ل م ج د ذ ى1ب ها ل ي ما ي ن ة مي ص خ ش  روى 5 خطى عملكر و

ا ك ى ي ضا ه حقيقى، رى بردا ن مل ج د ذ ى1ج ها ط ئ ل ت خ م ر ظ ا ن ت ة م د 5 ن c . د ن ست  م

ن دوى هر ، اي ا ه ي ا ه ل م ج د ب ي ي را ن — دارند حفيقى ض ع اي ض و ز م و١-٨(ا ( 

ه ك ز ي ها ف ري ب ى ىيل ت ها ه)ي جمل ل جذد ما ي ن ه مي ص خ ش م جه آورديم، و د٠ نتي ض  .ى

نده خوا ى بتواند بايد ن ها عي ي ه اين و ل م ج د ى به ز يها1جن سان ى آ ها ي ع ي و ز ر ا ظ  متنا

ىفضا ى ها ط ردار ل خت ج م تا ستن د ا ه كن ضي ى (ق ).٢٠۵و ١٠۴ ها

ى ما روثرء از ج انتقال ز م و نتا حكا ز ا ضا ا ىن ط رى بردا ها ختل  به م

ى ها فا ى يردارى ن ن حقين جني ة اتبات در مىءو'ن س ي ف ى ن غ ى طي  حتت
ى كرد. استناده ل كار، اين نحوة ملاحظة ز ض حا د نر ي ن ى ا٠يك لمع كه ك ضا ن

ب ىداخلى ضر ق ي ق ح ب با . ر ض صل خلى حا ) دا , ت. ( س ف با ا ري ا غ ك ب ي  ضر

ى ع روى داخل ت به ب ر ر ط زيرا واضح ص ختل ة م د ع ش ب به ز ب ر داخلى ض

مجهز

د توجه ي ن د هرياية كه ك م عا ب خضاى يكة مت ى خلى دا ضر ق ي ق د ياية ٠لمع ح م عا  مت

ز يكه[ى ى ا ضا ب ن خلى ضر ط دا ل ت خ . نيز لمعc م ت ه

ر ك 5اك كر ي ق Iخود عمل حا ى ل شد، لمء ^ كا با ذ ن ٠اً ث د ت I ر 5 كه س c ى ^ 

ع ق ب حا دال و . خ ت ل ا و حا ىت م1م ة ذي ضي ى ق ق ط طي ل ت خ ة م ص ى ز )۵.٧ (ق  بز

5 c ن بيان وبا آ٠بهكارزي ى روى اً ضا ة لمع ن ضي ى ق غ ى طي ق ي ق م ز ح ي ر و آ ت س د د  .ب

ر ة د ضي ى بيان بعد، ق س جه اين ر ت با همرإه نتي يا زئ ت ج با ث ن ا د٠ ازئه آ ض  .ى

ة ضي ض ٠٣٠٨ ق د نر ي د لمع ك ى ي ضا ب ن ر ى ض خن \ ى د ن ي د >5 و ح  ي

ى عملكر ط . لمع LSn خ د ت ا ه ب كا مد يايد آن عا ى مت د\ ك ب ي ك ر ى \ز م رها ردا  وينه ي

ت١ جودمو لمع ى١ر٠ 5 ر١ س ط و ئ ت ر١ ن ى 5 ئ حان . خردال د ث  ا

ت: با ت برإى \ ا ب ث ؤ ا رن ن ط ا ن اً ه. اي ضي ض ابتدا ق ر مد ياية ىكذيم٠ ن عا  مت

ى ى1يكه إ ب 5 ب ع ىاز م ها ر دا ر ة ب ز جود 5 و شد. مو س با ر ت 5 ط ب  ن

ن به ى يايه اي ر ط ت. ق س ن ا ت روث س س كه ا ري ت 5 مات ب ع ن ن به ( مي  يايه) ه

ى با ي ز ا ر 5 م رإ ت. ب س ن ا إي ب نا ق خودا 5 ب حا ت. ل س ا

ت برإى ا ب ث ف ا ر طر ك ض قضسه، دي ي نر ىكن ق 5 م٠م حا ل دا و .با خ د ث

ن ه هما ك ر و ر ط لا د ه با ر ا ث ، ا د ز ث ن ا ي ب ا ل ط ه م ج تي د٠ ن و ث 5 كه ى c ى ^ 

ع ق ب حا دال و ت. خ س ى ا ياية ي

iVnu n و . . ٠ ١ \i v ب u ١{



٢ شارة ،٨ سال رياضى، ثر۴٢

5 ويزه رهاى ردا از ب5< c بزى c ى نضية (بنار دارد وجود ط طين  مختل

؛ ۵.٧ قضية همان كه ( ت  هر دارند. قزر  در همه وواهًا و Uj اينجا در ا

5 رويزة Iمقد c ي ر نا ى )۶. ٧ رة (ب ت I حقيق Uهر Iلذ و س j هر Vj ر بردا يكط 

ت I 5 وزة ت روشن .س س  ٠ }1، ١ ٠ t; ١( ٠ ٠. و Ufi, Vfi{ رهاى بردا مجموعة كه ا

 اينكه نتيجه است). c بزى يايهاى )۴٠٨( (زين مىكذد توليد ز  نضاى

٠مىكذذد توليد ز  خضاى ،5 ويزة ردارهاى

د > ه متعامد امة م رهاى ردا مجموعة بزى ك 15 ومزة مقدار هر رى ه

ى امهها٠ امن احتماع ٠مىكذم انتخاى  در آن مه ك هر مزى ( يمته و؛ وز؛
ت ه ومزة رهاى ردا ز٠ز س مت مقدارهاى ه٠ وا I مكه مغامد ماز ويزءا متدار

ولد نضاى ).۴٠٧ ه ت د ظ ن س و 1|حتماع امن ت ر متعامدند ي )٤ ز ا ‘ت م ويزة

ر بر ا خت ل آن) ا م ا ن است. ن م دمدمم الان ه (منا ز 5 ومنة رهاى ردا همة

د ز  ول د لدا و ٠مىكذذد ت مكه متعامد مامة م خضاى ،5 ومزة رهاى ردا كه

ت٠ب  بزى 5 ومزة ارهاى س جة همان مىآورمم،كه د مطلوى نت ازبرد iS

o است.

دترمينان .٩
ر ينجاا تا س ي ى مهم ساختارى ى ها قضيه ب ط ح ر ب ى اينكه بدون ز ج ت  دترمينان ح

ف ز ري ع ه كتيم، ت د ر ك ت ب ا .1ث م ن ي ي را ش د خ ف ب ري ع ى ت ا ء د ز ا رمينا ا  ازئه نلت

م خوا ي ردكا كه كرد ه ى مرجه رب صل ر آن ا ت د ا ضي يا رثنا دورة ر ،كا ى  در س

ض نرمول ر 'تعوي ت. يندكانه انتكزلهاى برإى متفي س ا

ة مل ت ج ب ا ر ث د د ن حة ى جمله! ج ر  مشخ ز ت ب س ى يا بهعلاوه با ا ها  من

ب ر ض صل ر حا دي ب با  ويزة مقا ا ت ح ى ا ك ن ا ك د ب (اين آنها جن ل ط  توجه با م

ف به ري ع ز ما ت ه ا ل م ج د ذ ه ى1ب ص خ ح ش ص . وا ت) س زة ا كي ى ان ى ديكر ز زب  ني

ب مطالعة ر ض صل رها حا دا رد. وجود ويزه ى مق دا

ى كنيد نرلض م خوا م م هي ي ن دا ر كه ب و ط ود٠ ي ر ىت ط د ك ي ي  جندكانه ل انت

ز ىزيرمجموعه! روى ض 1   ا وي ع ر ت ه اين داد. انجام متفي ل  از بعد سا

ى ز سا ى ط ل خ دي ب د ت و ش ى ر يكة اينكه به م ك مل ى ع ط ه E روى 5 خ ون ك ب

ر  حجم فيي د ت ص حادت د.٠س ا ر ز خ ر د ظ ريم٠ ن د ىكل ر ك ء أن د

ق حا دال و ن در است. خ ت اي ر و مد ة يا، ص ى بكه متعا ى ا E بز ل ٤ ك ث ز مت  ا

هاردا جود 5 ويزة ى ر ر دارد و ا ن ى قضية (ب غ ى طي ق ي ف ه ح ن ك  ٣.٨ قضية هما

ه است). ظ ح ر ى1ل ك ف ة بارةدر ت س د ف هن مد ياية ي عا ه مت ك ز ي ا ا ى رد  ويزه رها

سان د٠ ن ه د ي كه ى ه  ا ء و م ج م ر ز ى1ز E ا n ،شد ه با ا ك ن م آ ج  ح

ه( ك ى ن ع م ر د ه ه د م با بايد )ب ج ب  ح ر درد ض قق طل م ب ر ر ض صل ى I مقد حا  رها

ب با ٠5 ويزة ا ت ح ى ا كانك شد. بزبر اًذهاا يند عدأ با ت ب ب ه ا٠ًمىكذي ثا ى ك ت  ح

ى ى بز ها ر ك مل قغيرخودا ع حا ز ل م ني ك ى ح ه ب شا ر م ز ق  تقدر، هر به است. ر

م ذي ىبي ب كه م ر ض صل ى مقدا حا ز ويزه رها ي ج ر ا ك ن ى ا ب ل ى است. جا ي ي ل م  ع

ى ط ى ٥لخوا د خ كا ^ ى ي ضا ى ن ى بردار ق ي ق ت ممكن ح لأ اس ص نء ا روي دا  مت

؛ نداشته د ث ا ندر ب ي ت ا ل ن حا ما ش ه شنا رو م ز آ ي ذ ي ي ى م ى ٠ر عن ر ي ك مل  ع

ى ط ى روى ز  خ ى ي ضا ط رى ردا ن ل خت ر٠ مظر رد  م كي م ى ه بعد .ي ك ن ي زا  ا

ى نتايح س سا ى روى ز ا ها ضا ط بردارى ن ل ت خ  استغاده با آورديم، ت٠بهد م

ز وم ا ه ط من ل خت ى م ز ه سا لا ك ب ى ق س ر ، ر د ى به ث ها ضا ى بردا ن ى ر ق ي ق ح

سيرد'زيم.
ن ف كه آمادءايم اكنو ري ع ى ت ن صور رمينا . بيان ز دت م ي ن ن ك هينا ز ز،  د

d با كه e t د داده نشان و ث ى ب ٠م ر ض صل ى حا ها ر دا زة مت ب با  و سا حت ا

ترهيا با ىكذيم.٠ تعريف آنها جندكانكى ى ن ت ويزه، مقادير تعريف به س

ا رى تعريغى جنين ن رب ت ن ب ي رن ي ن زي كا ن ردش دراًن بون ‘ا ربا زدت  ا
ده مقدارويزه وجود اثبات بزى سفا  مقاله اين در كه ابزرهايى با ثود.’مى ا

ت ررن كا ىد ب ه(بنابر كه ذيم1م ضي ف)) ١١.٣ ق ^ (ال  iT ر ا  متدا

ا با ويزه، ت ح ى با ساده، تعريف اين بنابزين، دارد. آنها، جندكانكى با  معن

است.

ى، بر علاوه تعريف اين ر قضية سادك  اصلأ متداول تعريف با كه ز

ت واضح ن ‘نيع ون د ر ز ا ى ٠م

ضية ف .١.٩ ق ي ي مل ى ع ط ر خ ذ ون ر ت و\ و ا ط و ا ق ن ائر ن زمينا  د

د. ناصهر آن ن با

ت: لآنيذر T كه است روثن ابا ت و( ط و اكر اس ق ي ن حكد ا  از م١ه

ط و اكر مىدهد b حالت اين و نباشد. صغر آن ويزة مقدارهاى ق  اكر ن

.7 7 det■ □

ه و برمينان بزى كه تعريفهايى با جمل ه ى1يذد ص خ  نورأ آورديم. ش

صه جذدجمله(ى در ثابت جملة كه ىكذيم٠ ملاحظه  با است بزبر مشخ

d آ e t) ٠١،( = ft^ درآن كه -  d im. نيز ديكرى وانعيت مبين زير نتيجة 

ت ن ه ر مرسوم تعريفهاى با ما تعريفهاى اينكه وآ ا ؤ ت.1ا  م

ضية ى .٢٠٩ ق جملدا ه جذ ح خ ت برار T مث )det(با اس z l  -  T- 

م ري كي ت: با ث . ٠A١ ا . . . Am ى رها ى يا T ويزة مقدا ها كي ن ا ك د  جن

 ٠،.* m .شتد z ويزة رهاى مقدا iZ ج  بهاز(ى بنابزين با l  -  T 

. Am - 2 ء A١ از ذد1ءبارت . . .  iZ ٠ ٠ ٠  جندكانكيهاى با، m از 

z لترمينان ايزرو l  — T حاصلضرب با برإراست 

ه همان كه جمل حة ى1بذد خ ش □ است. T م

د توجه كني ت دترمينان كه ا ح شابه ت ديكر، رت عبا به ناورداست. ت

ي د 5 ا ي ي ل م د V روى واروزبذر حطى ع ث ا كاه ٠ب S\~ و T أن T S

ب با ‘ويزءتان متادير زيرإ١ دارند بزبر دتربنانهاى ا ت ح ش' ا كا د ;إبر جن

است).

ى دترمينان ط هاى لزيه با مرح تريسما ي ي دزمينان ز مختل مل ى ع ط  خ

ت آن با متناظر ب ن ى به ( ه (اينكه ا٠ًمىكذي تعريف للخواء) ياية ي  ى’يايه ب

ود٠ انتخاب ى عملكر دو متغاوت، ياية دو زين رد ندا اهميتى ىث ط  متثابه خ

 نظر در V بزى ز يايهاى است). بزبر دترمينانهاينان كه ىآورذد٠ بهوجود

ى عملكرهاى بخش، اين ودرادامة مىكير.بم ط نما با ز V روى خ شا هاي رب  ت

ت س ى ‘يايه اين به ن ك م ي ري ىئ ه ٠م ون ك  مقدارهاى همة يانتن بدون ىتو|ذيم٠ ب

ن؛ ن برمينا T وينة ش ى٤ازر آ ري ت ت٠بع ما ه أوريم؟ د ب  به دادن ياسخ د

ه٠ردث ولى ‘است مشكل سؤال اين ش ىك ردريي م،٠ درزي ري ش ىي و ك ج
ف ن ن نيز ز لترمينان نرمول ك ى داد. هد خوا نتا ى ن كرد دنبال با حت ون  كه ر

ن هم باز اختياركردهايم ما ل لترمينان يانت ك ت من ن به دقيقا و اس  دليل همي

ت. دورى آن از بايد كه است س ج

و ج ها ما نغركرختن در با دترمينان نرموو يانتن بزى ص ري  يى ت
ل ك ى ت م ا مكير ٠مىكذيم آغاز رند دا خ ي .٥١ ه71 ج  ي مل ى ع ط خ



۴٣دترمبنان؛ بر 

T سماتر كه رإ صورت به آن ي

ر است م نظر د ري كي ى ه همة ٠م زي س اين هاى ل ري ة بجز صفرند ما ي ن  كوثة ل

ه1ب سستز سست ك ى ي ا ه ه ي ز د و ى I فطر زير رست د لا ل .د 1قع و! صل رمينا حا ن لت

T ت د به ز وريم. س ىاً أ كه كنيد توجه م . ه7ا . .٥١ = T سنونهاى جون 

ا١( اول م " . . .١{ ه هرض با١ حهلىاذد سسغل ى ك ي ز هجكدام ا ا

ج صعرنيستند)، ها زه ه ه جمل  ز Tند نمىتوا 71كمتراز ازدرجة ى1بذد

a مينيمال ى1حذدجمله ازايزرو صفركند. 71 iT . . .٥١ - z n .بزينبنا است 

.ه7أ . . ٥١ — z n ة ى1جذدجمله ح خ . نيز T مث ت س ه  ي

™٥ . . . ١٥١) " -١  T

ى (اكر ك ز ي ، صنر ها زه ا د ث ا ن آنكاه ب وث ت ر س ت واروزينير T كه ا م ي  و ن

) نرمول اين و  آ = ٠ لد! . ت ا ر ز ق ر ز ا ب

د اكنون ي ن ك ض ر ى جا ٢ ف ن ت ك د }١, ٣,{أل از ي ت ا س و ب  T ماتر

 موجود دزية بجز صفرند آن وام سنون هاى لزيه همة كه يد بكير نظر در ز

) ر ط س ر ت !ست. 'وه بوإبربا كه ام٣و) د ت ك ي ا ب T ج ضر صل ى حا ها كنت ي  جا

ه T بنابراين است- دورى ف با متثاب س ي زة1 بلوكى قطرى ماتري دا ن ) ه ك  هر ست

ت د از آن بلوى س زختر! ل به بلوكها و ب ك د )٣.٩( ن ن ت  دترميناد لدا (و ه

T س اين دترمينان با ر ى۶ا مات ت). بزبر ك س  دترمينان كه (ست واصح ا

ا ك س ي زي ت بزبر ى٤بلو قطرى ما س ى حاصلضرمب با ا  و >بلويمها برمينانها

ن محاسبة نحوة رمينا ول هر ب ر ز بل ل ياوإكزف د  كه آ٠مىبيذي ٠سر ديديم. نب

.ه7أ .١ ٠) d ٣ه e t — (sign. برإى Iى به ز عبارت اين ينكه ل ك  دمأوريم ث

ت به كه ث ك ي ا ص ج ى T خا ك ست ه ب ت ث دا ض باشد! ن t ىكذيم٠ فر i j j اية٠د

ن و وام سطر و د T وام ت ئ ا ذا١ ب و ي) ت ٣(ل) ونتى مكر ٤٠,و = ٠ ل

p n ى همة مجموعة ها كنت . ١n{ جاي . د. }١١. اث ندر ب ي صورت ا

)٩.۴( ١),١^ )،* (g؛detT :  E  (s
7٢e P (n(

ع اين جمعوند هر زين جم ت با كه جمعوندى مكر است صغر م  T جايكش

.ست (ظر متنا

ه با T دلخواه مانريس يكس. اكنون زي ى ل ر ٤ي١ز ها د. نظر د ري كي  توجه با ب

س نبل يازكزف به .با  آ نرمول )۴٠٩( كه أ٠مىزذي حد د  زير كزرة ن

ن س (ين ىدهدكه٠ ننا ناد بزى معمول نرمول و است صحيح حد مي كا نر ي

س ري ت٠ ز ما س ٠مىدهد هد

.٩ كزارة ه . .١.(١)،„(7٢ sign( ح = )d e t ( r
)7rG P (n

ت:١ ىماز مجموعة روى ز d تابع با ها  صورت به X 71 71 ص

i n n١( ١(d{ T )   E  (sign r)،f
ireP {n

ف ىكذيم تعري ى ٠م م حوا م ت هي م ثاب ي ن det r( كه ك  — d{T ر اين بزى  كا

د ي ذ ك ض ر س S ذ _ ز ه ما ك د ن ا S\~ ب T S ق ضية طب ل به ٠٢.۶ ق ك لا ن  با

ى ت. مثلث ل (س d ١( حا (S T S ت برابر س ب با ( ر ض صل زيه حا ى ب  ى٠لآ ها

ش ص را ط ~ن \S T S ز ي ه٤جاي تنها (ن ك ى ع شت و جم رم dعردا٠ د (S T S 

صعر جملة د بهوجود نا ر و ت ٠سآ ث ك ي ا ى ج ت). همان س ى دزيه اما (  روى ها

طر ى ن صل S ١ ا T S ًا ت ي ق ى د رها ب با T ويزة متدا ا ت ح ى ا ك ن كا د ن  ب

ن. ست d لدا ه {S T S = آd e t. س ل بزى ي ي م ك ت ت ط اتبا ن  بايد ن

ن ا ت م ن هي ت d كه د ح ه، ت ت؛ (ناورد تثاب ب اين در س م خو( صور  داشت هي

d e tT  =  d S T S d T(■

ت بزى كهI اثبا ت d ين ح ه ت ب ت،Iناورد تتا ا (يندا س ن م٠ ن ن هي د  d كه ى

ى اين به (ست صربى ى بزى كه معن ها ي ز ا ىX 77 77 م  iB و A نند ما ا

d A B  =  d A d (B ت ى اثبا رب ه٠ك بودن ص جا ك راين ز د ز وريم أ  ذمىاً

ى ت بيز ع ي ى سادة باذاًرإيى جز ن d معرف درنرمول كه جملات (A B ظاهر 

ضذد d همان ز detآ كه كتابهايى (به ٠مى (T ف س و ىكذذد٠ تعري  سي

^ ىكذذد٠ ثابت )det^ ) ( det( = ر4ء det. ى ه كا . ن ( د زي نا ي  با اكنون ب

ى از [سسغاده ت آن ناوردايى ،d بودن ضرب ح ه ت  ثابت صورت (ين به تثاب

ود:٠ ىذ

d S T S d S T d S

d S d S T d S S T d T

ىخو همازطوركه بنابراين det T. □( ٠ستيم1م  =  d(T 

ى تمام ها في ن وي ربنا هكمكا يا مىتو(ن ز دت ف ب جديد) تعري  وسيلة به ويا (

ن (خير (ثبات ٠بهويز كرد. ثابت ۵-٩ نا هد ن ىد ى det كه م  ضرب

ل لترمينان ر ي ك ل ى ع ط ى روى خ ى ي ضا ى، رى بردا ن  به بنا حتيق

ب دترمينان تعريف. ضر صل ط مقاديرويزة) (حا ختل ة م د ة1 آن ث ر ز ك .  ۵٠٩ ت

ى بر علاوه ها ضا ط، ردارى ن ختل ى بزى م ها ضا ى بردارى ن  برقزر هم حقيق

ست. ب، اين ملاحظة بزى ا ض مطل د نر ي ى يك_،  كن ضا ى رى ردا ن  و حتيق

S ى ر ي ك ى عل ط .  روى خ د ث ا ب  برإى يايه(ى اكر ب خا م انت ي ن ن ك  ز وآ

ه بزى يايه(ى د طث ل خت ا1م ريم! نيز ،c ش . بينكا كا ن ه و S آ د طث ل خت ا1م  ش

ن .5] ا ث ي ا ه ي ز ا ت م ب . بزبر يايه اين به ن ت  كه det S خرمول بنابزين (

ف ري رتع ى بنا و ت، det Sc با ما ت٠ ۵٠٩ ازكزرة اس س  ٠بهويز .مىاًيد هد

det S ى ت. حقيق س ى ا ر det بودن ضرب ى مورد د ى عملكرها ط  روى خ

ى ضاها ى رى بردا ن ى از حفيق ن بودن ضرب ط بردارى خضاهاى ردى اً ختل  م

ى و طبود ضرب ختل د م :٠ نتيجه عملكرث ود  عملكرهايىBوA اكر ىث

ى ط ى روى خ ضا ى بردارى ن AB باثمند، حفيق ) c =  AcBc

حكا مفاهيم  برمينان بين طبيعى ى1زبطه يما1ءرضهكرده اينجا تا ىكه٠وا

 كنيم معلوم بايد ابتد( ارتباط، اين ٠دركع بزى ٠مىكذذد برقزر r در حجم و

ة ما منظور كه زرين كا دوم ا ى ضرب عملكر ي حاق رال ت. اًن د م ي  نرض ب

ا٠ S كنيد ى بردارى نضاى روى خطى عملكر ك .  حقيق د ث  مقدار A اكر با

u وS 5 وزة G U ةر ردا ز ذكاه باشد، أن نظير ناصغر و اً

X U U  =  (AUyU  =  (S Su u  =  Su Su



ى، ر نثر۴۴ ف ا شارة ٠٨ مال ي

ى بايد A وبنابإين . نامنغى عدد د ث ا ه1 روشن ب ك ت ق خودا 5 5 م حا ت ل س  ا

 قضية (بنابر دارد وجود 5ب5 ويزة ى رها بردا از ب٤مر لمج برى اى ٠ياي لذا و

ى ى طيع ى ‘حفين ة يعن ي ن *s ).٣.٨ ف S ت ر ب د ىزان٠ ٠ياي اين به ن . 
س . قطرى ماتر ت ن ا ك ه ا ى لزي ى ها ى نطر، ^ ى يعن  ا5٠5 ويزة مقدارها

ش ٠ديديم طوركه٠همال م وم ذد.1ذاممغى ه ءد ث  ان٠ذذ L  كه 5*5 و

ود داده ىذ ى عملكر ٠م ط س با متناظر لمج روى خ ت قطرى ماتري س  كه ا

ى دزيه ن با آن ها ة كرنت ت ى نامنغى دوم ري ها يل ن زل س ا ت به 5 5 ماتري س  د

ن مىاًيذد. ت1 روئ s كه س S ت خود(لحاق س ع ا ت آن ومرب س را رب  ا٠ ب

ى همجنين .5 5 رب ا det بودن ض هد٠ ننن  كه ىد

٢)5 det5) =  (det)(det (5 .5 )  =  (det5٢ = ٠- )det( 

—det نتيجه در  = | det 5  I زيإ١-det 1ب ض1ذ يد1ب. ( د ث

ا به ك م م ك ى بعد ل م توا م ة ني ل أ م تفيير م ج ا وسيله به ح ك ر ي ك ى عمل ط  خ

م. آن لحاقخودا حالت به ر ني ردا ع ضيه اين ب ى تجزيه ‘ق طب ر ن ك  5 عمل

د نا شود ٠ مي ى ى تجزية شبيه زيرإ ٠م طب ط عدد ن ختل z م  =  G T تا  كه س

ر ى٠ T يذجا1د و ت 1 ا ه 1ب س ي ب ث ن — ( ر(ي إ٠ل د ب و أ ر ضر  د

ىطولبا د هغع ت  روى [ايزومترى] ي س ه ا ب منا ش با ( ي ىطوليا و در A ي

نم). (ين

م .۶٠٩ نم ري ك 5 كي ر ب ك مل ى ع ط ى روى خ ضا ب ن ر ى ض خن  لمج حقبنى د\

. د ن ا ن . ب ر ت، د ى صور ب وبا ى ط ط ه لمج روى  خ ك د ر دا د و ج  .5 = ^—و

ت: م دا ٩،ح لمج به(رى \ثبا ري

 ٢ : )١ II  II 

٣ = ) =   HI  II

ي د رت با ء ه ا٤ب = 11  11 ر| ت . 11  طين ذا ة1ب د ع ى ب ^—\ra n 

ف تع. د( 4( ت  بطة ط 1ب ود ي ش ى ش ٠م و ف خ ري ع ت1 ت  يكت و س

ى طولبا.يى ط I٠a\—)ز خ n روى به r a n ت. 5 س ى٧طو يكت به ر ^ (  ي

ى ط ز خ م٠ توسعه لمج ى٠رإ به لمج ا ي ه د ن به ى ب اي رتي دا كه ت  توسعة با ابت

ى يكت به ياي ول ز ط ( ا r—إ a n ra روى به )١ n 5 ) Jعد )٠ و اين (ب ضا د  ق

ى٠ أ او ت س U ا j م ي د ي ه د r— بين ك a n r و ١٠ a n ى يكت 5 ي ا ي ل ى < ط  خ

) وجود رد ى دا ج س ه با و د ا ع س ى ز I ا ط ل به ز  بودن) خ م توسعه لمج ك ي ه د ى  ٠م

ة ضي س (ق غور ئا ه نمشان ني ك د ه د ى ت  م ى يك ي ل ردى طوليا ) لمج ك ت س  نحوة ا

ن خت ن  سا ذا د٠ ذ ه د ه ى ن1 و ،5 ت  ك ن ي ب٠ نتيجة ^ و  طل

ت. س ] □

Iى به آمادءايم كنون ق ري ن ط وث ر و ر ك ن ث و ت ر ب ا ر يكت كه كنيم ث ك مل  ع

ى، ط د1به ر حجم خ ق قدر زة1ذ طل ن م نا رمي ت ر ل  طور به Iر حجم ىدهد-٠ تعيي

ى ط بلكه ذمىكذيم تعريف صور ق ى1 ن ها ؤي ي و  داشته بايد حجم واضحىكه ز

د ث ا م استعاده ٠ب ي ذ ك ى ه بايد نند. خوا ٠م ع و م ج و ه  ح 1٣ا ىها ز ك  در ن

ة ي ف ر ق د نظركرفته در زب ذ و ىث ز رده هر به ٠م ه ا ع و م ل ها ج مث ى ( جه دو  ‘بن

عة ٠زبا مجموعة جمو د1 م ربا1ذ كا ه ك ر) ذي هي ت برإيثى آنها ز ح ت، ترز س  محدود ا

. د ن ك

ة ضي ا٠ي 5 كيريم .٧٠٩ ق ز ك ل م ى ع ط . i روى خ د ث ا ت اين در ي ر و  م

E يراى  c r

^vo l5 ( £ )  =  |det5 |vol

ت:١ ض ثا م نر ي ن A = 5 ك S*S ى تجزية طب ق 5 ق .1ب ۶.٩ آ٠ل طب د  ث

ر c يم كي  r . ن ء و ى A ب ت طولباي م ا ج د٠تغييرذ وإ ح ه د ن ‘ى  بنابإي

v(( = ٧0ا١س)ء( o l5 (£ ) =  v o l A i V f S W 

V S ٠s  LI ق1خود حا ر و ت1 ل ز د غا ن1 اً ش ي خ م ب دي و هر كه دي ف  ع

ق خودا حا م ل ج ىضر با ز ح ب ر اندازة به ي د ق ن هد. تعيير ن لترمينا مطل ىد م

س م ي ري دا

vol E  =  |det 5 |vol E |— vol V S S E  =  |det١ = ( ء )5 vol 

ن و ن اي تI هما م كه س ستي خوا ى □ .م

ه ٠ ١ ٠ ج تي ن
ن ما نا ضيدا ه ريا كا ه ت ك ى اثبا د ي ا جد ك ي ز ة ا ضي ى ز معروف ق ز نيم خوا م  وا

ت ر كه متغاوتى رهيان ن د ر به آ ت رنته كا س ت ا ذ م٠ ل ري ى ىب  طرز هم باز ول

ر ك ى ما ن ن بر مبتن ى هما هيانت ت ر س م.1آموخته اول كه ا ف ب  اين مقاله اين هد

ه1 ك ت ر نحوة س فك ن ت ضيدانا ر ر ريا ب مورد د ت و جوان ح ى جبر مهم مبا ط  خ

س نحوة و ري سا آنها تد سا ض ا د. عو ت كن ة اثبا د ر رهاى مقدا وجود ما  كه ٠و

ضية ر د د ازئه ١.٢ ق ر بايد ث ن د ه وثته سياه تخته بر بماند، ذ ى ن ها تاب ك ر  ود

ى س ب در ا . ب د و ى بردا ت رة رها س و ع ي به بايد يانته ت صل را ر ب ت ا خ ا ن  ن

ى كرها ى عمل ط ل خ دي ب د ت ون ركه .ث طو ز مأ هما ت به ديدي ى بردا كمك  وزه رها

ى ن1مىتو ك ن كا د ه و جن مل ج د ذ ه ى1ي ص خ ى طور به ز من ع ي ف طب عري  هر كرد- ت

ن ضيدا ى دا هر و ريا و ج ر ش ى جب ط ت بايد خ س م د ن ك ب اي طل  ياد به ر م

ه ت ن د دا ث ا س ويزة بردارهاى كه ب ر يكت يافتة خ ك ىأ عمل ط  ر دامنه ره هموا خ

ى به مهم، نتيجة اين — )۴.٣ (كررة ىكذذد٠ توليد ى اثباتها ة برى سادءا ضب  ن

ل ك ى ن لامثلث ضية با ذ )٢.۶ (ق ضي ق ى و ن ضيه طي ى (ق ٣و ۵.٧ ها جر )٨. من

شو دمى

ى دترمينان ر سيا رب ىI زI د جا كه ثباتهاي ن ي را ث مورد د ح د، ب رفتن ك رن ر به ق

- د لا س ر أ ن ك ي ن ب و ! ى ل د ز اتباتهايى و م بدان* س ي ه د ر إ لآ ‘ن و م س ب ا و ت  س

. بدون د ا ف ت ن ا ا ن ب ر ت د ز ى ا ى ٠ب يهترى اثباتها . آنها جا م ي ب ا  بر  ص ب

! ن ا ب ر ن
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