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جهاربعدى خميذههاى٠

بازكاشانئ. محمد سد

ي ها خمسه تويولوزى و هندسه ف س ى وا جكاو  دارد. آتها بعد به بزنكيزى كن

ث ح ى٠ مب سذهها ى٠ دوبعدى، ف س لا ك ى ء ر ض ه1 و ك ت ت به س ش مد ى بي ي ز  ا

ه مطالعة مورد قرن د ر ت ه و ل ه نزر جانبه س . وفت ت ز ا  تاريحى، نظر ا

ت رن ث ي ر بعدى مهم ي ث د ح ى سه هاى خمينه مب مده بيردست بعد ت. آ س  ا

ر ل د  نظرين به رأ بعدى سه تويولوزيى يذههاى٠خ نظرية ١موثيز ٠١٩۵٢ ا

ى خمينه ى قطعه نطعه ها ط ل ا١( خ ر كه كرد تبدي ت د ى سه حال  همان بعد

ى خمينه نظرية ت. بعدى سه ر هموا ها س ى و بذدى٠رد ا ساي ى خمينه شنا  ها

ى ٠سهبعدى حث ت مب س ل هنوز كه ا ئ ا ل س ة ح د ث ى و دارد مهمى ن ها هث و  ز

ى د ر زا ن د د انجام اً ر ىث . م كا ر ر ٠ بعدى)) سه هاى ((خمينه (  ،ى٠لمض٠ر ن

ل ت ).٣ شحار؛ ،٣ ا ن ر ن مد ي ى٠ء ى كه ا ر س زكا ت موئتز ا س مد بهد  ٠اً

ى خمينه مطالعة در ى ا تر٤بز بابعد ها و ا س رويداد دو بود. يتج م سا  ا

ر ف د ى توسة از اند عبارت زمينه | ها ى قطعه تطعه روث ط  نظرية هموار و خ

ر وا ت ل ء١ [تابلوى ها٠د ي س ر ا ن تعميم و ١٩۵٠ دهة اواخر د  اً

ى هاى خمينه به ن ٢بهوسصلةكربى تويولوزي م ذ سب ر ٢و ل د ن .١٩۶٩ ا خري  آ

ت مطالعة كام. ى حال ربعد ر و بود جها د جون انرإدى ٠١٩٨٠ دهة د ي  من، ز

ج دانلدسش و كويين. آ ى ن ز ك ذ ت| ذ ك ر ث ت زمينه اين د س  اين آوردند. بدد

ع ض و ى اكنون م ك ن ي ري شت و ج و جذب ر زي ى | ها خت ت ب نا ي حت ض ت ت. ريا س ا

ن م د طركارهاكا زي ش بهخا ر ارزشمند ة د ن ى۴ هاى خمينه زب عد  توحولوزيى ب

طر به دانلدسش و ش خا حتينات ر ت ى۴ يذههاى٠خ د عد ر هموار، ب  ١٩٨۶ سال د

د. مدال رنتن زك نيلد

ى نظر از ك ي ن ك ث كه جيزى ا ت ع د٠ با و ب خميندها ىث ح ر ن ب ثا د ع  ب

ر ه د ت ى ل د. بررسى جداكانه ها ون ى رنتار ث ها ص ى ز وبعد ت. د س  تصوير ا

ى از نوعى هرتإبع ص ي ى قر ر دوبعد ى د ى سه خميتة ي ى بعد  تتاطع داز

ا ك ىي ص خود با بعد ، ز ت ر ا ى. خميئة مورد د ربعد  نتباطى مقطعها جها

، مجزإ د ن ت ر و م ى د ى بالار، و ينح بعدها ها م ر ى ن وبعد  صورت به عموماً د

ه د ان ث ه ن د ت ٠مىشوذد ظاهر ث رن ث ي ر ي ى (بعد) دسته هر زمينة د هم بر مبتن ن

ها اين وكاربرد م ر ت. بود. ق س ى ٠سه بعد درمورد ا م ۵ياياكيرياكوءول دنء ل

ن بزى ز د ن ثا ى ن ها م ى ز خ دوبعد ر . ت1بهاثب بعدى سه يئههاى٠د د ن ا اين ر

ل در دن ز نم ن ١٩١٠ ا ع . .عروف وى نام به و كرد م د  ئ

ى يال٢زضرلمكذي دن. نم د ز مي  زى ا : ٠٢ ؤ Mو رست عدى٠سه خ

D(ةبعرست٠ r ص ىكه’به رسنه؛لع٢دوبعد ز ر ض زف بزى ل ا  رز A ه
ل٠أ ئ م ٠هل ر٢ د غ٠٠٢؛ / | د٠ظ٠٠م م٧٠ئ و ) = ل / ( م ) )٠١. / 

ت بزيت /٠٢ ص ا ة يهزى٠ س"زن ز ؤ د س آ سه : ٠٢ —< M ت درد. ور

ى بالا قضية از دن اثبات حى ي ت جدى نت ث ا ه اين و د ل سط تا سأ  اوا

ئ ل ١٩۵٠ د ه ح د ث س ياياكيريا اينكه تا بود ن ت كويول ى اثبا سن  بزى در

ة همجنين وى كرد. عرضه آن ي خ ن و ر د و حلفه نضية ز آنها كه ٠هم ديك
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ر )،٢( ناميد كره نضية ب كرد. اثبات و بيان بعدى سه يذههاى٠خ ورد٠ د  جال

ت س جا ر كه اين م آسانتر بقيه از نمدن قضيه، سه اين ميان د ك سنعمادتر و  ا

ت. س ر وكره حلقه قضاياى ا ت د ق ط حقي  و هومرويى) (نظرية جبر بين زب

ى خمينه (نظرية هئدسه د بعدى) سه ها ذ بأ ٠صت زي ج همة ت ت نآب - د ه  آمده ب

ر ى سدبعدى. هاى خمينه نظرية د ت. قضيه دو اين بر مبتن س ا

ى عدها رب ى بالا، به ينج د ها م ى ز ى كه ويتنى)) شكرد در(( دوبعد  ابزر ي

س تويولوزى مهم د ت هن س ة ٠ذيز و ء٣ [تابلوى ىروذد٠ بدكار ا ل ت سا بلب  قا

ا اين شاندن٠ذ ه م د ز ي ن٠م كل رد ىك ح خ ت. خمينه (ز دسته اين ث س  طور همين ها

ى نتايج جهار، بعد در ك ي ن ك ت عبارت مهم ت س ى از ا ضايا ن ن د ن ثا  قرصهاى ن

ى ى دوبعد ها د ي م خ ر ى د ).٣( جهاربعد

عد ري ر د ا ه ى ب ى يدبدءها د٠ظاض جديد و ن ىئ ى خود واي ك ى ي لايل زد  ا

ت س ت كه ا ه باع د س ث ز لمسه اين برر ن روشن و ها خمينه ا د  جوانب ث

ف ختل ى اذًها م هه ي ه ل ب ر ت ث ى .د٠طوربينجا ي ها عد رب ى روشهاى ديكر، د صل  ا

ها نظرية ر وا ح ه روية نظرية يا ب د هث د ذ ر ٠ذثا ة د ت ى ر ى خميتهها وني ول وي  يا ت

ة ت ى قطعه قطعه ر ط ة يا خ ت هركا هموا ر ب ا من لأ ستند م ى ه د ول ع رب  جهارا د

ىكا جنانكه ن دانلدسش رها ا ن ر داد، ن ة د ت ى٠يديد هموار ر متغاوت كيفيتأ ها

هد-٠ روى ظريفترى و ن ىد جني ى٠ويةي ‘هع كا ا زي و دل و ى ت ها ن مي ر خ ها ب

ى ه كه بعد ى مناب د اثباتهاى بالاسرند، بعدها جي دارند. ترى٠يي

ا ك ى ي ر كل س د ت عبارمت ها خمينه برر س ف ا ش زك  ناورداهايى ا

ة4كهب جبرى سل ر كرد. ردهبئدى ز بعدى 71 يتههاى٠خ بتوان اذًها و  اينجا د

ه دو ل ح سا ط ت: م ف) اس ة ال ل ض وجود: سا د ز ده ناوردايى كني ه دا د  ث

ت. س ى ا د بعدى 71 خمينة ي ي ز ا يد) (ييدا ب ى كه كن ن داز . ناوردا اً د ث ا  ب) ب

ة ل ى: سا كآي ض ي د نر ى كني د. ناوردا ي ه دا د ت. ث س د ا ن ى 71 خمينة ب  بعد

ن ىتوانند٠ باشند؟ داشته ز ناوردا اً

ت برإى ج آوردن بهدس ب نتا ر توجه جال رد ها خمينه نظرية د رب  اذًها وكا

ب غل ت لازم ا س ى ا ى ساختارها ر ي ر د ا ت خ را ي ظ ى قطعه نطعه ن ط ر يا خ ختا  سا

ر دي قي ت ث ٠( م ئ بر ا٣ ج ) ١ ١ ٢١ ٣١ . ٠ . 00< )،٣  انيرد. تويولوزيى خميندما

ة صورت، دزين ل ى سا صل ت اين ا ا كه ا ك ت تويولوزيكا خميتة ي ح ه ت  ي

ى ط رإي ا ث ك ر ي ختا ى قطعه قطعه سا ط ى و ٠مىيذئرد خ رت رمر ا بجنيرد، كه د ك  ي

ر ا ت خ ر ا ي ن ب ق ر شت ها نه. يا دارد وجود خمينه اًن بزى هم سا

ة ،ft بذ ٣ بزى ت ى خمينه ر ى، قطعه قطعه و هموار تويولوزيكا، ها ط خ

ى ك ت ي س ع (اين ا ض و ه معلوم ١٩۵٠ دهة اوايل در م د  بزى (ما بود). ث

ه بالا، بعدهاى ل ا لأكا م ق م  ا١٩٧٠-١٩۵۶ زمانى خاصلة در ىكذد.٠ ز

ى ه مطالعة مورد ft ح ۵ بعدها رد س ت. ك ون ر ز صل نتيجة ت  بود اين حا

ر كه ت د ى حال  ،ft ح ۵ بعد با تويولوزيكا هاى خمينه روى ن نمىتوا كل

ر ختا ى قطعه قطعه ريا هبرا ما ط ضعكرد. خ ى مابع و ل م جود ا و ر رباب ن د ي ن  ب

ى، ر ختا H( صورت به عنصرى وجود -ا r(My z k( ج ٢ (M ت  M( ا

ت). مورد خعيئة س ظرا ت ik{M( = ٠ اكر ن ق حتي ر ت مانعى د ش ر ا ك ر  و د

ى خمينه، روى ها ر خآ ى قطعه تطعه سا ط ف خ ختل د دارد وجود م دا ع  اين وت

ا ه ر ا خت ( ا H( ة٢بزبر| r{M\ .ت س  هيج خعينه روى ٠(ءير)ء = ١ اكر ا

ر آ خ ى قطعه قطعه ا ط ندارد. وجود خ

ر ر مورد د ا ت خ ب هموار، ا ست: كونه بدين جوا ى بزى ا ر بعدها جكت و  ك

ى يا و ا ت، م ر دامإى خمينة هر هف ا ت خ ى، قطعهقهلعه ا ى خط ر ي ختا  سا

رد٠ه ذ ىي م ر ؤا سا ر ر و وا ت د ى اين ،ft £ ۶ حال ختار(بهاز ى سا ر ي ختا  سا

ى قطعه قطعه ط ى خ م خ ت ب با يته)ا٠خ روى م ر ن سم٠ديغثو ت رذ ت. ٠ و س كتا ي



ه س ى٠خ جهاربعدى ا

١ تابلوى

ها نظرية ر وا ست ل د ص د ]):۴ازل ٩ (ن ي ن ك ض ر ف W ن  خمينه ي

ت س N و ا  c  dW ص (با ى1زيرخميذه  W لبة از صغر)١بعد نق

ت. س ف ا ر ي ختا )سمبى دستوارءاى سا اً ^ ت عبارت , س  ا

f^ جون ازدنبالهءى . C ^ C u . C ىكهربهطو 

ف) N صررت به Wi ال x l ت. )٢(يذه س  ا

ن1ا٠ب١ب) د ذ سا ج ة سا و ه ب ^اً ف ز d 4؛دسته ي W r N 

ت س د يد. د مىاً

ى صثنند متناهى موضعأ ها دسته )ب  X ع IV هر يعن

ى يف، زى دا ك ي ما م ه1 ه ك ت ى تنها س هاى مجموعه از متناهى تعداد

١. د ذ ك س ع ط ذ س - ^ _

، باشد ئ بعد اكر £ ئ  س از ۴ ونكا. و

ى جسباندن ت۵به آن به ذةب*دى دستة ي يد س  W = اكر مىاً

W  u D k X D n~k ) !  rj( ت اين به ~ هم؛رزى زبطة كه ر ر  م

ف ه تعري ك د و ىث ط م s نقا k~\ X D n- k ن با ا ن ر ر م ر ت dد W 

ت ح ى اثر ن ى نندهنشا ي ك د كرفته ي وذ ىث ى ٠م ضيذ ي سى ق سا ر ا  د

ت: زير قضية مورد، اين اس

. ه ضي ر ق ت ه ف j( ج l f b  (Wj N( ى ر ي ء ت خ ى ف ب ب ر ب و ري  ن

ى ره/ ستل س د ر ى ه٠سب ك جء ت ى W دراين ى۵ خمينعء ي د ع  و ب

N  c  dW ص ص٠ دا . بعد ش ت ا ر غ ص

ى خمينه همة ى ها ز ردا ستند ى 1 ره سسوا د ساختارى هموا  كه ه

ن بردارى ميدان شار از ديا ى كإ س ئع٤ت ي ي نر ف ل خميته ب ص  حا

ى خمينه ٠مىشود ى ها ر داز ختا ى قطعه قطعه سا ط ختارى خ  نيزسا

ر با كه دارند دسوارءاى ن د ظعرنت ى ن ها ي ك ي ا م سالكها عادى ه

ر ى د ت ي ى مثل س، ٠مىآيد ت٠بهدس بند ى خمينه همة برعك  ها

ر دارإى نورلوزيكط ختا ستند دسسوارءاى سا ى و ني م  كه هم هنكا

ن دارد وجود ساختارى جنين خت ل آن سا ك ث ت. م س ا

ه جون ب ب ر بعد با هاى خ ر از كمت ختار داوإى جها  هموار سا

ر هستتد، ختا ى خمينة هر دارند. نيز دسثوارءاى سا ربعد  كه جها

ر ا ت خ ر باشد، داشته دستوارءاى ا ختا ت دارد. نيز هموار سا  ثاب

ى خمينه كه مىشود ي ها ر بدون جهاربعد ا ت خ  دقيقا دستوارءاى، ا

ر كه ضستند آنهايى ختا ب به و برذد،٠ذمىيذ هموار سا ة موج خي  ق

سن نلد ىد دا ى خمينه ذيم1م ى ها ى جهاربعد  كه دارند وجود زياد

ر ختا .برنديذنمى هموار سا

ن ثا د. ن د٠ دا و ى خمينه كه ىث ش بعد با ها ر بالا، به ش ختا سا

ه ‘بنابزين دارند. دسوارءاى ي ف داريم؛ ر! زير ن

ه. ضي ر ق ض ئ٠ج ه مي خ ه جرن ر ك ( ^ ل ك ) N jN c d W 

 ريونوزيف ساختار يى ند نزا نمى است، صغر بعد نقص دارإى

ف اكر تنها اكرو ببنيرد نسبى دسذؤارهاى  جهاربعدى خمينة ¥\ي

نينيرد. ر هموا ساختار كه باشد

1. codimension 2. collar 3. regular neighbourhoods

تبايد منظورتآكيد به ف ضع اين كه ك  است. صحيح نيز جهار دربعد حتى مو

د توجه جالب مطلب و ي ى) بررسى زميته، راين د ر(ها خآ ف (هعوار سا  ا مختل

ى روى ى خميتة ي وزي ت تورل س زكه ا  اصلاوجود ساختارى جنين (درمروت

. داشته دا ث ا مدا س كه باشد R شايد مثال، سادءترين ب ى ن ختار ي  هعوار سا

ا مىتو(ن درواتع ٠مىيذيرد (اسآندارد) ن ى تنها اين دادكه نن ود ر هموا ر ختا ا

R .كنيدنرضى منظور، ين1به است X ا است عبارتH j ر يف با ختارهموا ا

ت دزين منروض. ر ر حد دوسيلة م ى مىتوان افززوا ل ي م كا ى ري ت ى م  ريمان

ى٠ ل داد. قرر X د ى حا سان exp : T تابع كه ديد مىتو؛ن دأ  X  —* X 

ى م ي ري و م و ئ غ ي ت د س ى ا T ول  X ى ضا س (ب ) X بر مما دأ مب ر ن د ا  م

R ن با . هموار(اسثاندارد) ساختما ت س ا ى.١ II با X ي ت. يغئومورني س  ا

ى هيج R روى بنابزين. رد) سآذدا ز غي ر( ختارهموا ه اين ندارد. وجود سا ل أ  م

ىنضا درمورد ى ييجيدءزيدكونة ها ت. ديكر س ل ا سا ر  ميلنروجود ٠١٩۵۶ د

ر ٣٨ ا ت خ ف ر هموا ا ختل ت1به ز S روى م ن ]"٩رساذد[ ثبا زاً ط، به زمان ا  ب

ى ها ر ا خت ط با روىكرهياى همو(ر(غيزمثاذدارد)ى ا ز ب را ت ث ي ف ٧ب ث ك ز ي  ن

ه د ت ث س ختا اين ردءبتدى و ا ى به رها سا ة ي ل هوموتويى نظرين سال  تبدي

ه ت ث ت. ك س ى ذتظارمىرود،1 همجنانكه ا ى R نضا ضا ت. خوشرنتارى ن س  ا

ت در ق ن نتواس حقي ثا ى٠به كه داد ن ى R ،71 ا¥ ۴ ز ر داز ا ت خ  هموار ا

ى قطعه قطعه و ط ت خ س كتا ر ي ه٠ د ىك ء حال ى دارإى ا د دا ر ناشمارإ ت ا ت خ  ا

ف رمختل ت، هموا حقيق ر ه خانوادءاى (د ك ا ه ر آ خ ا ز ى1ي R دوسيلة ا ش  زم

٠( د ر ت. ىت س ن وجود ا ختارهايى جني ى بردن بهكار با سا ب ي ب از ت طال  م

رفتة زو ‘تورلوزى ييث ت هندسه آنالي با ث ٠مىرسد دا

كا ها نظرية در توجه جالب مسألة ي س خمين  اين است. يوانكاره حد

ض است: جنين حدس M كنيد نر n ى رد. صسه بطى 71 خمينة ي  و (نث

د ىلبه) ن ب م ه د د ه وا ك ست 5 با ا . مم(رزهوموتويى 71 ت  5٢ع با Mn ايًا ا

ت خ أ 71 ت ٣ حالت است؟ همانري ت ب ود٠ ثابت بهاسًاذى ن  جواب و ىث

ت ه 71 < ۵ حالت ٠مىآيد بهدست مي ل ى1سال ك . مث ت ل ا سي در ا

لال ت جواب وبريش كرد بررس ز آن ١٩۶٠ هث٠١ خ  و ]١٠[١ ياخت مثب

لدر نريدس لأ n = ٢ حالت ]).١۴[ د1 ١٩٨٢ سا ر ك ت ا  ]).۴[و ]٣([ ث

ى هنوز 71 = ٣ حالت دا ه حل مال د ث  ٠مىرلد دشمار ن

جهاربعدى يذههاى٠خ
ى ز خود ىث٠ب اكنون ها خمين ساددهمبند، ا بىلبه فترده، بهاربعدى د

رد (جبرى) ناورداهاى ٠مىكذيم محدود جهتينير و دا سان  ها خمينه اين يرأى ا

د ت رتا ى ءا زووهها H وكروههاىكودو.ولوزى H هومولوزى ا ب٠به .٠ ج  و

H( ة دار.م يوانكار. نوكانى نصن i(M- اى٠٠خب بون

د مطالعه. ورد٠ ن ب م ه د د  نضية دموجب ا7٢١(كة) = ٠ يعنى مستند ا

س ٠ينبنابز %H\{M( = ٠ هوروج،  Hr{M( وانكار.، قضية بزسا

H( نتيجه، در و r(M س صفرند. بزبر نيز ت همة ي عا طلا ى ا هومولوزي

H( كروه در x(M رم جبرى تويولوزى وجب٠به همجنين است. نهفته  دا
)) Z  M٣)١(//Hom ي ) I زد كروه زست طرف جون  آ

ب طرف ٠است ير تعولهن ستا جنين نبز ب ٠ا
ى ر ناورداى ب ا ي ع٤ق٠'هرنم جهاربعدى هاى خمينه مهم ب كه است UJ ط

ت به ر ف زير مر ٠مىشود تعري
H ( كنيد نرض هموار: هاى خمينه الف) r (M ) I ج a , b دو وسيلة به 

B جهتدار ى بط دو روية j A در M ى نقطه، متناهى تعدادى در كه ز ثت ا



ل نثررياضى،١ ٢و١ شارة ،۶دا

٢ تابلوى

ى. شكرد ل ‘ويتنى شكرد وبتن ص ت عبارت ، ))٧( ازمرجع XII (ن س ى از ا ش ى ^ ف ز ت يكس. حن ف. علامتهاى با تقاطع نقطة جف  روش اين مخال

ى ها عد ز درب لا ه با ز د فهم بزى بهكارمىآ.بد. ا ر ك ل ويتنى ن د ا٠ زير مد ع رب ريد: د كي ظرب ردرذ لآ۶جها ط و ى (با تقاطع نقا ) علامتها ف خت  رويههاى م

ر )و5٢( و )ر٠5٢( M د ه صسند، ۴ ه و ر ى و ( ٠بهزتةب ‘خمهاي ر ر٠لآ٢د qصشنند )و٠ء١(م و ) )  p *S \صل ا٠ًبهه ل ض ٠مىكذذد و ك هىكذيم فر  ٠ي

ى سايك ( رى هم ر 5د ر،٢ ل، مطابق ) ر شك د واقع ة٣د ^ :٠({ س ، = = 0Fl۴ ج )x , y , Z) t )}  =  R ى )٣ ي ى و يك سا ( OLg هم ر £٢د (  صورت به ة

)٤( ه و ,‘ )١, ١( ت. ، ج - س ى تنها بنازين، ا سمت ى اين از ق يك سا ر ما كه هم ت عبارت ٤ : ٠ زمان د س ه. ا روي ن ا جني ض هم د فر ني  ك

ر (همازطوركه ل د ك ه ش يل ى مىشود)ا ل ص ي ى قر ص ٠٢ دوبعد ط با ويتنى) (قر ي ز id = رى را وبه است: موجود زيبر ث D و D ر هموا طور به 

ل خ ه M دا د ن ا ن . شده ن ت ل 5( = رى ا ر٢ = و ٠ ٠ ) ى £٠ئ٢( ه ف ،٠ ٢١ ) س ٠ قائم وكلا ر د ت عبارت ( س X R از ا  X JR ه ٠ ك ا  جن

X R ؛٠{  X رى = )X R  X R ر٢( ^ )٠ ( X R( = ى٠ X }٠{ X وحء و  X R (٦ )٠ .٣اً ه ( ء

ت جكونه اينكه توصسف مدل، اين در ف ف طنتا ج ع ضا q م j P ف د حن ون ن ت ا ت اً س ى منظور، اين به ا ف ت كا س 5( ا ٢/ ر ز ) د د دا مت  ٠ ا

ا بهوس-تلة ك ش (كه ايزوتويى ي ه عا ي ك ف ت لا رك صى بردارى د ى كه قر م . ك ' ز را ح ي ز ت ب س ) ا رد دا ر د. قإ هي رد ل تفيي ى مد ها عد رب ز د لا ا با ا س ل با ا  مد

ه شد سف ص ر ز ى بالا د ك ت. ي س ى ا f ( بعدها  (S و ) g(S ن ت ممك س ى باشد بيشتر ا ستند نوق مانند ٠ و وى، رى، ي، ipول ف و ه لا  قائم ك

ت دو به ٠ ا (بديهى م س ى ٠مىشود تجزيه ق ك ى ي ى و ٥٢ ز ت وها برأى ديكر س ى مانند در لا كه حالن ربا م د ي د ر ك ف صي ى ايزوزيى أنكاه ٠ز ها عد رب  د

ت با بالا ه حال د ش ف ص ى ز ك ت ي س ر كه تغاوت اين با ا ل امتداد د م ك ى م ضا ى ف ى تابع ر! ايزوزيى ‘جهاربعد ذ ى مىكير.بم. ها  شكرد بهكاربردن ز

ت لازم ويتنى س ل بتوان ا ت. ز مذكور مد خ ه وى و رى سا مين ى موجودند ه همبند ض رإ (  هومووموسكا صخر با رى ٧ وى ولاء٠ع٠ و مىكذيم) نر

ت س ن رإ ٠ بنابإين ٠ا ت. در غوطهورشده صورت به مىزا ظركرف ر ن ى همة د لاز بعدها هكمكأ ۴ از با ى نظرية ب شتزكها طعى، ا  غوطه.ورازى اين تقا

ز ز ى ا ن٠م ك ض ر هموا نشانندة ي كرد. نر

ر اما ر بعد د ها د از نترآسا ٠ ننشاند ج ن ا ث ى ىها كره نن ن دوبعد كا م ر ! اوليه د ت ي ن ن همي ل و ك ت ه٠ م ك ت ر بعد بررسى س ها زشواد ر-بسيا ز ب  ر

لاز ىهابعد از ر ٠مىكذد با ت، د ت يدمن نر حقيق د٠ ثاب ذ كا صورت به مىزاذد ٠ كه سك زي و ول ا٠بهك و شود نشانده زي ع اين ك ض و ت م س سائل كه ا  م

د ع ب ر د ر ك ي سبا جهار د سانى ن ت. قابدبررسى بدأ س ا

1. immersed

ه داده نمايثى رند، ا د تتاطعى د ها ر هموا هاى خمينه (زى است ث  بعدى ر ب

ه نمايثى اين ن همين A ىكذيم٠ تعريف است). ممك .B = ة) c،j(aكه ١ 

جعع است عبارت د٠ ز  نرضى يمنى .٠و A تغاطص (عداد جبرى ا

Tfj' B و A n B : ي}١١ ٠ ٠' ١ ،m { مىكذيم  M  — Til A 0حال دءو ٧ 

 دو رى بردا خضاهاى جهت اكر است = + ١ با زبر تقاطعى عدد

ى لمرف و ا متغاوت جهتها كر1 است = - ١ با زبر و باشد .بكى ت

ح١(أ،)ء ج I بنازين. باشد. إ  ‘تعريف اين در يس ٠ه)رئ١(ء - ث

U) : H i {M l z ) ® Hr {M l z ) -4 z• تعريف ديكرزى روش 

ت) M كه حالنى (در تتاطع نرم س H( ولوزى٠بهكاربردنكوهو هموارا * {M 

ت. بدضح را م٠ فرض زي كت H( ى L (M ف '0,13 ج ي ر م٠ وت  ىكذ

م!إ١لء ه م دا.١ = ل اا ئ لء'

ه ب) ن ي م : ىها خ كا زي و ول وي ه ت ب ب ج و ة م ب ض ا يوا ق ك ا رهن

lio n،؛{IransviTsal inters ا-



١١جهاربعدى فجذههاى٠

H \ M ١ I س١ ع ١٠ ا ش٠ع ١ل ى س٠ لآ١ا د ء ن  ىدل ب

) 2 ,H \{M , 2  ) ® H f(M ف م تعري ي ت ر ترح٠ب ك  روى زي

) 2 ,2 ( 0 H '( M  i/ r(Mف ٠ . تعري م مس نرض م ذ  ك

) 2 M١(f fض شءه ج ٣ H, 2 ( م وبزنر t(M ج ]M[ ،رد

ى د ا ي ن ة به كه ]٨ل باشد M ب ل ي ب ت و ه ص M ج خ د ش و ش ى  ٠م

ف م تعري : UJ, 2 ( ٠ 2 م H r(M , 2  ) ® H '(M 

]U f})[M ( H, 2 ( درون (كه (ل/,ه)س = د r (M ٧ )3 ع a عبارت 

ت ؛).٨[ ا3 و a ناوى حاصلضرب از ا

 ود٠مىث ناميده M تقاطع مورت؛ خرم(يا ‘كنيمتعريف صررتكه هر به ز نء

كا اصلى ناورداى و رد. بهاربعدى خميتة ي ت نث كا a(.ا  وصورت؛ نرم ي

ن دادإى و دوخطىمتغارن ربنا ت ±١ ل كد بدهورت ل\ ا٠فر اكر يعنى ا ي
س ر ب١ ما ي ضإ عداد با ) ا ح ي ت س سب . )M, 2 (دكايايذ٠ به ن م ي ي و ئ  ب

. كا ن أن ا ن ب ر س اين ب ر ت. ± ١ ما س ر ا 1H 2 ( = }٠{ التىكه٠د \ M ٠. 

د ردا ن det = +١ نإ جنا ل س ععا ود.٠ ا  ىذ

د نتردءه هنر,,.;دو ؛:١٩۴٩ (وايتهد. كزاره. د٠ئ ذ هب _ ! ;S 11/;  I•{ زرز٠ه 

ا٠هو ك ي ز د و ن  ا١ز٢١باثذد يخت يكل طشان تنا نرمهاى اكر تئها و اكر هت

ل ى به حا رن ع د م ن ح ج لا ط ص ى ا ر ر جب م مورد د ر ع ن ط ا ن  ت

م. زي ردا د مىي ي ن ك ض ر د m ن ك ة با I روى أدإد مدوإل ي ى رب ه نا  و مت

ك لل> : m X m —► ئ ى نرم ٠ي ط خ . با غ ١ دترمينان با متقارن دو د  قزر ث

م هي ىد w(x( م , x = .ت اين در (ت)و ر و ى [صورت؛ نرم را ؟ ٠م ا د ج و  د

ت عبارت q ورتبة ىكوسد٠ س ؟ 1 زرتبةI ا ر ك  روى دوجملهاى فرم يكف ز ا

R ا8ا m ب ر ح . كنيم، م كا ن ع صورت به ز اًن مىتوان أ م ج ت م وز جن م

ل+\ ع أ ي ء + ٠٠٠ + - درايزصورت. نوشت. q{x( = أ

ت لام تعيا و ع ت ر ه د I تعد ز I ا ل ت ىها ج ط مثب ب ر  تعداد منهاى بالا ل

ه ل ى ج ى ها ى منغ عن ت بزبر ي ت ٢ p ~ N با ا لا ع ر ة (  با نرمولها د

signature ا ن با ذدج ة و مىدهجم؛. نن ذا ى  X هر بهاز!ى q(x( اكر م

د. زوج ت ر با ج و اك د لا ت ا ب م.٠مىذا فرد ل\ آن ن م ل\ q ي ي و ك ز ب ى م ر ربدا ك  ا

، ٠ هر ل ر q(x( ا صغ شد. نا ر با م.٤ذ ز q صورت.اين غير د ب وي ك ن ت ت از ما

ىكيرم.٠ يكى ٠ با ز نء بدبعد. اين

ره. صحيح؛ فرنم دو كنا ت؛ و ن نامعي ا م ر ن مززر 2 ندى ± ١ د ت ر ه ك ا

ت. يكط رتبه. يكة ى را أ د اكر تتها و ز و علا  سد خرد.ابا يا (زون. ذع يف ا

ل معين فرمهاكا ى بند رده ك تقريب (با اكربه بعد هر در است. مث

ا تعدادى مارزى؛٠ ت مىزاتد تعداد اين ولى دارد وجود نرمها اين از ى٠ف
باشد. زياد خيلى

ى ٠ركر كناره. [ ^ بر ن لم علامت ؤشدء ع٠لا فرب ت ر م ب ق ت ا ف  ؛*۶ى

ن ؤ ك ء ا ل ب طع نرم زا مأ ى يتههاى٠خ تنا د ع رب ها ىكذيم.٠ عرضه ب

١. s f5( = ٠ جون ؛ ۴( = H \ ( S r(ن كء.٣ بإي  «ءس = 0 بتا

٢. CP H] 2 ( ؤ 2 جون ؛ ٣ ,{C P د مولد و١ ر ا د ن ا ن  ا

) 2 i/ r(CP 5 بهو-يلة ٢٠ r c  CP r=  C P ىشود)٠ داد. نعايش ١

ما ري 'ءءدئ = )١دا

٠٣ CP از است ت٠ءبار CP و معمولى جهت مخالغؤ جهت يا

ن هبآبإي ج ز ) دج ت هك ب ديغؤمورنبم ج۶ه ك  از ردان٤جهت

p نداردا. وجود ®٢

 مولدهاى ن1مىز #.٣)5ء X 5٣ا 2 ( = 2 © 2 ذ5أ X ة٣ .۴

أ 2 ( H 5ا t{ S r X \دأ اى٠رليه با ل د،ث ذ  و A = 5أ X {ننط*} ذتا

ش B = {ننطه} X 5أ كه داد نعاي A = {ننطه} بنان  n B بتابرإين. و 

ت ج اين يد س }.٨) . 'UJS’ ت )١ ٠} xS• 

۵. iVf# M ع ٣ ج ؛ ( س و د ج ت د ن ب م ه ر ا د

H A N ١ I ؛١ ®H ٢lM ١ l ١ = H ١m ١ I ١

بتارين

ئ٧ = ٧ © دد M  =  L> M #N

ر٠رليةكو ٠۶

} ٠ : ;z ٠ ٠ ٠ ب + z j .٠ c  p K. , ٠ ٠ ٠ ١ Zy[ ج ٣  = {[z 

ا در ج ن ي م ا ري ا )١ z( = ٢٢ د #ranktfو ٢

٣ © UJK :  Eh © Ek ت تء٨ كه ر ت1ءبا س' از س ر ت ما

زر

ه ردءبندى ى تويولوزيكط هاى خمين سته جهاربعد و ب
ساددهمبند

ل در دنر بالاخر. ،١٩٨٢ سا ني ة م ل ا ى زده م ه بند وزيكا ىها خمين ول وي  ت

ى س ل\ جهاربعد ى ي ها شث زكو ح نزوان ا ; ل زير ه صل و ح هاى خمينه كرد. ن

ويولوزيى ى ت د ع رب ها . ي د ر ث ن ) ه ت ه و ب ىلب ، و ا ب ذ ب م ه د د دو بدوسيلة سا

وذد ردءبندى ملأ كا ناوردا ىث ت ناوردا دو اين ٠م  مانع و لئ تتاطع نرم از ذد٠ءبار

سيبذ ى- H ن٠كرب f {M , z  r) — Zr ج )a (M )٠=a ^ M x 5 ١ 

ى ر ي ختا ت، غير در و ىيذرد،٠ هموار سا صور  ديكر، بهعبارمت ).a = ١ اين

ى تويولوزيكا ىها خمينه عد رب ها ه ب ت د ب ن ب م ه د د ا ر و رتنافل اد ك ا بهي ك  با ي

ى ت دئ)١ (ى جفتها ى خرم هر مىتو(ذد U( كه م ط خ ح)ا دو صحي  متقارف، (

د i ١ دزمينان زى دا و ث ا 1و ب ط اين با ى ج ٢ ر ، زوج U( اكر كه ت د ث ا ب

) = .m ٢ه d. - ى درمورد بتابزين. ) ها ذ ب ى خ ربعد ها  ب

ة بزى جوابهايى ل ا ى و وجود م ي كآ ت. خواهيم زيد بدشبح ي ت دا



ى،١٢ ض رريا ٢و١ شارة ،۶سال نث

ة ضي ن. ق ريدم ا ن ى مرنم هر ةى٠ب ف ردى U( دوخط  دخالمءلمدكه٠- I ب

*j j i i!( ،ط ود/;/ى صحيح ± ن د;م  M يهءربعدى خميد زكا زثد، \

U) J ٤فرنمتغءطعثر داردكه وجرد l  .Ciml UJ زوج M  > & Tij:L قريب ؛" 

ى ت رل ت ا م ص لئ اق٠٠بور ٤بهءغورزكت ه خ  ٠٤نمرد؛شد،لم"ك ٤/كررع ٠مىشرد مث

 وهرخميد رست ل، نمرنم~ققئثقن داردكه وجود جهءربعدى خميه دو دنميقأ

ز جهءربعدى ر ك ن زكى ؛ رئ> "قءفع نمرنم د راي ر خمينه دو ا مات ت ه  يب

ى ا ست ا ن ك راي ل صدق ٥ = ٥ رءل٠درث دوخمينه ا ل ى، س ح  ودي

ىتءصغرد/رد.٠

جة س .١ نتي حد ه و ر ئ ي آ71 = ۴ حءمت ى٠بة ه  جهءربعدى خميتة ٠ه

د تويوبورزكو ت مي ه د د ف5 ؛ M سا ي ر ى٠مر ردءه ا ري د ر ث  ز M لمذكءه٠ز

ت 5 غ ي ر ن ا م رست. ه

ت وايتهد، كزاره به توجهبا انابت. م ى ق كتاي ر ز قضيه ي  )0, ٠( زوج مورد د

د. كني د عما )

جة ى .أ نتي ىآ ا ودك ^ س لا ك ش ف س ى۶ترحوي خمينة زلط ز ز ى ذ عد رب هء  زكتء ي

 رست. ة٨ عرنم"قءظض٠ داردكه وجرد

 هموار جهاربعدى هاى خمينه

ح هرنرم آيا كه ىكذبم٠ علمرح٠ ر! سؤال اين حال ي دترميأن با متنارن س

ا تقاطع خرم صررت به مىتواذد ± ١ ك ى خمينة ي ربعد ، جها ده ر  و هموإر نث

د ن ب م ه د د ؟ ظاهر ا ود ا ابتدا ث ك  روخلين وصلة به امر اين برإى لازم شرط ي

ت به د اثبا ح به كه رمي ر ش ت. ز س ا

ة ضي ن. ق ءئرزكا روخلي د / ي م ى هموإرجهءربعدى خ رن ع٠نمرنم د غ  نوج ئ

، د من زث <متل د نمرنم ء، ءا ز ر د ٣ش٠"طزل ب ث ٠ز

ى ت ملاحظه بإ ل به روخلين قضية اثبا ص ع ق ج لآمر د ]٧ل ل ي ذ ك ع ج  ٠ر

ب به ا تقاطع قرم ذمىتو!تد ء٨ ‘قضيه اين موج ك ى خمينة ي ربعد رجها  هموا

ت ى1ذتيجه سؤال. اين منغى جواب مىتواذد؟ تء٨ ® E\ اًيا ولى باشد. س  ا

ى قضية از ر و اً ت ذ ك ن كه ش م د نل ت به دا ه اثبا د ن ا ت. ر س  ا

ة ضب ن. ق س نلد دنمرضى دا ي ن د زكا M ك مي ر۶هم نمنرده. جهءربعدى خ  إ

د و ي م ه _ ه د دز ا ت ،M تقءطع نمرنم ؟، ركر ٠٠ث د معين و ش ث  نكءهلم ٠ز

ت ب ل به ت ى {دغ} زبه - I ز M( ير , I )i f د ٢ ه ز س  زشيبر دا

i j v (ءذ)و، = :لل + ٠٠ ٠ ب = . ء

جا يت را ضى د ن مهم ناهج از يع م. ة ض تلددا هفي ري و ساً

ب٤ت از .١ ن قضية ي دم نل ى با دا ة كارها د ث ر ك نتيجه ن ىتوا٠ نريدمن ن

ت ف ت نرم هجج كه و ن٠ و مب ستواذد نوج و م ت به ذ تناطع نرم هور

ف ى خمينة ي ، جهاربعد ده ر ذو هموار، نث ب م ه د د ا د ظاهر س و ه ث ك ين را  مك

٠ = AT. يزهو به I 0 ى £٨ £7٨  ى تتاطع فرم صورت به ند توا نع  خميتة ي

د و ر هموا ىبعد جهار ن مي ه د د د. ظاهر سا ر ث

ك، R/ روى .٢ ر ي وا م ه ر آ خ  ٠]V[ دارد وجود غيزستاندارد ا

ى R۴ روى .٣ ما تعداد ن ر ز نا ختا ف هموار سا  ١(تاوبز دارد وجود مختل

ف ].٧ا )١٩٨٨ ٠٢وكومي

1. Taubes 2. Gompf

نشده حل هاى مساله
ر به حال د نك ن ة ي ل ا ل م . ح د ث ى خمينه دربارة ن ى ها ىرد جهاربعد م1م ٠زي  

ى بندى رده .١ ها مين ي يكاتويولون خ د جهاربعد ا ر ي _همبذد٠غ .

س .٢ ى ىها خمينه برر ربعد ر1لبهد جها .

متاندارد ساختارهموا يرد؟١مى رغيرإ  S آيا ٠٣ 

ياداشتها
وذ ٠ ى1وهرد د ب ث ل ث م ل  u ) V  c RU ى. ه٠خميدنمطعهنمط . ١  ط ل خ ضكذي ٠ذر  

ف ل\ ى قطعه قطعه تابع ي ط د اكر كويند خ د ح ا ت  f  : ٧  —► V ح باشند.  تا

دبا ث . [V ى تابعى ط ى سادكى (به خ د ذ ب ث ل ث م ز ا  ill ا به ك د ا ر ث ه ل بندى ث  

ى ز ى قطعه قطعه خمينة ي ط ى اكر كويند خ ز دا  M n توعولوزيى خمينة  

س طل ت تفيير توابع كه باشد ا ما خت س اً'ن م طل ى ا مك قطعه تطعه توابعى ه

رجزكنيد )۵[ ازمرجع ۴ نمل به وكره طقه زذضيههاى1 اطلاع بزى .٠٣ .
ا |زقضسههاى اطلاع برإى ٠٣ ۵ دنث ى نن ها رم نمل به ٠۴ دربعد بعدى٣ ق  

ظريإكوبوردم اطلاع بإى .۴ .راجعهكنيد ]٩[ مرجع به ازن .
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