
ر ٢٥٠١٢ صص ،١ شمارة ٠١٠ سال ربدضس، نث

هذلولوى فضاى |بررويههاى
ى سيد شان محعدباقركا

معدمه

ا ابداع بدو از ذ حليلى ه ص و ت ن لز ٤سر بهحهو ; ر ن ه د ب ث ا  ح

ل سب غإ ي ر ها٠روي و خمها انتكزل. و د زاقليد نضاى د و ه (ب ى  ةلآ]٣ در ٠س

ى ولى ند.ا بوده رياضيدانان مطالعة و توجه مورد ره هموا ها غ ث  در وسكا ك

ل ر ١٨٢٧ ا ه ب ي د ل هن شي رإ ساز رإ ديغ ا نو داد تفيير ا ى ز اً ر د  ب

همجنين و — سه هند هر زمينة نضاى — ر هموا خمينة مجرد مفهوم مطالعة

ى هانا ٠ينظر ض ن ديكر مهم ريا و س رف ا ذد.كاو س و نا شهورش د  نن

سخميدكى او م نا به امروزه رويه(كه خميدكى از مفهومى دادكه و  ناميده كا

ط داردكه وجود ىذود)٠ ق ى به ن رويه روى خمهاى طول اذدازهكيرى بكونك
ف اين دارد. بستكى ت ف ازئة باعث مهم ك ن روى كه مجرد روية تعري  اً

ن سى كرديد. است، ميسر صررتى به ن كما طول كيرى٠اذداز زاً ل ريمان ا ا ر  د

ى (خارج ٥ دلخوا بعد با مجرد هاى خمينه منهوم ١٨۵۴ ضا زف قليد ا  ز ا سسا

ى كه ن طول آنها ^ ف تعر كما ى ي دن كرد- عرضه است ث

(مطالعة بعد به زمان اين از همجرد ىها خمينه ى ))ها زيرخمينه ( إ م ه ) 

د آغاز علاقه و زنيا اش بر بهتدرلمج نيز كمان) طول اذدازهكيرى مفهوم با  و ث

ى ن عنوا به ك ى ي ها ه خ ا زث ل هندسة ش٠يرجذبوجو ا ب ن ز غ ي ت. د ش رك ه  ظا

ن اينكه به نظر راي  ايفا ز اساسى نقش كمان طول اندازءكيرى مفهوم ‘مطالعه د

ن انداركيرى مفهوم دمىذو نرض هعوار. ىكذد٠ كعا ود  زيرخمينه روى ط

ن طول اندازءكيرى مفهوم از ارث به دربردارد ز آن كه زميذهاى خمينة در كما

ت. ٥ رميد س را غوطه وسلة به زرخمينه ا٠ًمىكويي صررت دراين ا ظ زىو ن  حا

ل زي ر م ه زمينه خمينة د د ن ثا ت. شده ن س ق تويولوزى ا ها ا خمين  لزومأ زر

ه التا اذًها زمينه خمينة تويولوزى از د ث ت. ن س ن به ا ل همي ي ىشكلها دل  نظير ي

ظ با كه بهعنوان((زرخميذههايى» )١(شكل غ ه ح ك زي ،غوطهور م د ن ءا د ث

ك٠
١شكل

ى در مطالعهاذد. نابل ٠ة٣ در ص كه مطالعات ضعى خوا  نظر مد زرخمينه مو

ت س ى ا ها ي ك ي ا م جكا ه و ىك زةكاف ذدا ها ه ب ى تويولوزى زى دا زرخمين  و القاي

ى كمان طول مفهوم البته شذد. زمينه خمينة از التاي مىبا

ظ ىزيهاغوطهورسا مطالعة ن ا حا ك ي ز ه م ك ي ز ى خمينة ا مان M ري n با
rvU+V

ى ى خميدك طع ا به C ثابت مت ك مانى خمينة ي ى با M ديكر ري دك  خمي

ى ىا كارهاى با C مفطع ن او ازجمله، است. شده اًغاز نرتاكا ل  اكر داد نثا

iC C ن وبود ي ن ى ب زي را و د و ب غ ك ايجا ذ ك ى س P ة n ١ ٠م ر  ي

د او و س خواص ب* ل ها *وخ زي را و ود ى طور ب* كه يود غ ى كل م وا خ

د ييجيده س ط نروض با ٠د ي رإ . يا بودن تمام نظير سرإسرى ث د ر ت  كاه ودن، ن

ى ئإجنتا ص خ ش ت برإى ىآيد.٠ ت٠بهدس م و حال ة ت  (ابررويه). P ت ١خ

مد ١بهدست زير سرإسرى نتاج ت. ٠اً س ٠ ا

ف) ت/فليد٠ ال ت ريمانى خمينة اكر ).C = ج = ٠ ( سس طر غ تمام و ت

1. fla t



توضيحات تابعو

د نرض .١ M( كب ~ n + P )-g( ٠ , . )A T( : ت ب ر ث ن ء  سوادي

ق ها د. ريمانى خبند ث ظ ورسازى غوطه ز ا با ى حان ري  ٥كا هر نامنن مت

D ج g(T fX ,T fY ) : g(X ,Y ) \/X , Y- 

د. ء و M برإى جيويتا لوى التصاقهاى بهتربب و  كنيد نرض ٠٢ ثن با

ت اين در رر داريم م

V x T / y T v x n X y V X Y e M

)1 , ه٠سب/ن-ا د أ)٢ذ)ر٢د((كلير و 77)7 ك ست ى/ ر ر س س و  نرنم د

سا ى ا م ر تجير ٤وي ر س د٤ذ تجبرك د ي د ٠م ر ش ى ميدان اين ٠س ر ر ان  دروانع ت

ل ميزإن شك ر فيي هد.٠ نشان وإ ء درM ت جه ىد  بردارى ميدان جنان

T f T M i ع Zت 1g = طورىكه٠با شود -ان X Y )Z. 

ى زنمءمأ ا ى وضعيت اين اكر نامند؛ ١ةذ ري p نقطة د e M ة بهد، بخ  شل

( درصووتزكه ٠ذاذىكويذد /M l ، ء ر  L د

ه واضح نامند. ربودزبإى ك ت س ، (در M اكر ا  تمامأ باشد زئودزيى تمامأ ء

ست نانى S ولى ا s ت در آن ى حال ت. درست كل نيم

ت ن1مىتو ساده و شهودى طور به ى در كف ، (در M كه حالت  تماماً ء

ت زئودزيكط س ى (خميدكى درتجير آن تفييرشكل ا ب س ر تجبر، در آن ن غ ت م  اس

ى تعبير به و ك ي ز ى ء و M ناظإن ديد از M خميدكى ميزإن ن  در است. يك

ه1ح ىك ت نانى تماماMً لت ى خميدكى ميرن اس س ء اًن ن ر  جهات درهمة د

ىM بر مماس ى خميدكى اين و است يك ب ت در فقط ن بردارى ميدان جه

Z .است

د ن٠ا ى مثال زي ت بإ د R از است عبارت رودزيكه تماما حال ثان د٠ن ٥ث

كه •n 5؛ Rin، 771 در

: X  m7R)X mR { x 

ت بزى شال سادءزين ت عبارت نانى تماماً حال س د٠ذثاذد 5' ازكرة ا  ٠ث

؛ ت ' }1 E : ١"+R € )5" = ء} = +„ع١

ش .٣ ي ى خ ن ا ي ة ر ت ى خب ات M( ري ,g( ق ا خا ا لوى ال ي ع •V ٠ب
ت عبارت س ر تانسورى ميدان از ا ز

R X Y )Z V x V y z V r V z S X Y)Z 

X Y Z z X { M

ى ى ميدان از رتM ربجى خمبيك ور  ن

c(X ١y ) =  tr{V H  R X V Y V X Y ,V X M؛R 

ى ل ودارهاى يهازإى ■M متطعى خمبيك ت ت V جTpM خطى م

ش خ*ي

ت M متطعى ب وليدثد. صفحة به ن V توسط ت lU ت عبارت از ا

ء ء٠'٠ا = ئ ا

ش مب ن خ كي P نتطة در M مبا & M ت ءبأرت  Hp = از: ا

 )e ,7 1 '  7 /(eكه لج ٠„ }e , . . . ,eى }١ . TpM متعامد يكة يايذ ي ت  ا

ض : خ ى T تميد نرض س f T M i ج■ د ؛ س ر ا  م٠ذ

X ( M ع VX س ا س ك > 0 A ( X S x 

ت اين در A( ج M نقطة هر در مور t  : TpM  -4  TpM ij ى ت ي ش  نكا

ل عملكر كه است حودالحاق خطى ك ضد ناميد. ء در M ث ى  مقدار هر ٠م

ى خميدكى ا٠يك إ٠ A ويزة صل ، در M ا د دا مت  و بين ةبهلة ٠مىذامذد ا

ر صررت به M اساسى فرم دومين ت ز س ا

g(II(X )Y ) ,0  =  9(A tX ,Y ) \ /X ,Y € X (M(

M c كنيد نرض : همنهشتى .۴  M ريمانى زرخمينة N c N j  M 

ى باشد. N نى ريط زرخمينة M از ايزوحرى نعح ي c  M به N  c  N 

M ازايزوحرى است عبارت  -4 N : ، $m جنانكه .  تجير از ايزومترى يكط |

ى iSj ؤ تجير. = N جنانجه باشد. N به  ٠مىثود ناميله N به ازتجبر همنهثت

ى: كاوس .عادلة .۵ ت دا و ك ى و ص ريانى زرخمينة اا

M ثابت مقطعى خميدكى داوإى دو هر C د1مىب ذ  صورت به كاوس معادلة ث

)7(( = ه إ ,77) ,7( إ ,77) ) - ؤ (7 , 7(77( إ , إ ) )ؤ77,

*7(تجير)آج ,٧

 سادءتر صورت به بالا معادلة است، برريه I تجير كه خاصى حالت در شد.٠مىبا

 است، M در تجير شكل عملكر A( درمىآيد زر

ى *7(تجير) ,٠ ٧ = g(AX)X)g(AY)Y) -  {g (A X J ))r 

ى معادله M ريمانى زرخمينة بزى كودان  c  M صورت به

)y ٠x ) =  (V y / / ) ( Z , X ) VX , Y, Z € * ( M ) ( / / v ٥( 

د1مىب ل به است ابررويه تجبر كه حالتى در و ث ك سادهتر ث

V x A Y v y A X  VX , Y  e * ( M )

د ساً ر د

ت .۶ M ريمانى زيرخمينة . صلبي  c  M بإى اكر است صلب تجبر در 

 ج Iso(M( ايزوشرى /، : M -4 تجبر متريكط حاخظ غودورسازى هر

iM كه  ٠ ا = جنانكه باشد موجود M -4 M ت كان  شعول ن

. ت ا

1. totally umbilic 2. totally geodesic 3. congruence

4. rig id ity



ر ر ١ شارة ،١٠ سال لمضى،٠ع

٣عكلى

M n ظ با غ د ح ر ر ف أ١ د ه عوطدور 1٢ب د د ث ث ا M آنكاه ٠ب n عبارمت 

سنا ا از [ ك jjj'م ي tjU ZljZkk ه ى  ك م ح خ ط س ه ظ م د ا1 ث ت  يعنى س

7 X ١-r ت M ١ كه" ضاى د 8ا قليد زيرن ى — ١( سسا  از ^)بعد

أ ١ ه1 خص 7و ا٣ب ك ت صفحة س E ١ بر عمود در n ب اين است. واقع طل م

ى و هارتمن ر ت نيرس ].٧[ كردءاند تاب

ى٤ح ب) ر ك ت : ١( ر ج S بعدى 71 كركرة I .(C د n بهعنوان ا بدوسيلة 

س زيرخمينة ر ريما s+ ١ د n ظ با غ ى ح ري ر مت و ود دغ  ة7ا آنكاه باشد. ٠ث

ى ن عنوا به )٤(بز ىبعد 71 كرة ي ر ا ه 5”ب د د ن ا ث ه ن د  برى يعنى است- ث

د ،0 ج 1ة0)۶+١( ازوضرى ي

أ١ : ل7+أ٣ = ٠ { تا71ب٣( ج 5٣ب  )ر)ي۴(( = ت} = ت)١١٠ . . ت

ب اين طل ت م ى حال ص ل و آنيل قضية از خا سي ت ا .ء ١ (ء ا

:— -١( Jjjjjjjb ج) ر ).C ج ت اين د ت حال ضعي بسيار و

جيده . يي ت ر ا ل د كرد. طرح٠ ر زير سؤال ؛١٣[ در نوميزو ٠١٩٧٣ ا

ت مطلوب س ن يا ا ى غوطه كلية نت ها زي را ظ و ن ى حا ي ز ( م ز  به ^۶٤)— ١ا

)١)— ١+f ى ى1به حت ن خود او .71 = ٢ ر رآ ع سه مقاله د  متمايز ن

ط حا زغوطهورسازيهاى٠ كد ن ري ازئه H به H از زبودزيكط أ٠غيرتما مت

داد.

ل دو رئة ا ضمن مقاله اين در ا ة ف ى مروركارهاى و ] ١ ٣[ ازمقال حقينات  ت

س آبه، نروس، نوميزو، ى و ثرى، زائو، هو، ٠ها ث ها كا ر تا  طبق زمينه. اين د

ش با هاى٠ايرلآي ى٠ععر بع تاريخى. روند عي (-١ تابت خ ر )١د "كء٠١-

ت نوبزو سؤاو كامل خ٠ا به و مىيردازيم با ٠هعرإ ‘هعجنين سياببم- د
ر نوصف ى كا حقيقات ، قرون ت د ن ا ي ك ى و ى با ابرلآيههاً دك ى خمي ج و ثابت ر

ى ك مد ن ح ه ل ا ر تابت م H د n !ىكذيم.٠ معرنى ر 

شدو حداقل ىغوطهورسا ارئة برى رو ظ زيها ن ش حا ز Hا م n j ١ به/ / أ أ  ب

ى دارد. وجود تI عبارت روثى ي ن سا از س ر M زيرخمينة خت  د

H n ن و د دا ز ا ث ه ن ك ي M ا د با 71 ر ت H با الغايى م n ى ري زومت . ا ت  ا

ت عبارت ديكر روش س ى ازارئة ا ع A تانسورى ميدان ي زن ١( ا روى )١,

1. n o n -to ta lly -geo d e sic

ر ت كه م لا د عا م ر س د ى وكودا كاو س

٠ = A X X A Y Y  -  A X J Y

V x A Y v y A X

د دم ذ ك ق  ينجا آدرا ق ت H روى ١ يتاجيو لوى التصا س د Y و X و ا  نهاى مي

. H روى رى بردا ( د ن س ى قضية بر بنا آنكاه ف س سا ر ابررويهها ا ى د ضا  ف

ه هذلولوى متاب ل ٢.٧ نضية ( ص زن . ٧ ا ا ر ى ])١د ى ي ز را و د و ظ غ ن  حا

د ر ت H م n jl به H n داردكه وجود A ن أ د ك ث ر ك ل م ت. ع س ت ا حال ر  د

ى ت كل ه T يوج ج H  :  ٥ = )TH U  : ( A X J ع X

د ي ي ى ب د H روى ب n ف ى كه ىكذد٠ تعري  ذههلمى٠زيرخم آن ىهاً

ي H ٠رئودربك ب ى؛ ىبند آ ودزي . زئ د ن ت ه

ى دك جي ت يي ى هذلولوى حال حت  ارئة با مىتوان ر n = ٣ برى (

ى ها ى ذد ىب ى ب زي ود ف متمايز زئ ختل ن H روى م نا ل دارد ن ك ث ) ٢.( 

ل توجهكذيدكه ك ث ر ف) ،٣ د ب) (ال د و( زن ما ر( زير ف )1د ف  زئودزيكها همة ل

ى ي ز ه ىكذرذد٠ درت» ننعلة ا ىك حال ر ب) د ر( ط د نا  دورزئودزيكها بينهابت ن

. د زن ما ر ف ت د ى حال س قليد ده بهاًساذى ٠ ا ى كه مىشود لي ضا ى ن س قليد  ا

IT سى طور به سا ى ا ى ي ى ب ى بند زي ود ى دارد. 7أ— ١ بعد از زئ  هر يعن

ى دو ى بندى ب ىIT زتودزي ى ي زوفر ق برRTI ا طب  ف

ف برف (هر ى ي ن ب ى طور به د ري وق ز ي ش بر ا ى از بن ن ب ر د ك ب ر ل وي  ش

رد).٠ ت در ىذ ت واضح كروى، حال س S كه ا n ج ى ه ى ب ى بند ودزي  زئ

مل ل تماماً ابررويههاًى تنها زير نمىيذيرد. - ١( بعد زI كا م ىكا زي ود زئ

د 5"در رتاذ c ازكرءهاى ءباً  s n ء١ * ح - ض ه1 ووا ك ت و س ن هرد  جني

 .ىكذذد٠ قطع ر همديكر 71 ؤ ٣ برى ابرلآيهاى

ى ابتدا مثال. ٠ ١ صلضرب ي ه ((حا د بي H روى »٣ا 'l X HP ىكذيم٠ يف تعر 

ى ٠آن مستقيم كاربرد بهعنوان و ى از مثال ى ي ظ غودورساز ن ى حا ب ر  از ف

H n أ ١ به ف H ٣ب ري م٠ ت ذ ك ى كه ى » ((استوانة ي ى معد ر ب H ١ د ni ى  نلق

ود٠ ت ىذ حال ص (  H به H از ورسازى غوطه مثال اولين ^، = ٢ خا

است).

Ci٧ita connection 2. null direction of A1-؛. I,ev

3. w arp e d  p ro d u c t



ى هذلولوى/سد فضاى ابررويدهاى شان ١۵محدبانركا

ت براى ^١( ابتدا قإردادها تثبي " (  ىكذيم٠ تعريف ز -

ا١ : ٠.ع٢ ب ٠ تتل7(أ ج ب .٠٠( ء . H n =  H {x 

i. < ١{ C 1+ب١ > J  =  - \ , x +

٥ ا< ٠

r ج x , y ) =  - x . y , +  » |  i x , y{

ى ايزومتر ifn)— ١ ( يعب تعر (اين صورت به ديكر تعريف با ي

(٠ا{ = ( { ء ع ء " : ء „ ء١< " ( -

ع د

ت ش & H n X HP H n+V ذ  I ت به ر ر ص

)2/p ٠ لآ١١ ٠ ٠ ٠I n لأ ت لآ)٠X. ١ لآ٠ء١ ١ ٠ ٠ ٠ ١ لآ١  0ءذ)٠ (

ن راً د ه ك د ي ر كي رب ظ ذ ر د

) ج )۶س لآ . , , . . ا ۴لآ = لآ ء € ٠ « ) ٠ . . . . ٠( ء = ء

ت كاث ى ي٠ ن برحمممب d(Jffn~\~p مترزى است. (هموار) وابرريختى ي

Hd روى ه٣ متربمهأى y yj H n ب٢ وررت به لآ٢لآي ه٢ = همل ل

ن ٠ىبلطبإن/ست H ٠ءبي٠ضرى٤ص٤< ز z/n + p جهت بدي H TL ت.1مىذ 

ى 71 اكنوزرسؤنذ ت م.٠مىكذي تعريف زئر صورت به ا٠ ZZأ٤ب ١ ور بعد كاث  ن

ء١ "  (عادى) خم بزى ٠ىكيريم٠ نظر در ز في : X ه٠"١ ب +

ة داده د ب كه 7 : 1 “٠ H ث ح ر ه يازمترى و قوس طول ب د است، ث

M\~ ريعانى حاصلضرب x  H n = ت ش ه و ء١ س " ا : M —ح +

)ه صورت به ز ؟ ( ء ) لأ, /١ (لأ ت ( ( ده بهاسًاذى ٠مىكذيم تعريف و ود٠مىئ لي

ف ا كه ت است. ورسازى غوطه ي  )آن تصوير هندسى طور به (يا ا نكاش

د بعدى71 غ٠/سو/ ث ه ت خ ح خم روى ٠ف ط ه 7 م د ب ا  ونتى ٠بهوئز ىثود.٠ ن

 دركزرة استوانه اين خواص ٠مىاًيد بددست H در استوانه مفهوم ٠7ة = ٢

است- امده زر

يد نرضى ء ١ ٣ل .كزاره ٠ ٣ ى 7 : ب H كن د ر هموا خم ي ث ا  وسسبلة4ب كه ب

ه يازمترى S نوس طول د - ث ت ى اسوانة ا معد ه ساخته ب د ر 7 روى ث  د

١+Z/n با H n ى ت. ايزومتري س س 7 خم ا ) ر د د ل ى  زئودزيف ه

ت. س ى ا ى خميدكيها صل ى M ا ك م د جز صفرند ه ى ي دك  برإبر كه خمي

k s ) / y طة درنف ) M ت. (لمة,و)) ج س k ا (s ى دك ف بهعنوان 7 خمي  ي

ر خم ت. H د س ى تماماً M بنابزين ا ت زئودزي س ط و اكر ا ق ر ن ك ى 7 ا  ي

ى زي ود ر زئ . ZZ د د ث ا ب

ى خاص حالت ري ة زي ذ ن ا ن ى حاخظ ن ري  Zf٣ به ^٢از (هعوار) مت

I د. نمى زئودزيى تماماً كه ست اث i : 7 كنيد نرضى ب H نرمول با خمى

)y ١ ء١( د. 7(ء) = د ان ب 7 خميدكى ب ى بزبرمتدارتا ̂ ٢ است. ي

ى ن عتوا به ز M اسوانة درنظربكيريد؛ H در صفحه ي ا٣در ٢  ساخته ^

ه د ى تصوير ،7 روى ث ة ي شانن ظ ن ن  است. ا : ^٢ ر Z/T متريى حا

ت اين در اسوانه ناصغر اصلى خميدكى  در كه ١ fy• از است عبارت حال

ىكذ تعيير )٠, ١[ ح طور به رويه مثال' اين در توجهكذيدكه١ ٠م ري ساخته م

ه د است). ن

ل. .٣ ت مطابق وإ 7 مثا ص حال ل خا مثا ر د. ١ د ري كي رب ظ رن  رى بردا ميدان د

ا 7 بر عمود يكة ب ت رت ع س از ا

)y r O - y) = ( -٥(K 

زمول با ز ء : IR٢ ئ٣ نكاشت

x (و) ( S) t)  = (cosh ،)7(5) +  (sin h )y 

ى درنظركيريد- ذ ا هاً ه ب يل ود٠ ل ت اين ىذ كاث ى ن ت' وابرريختى ي س  بنابزين ا

ى ه ي كا س ت د صا خت )٤( سرإسبرى م و ف Zf٣ روى ل ىميدانها ىكذد.٠ تعري

x ثابت) ى٤ هر بزى خمها“ء بر (مماس Xs بردارى t dt

س خمها٤ بر (مما ب) و هر بزى - ة4ب ثا سل ود٠ داده زير نرمولهاى و ىث

)٤"غل،ل5"ع٤(١ ة غ x = ل s 

)cosh، -  i f,٤_5e - Xt =  (sin h، -  i f ١ 

د ب ن و رد1ج ل6ل،رى(1نب ، , - ج ل ، , - ت—و6و ء ر زب وب عت / و ي ت (٠

و لوى التصاق بزى است، ي  از VxtiXs — ~Xs داريم H روى ٠v ‘يتاب

جا ه جاب ء كه،ءوه جا ذ .٠أ ) د و ش V ،تل])داريم١[ع;ع = ى x. ; ،  =  x s 

ر٠ء حال ك  مىكذيم تعريف زير صورت به ز A شكل ل

٠ = A x  = AX A x t

= A)بو (ء كه  A ى ت ي ت عبا كه كوداشس معادله است. مناسب نكاش  رت

V اززبعلة x , ( . ، ) )  =  V x t A x معادله اين شود. بأورده بايد 

د٤( = ة(ء)عم٤ داريم بنابزين ‘است  صورت به دراينجا ( و  كه ا

ى fjj = (و)ءلم ت ي كاث است. همواردلخواه ن

س ت انتخاب هر بزى ي  واقع لآ.بههاى بزى اساسس نضية I(ق)لر نكاش

ى وجود H در  و ٠ اصلى خميدكيهاى با zz٣ به #٢ از زىغوطهورسا ي

ن ز ة(ع)لد مي ف ى ز /i مىتوان ٠بهويز ٠مىكذد ت ت ي ث كا ر ن صن ب ا  ثا

ت اين در كرنت، ود نمى صنر ونت هيج A حال ى ن صنر اصلى وخميدك  ا

M روى ه ١ مئال با ز مثال (اين است بيكزن ٢ ي ا ن  مثال اين در كنيد. م

ى ز ى ميدان طريق از ا غودورا ر و ن ه داد. A ا د است). ث

ت واضح س ت مثال دو اين كه ا ش ه ستتد همن ى زيرإ ني دك ى خمي صل  ا

صغر ركز ،١ مثال در ا ر و ندا است. بيكزن ٢ مثال د



ى،١۶ ض ربد ر ١ شارة ،١٠ سال ش

ى يمط ى بند ودزي زئ
H+١ سريك. حانظ عودورسازى اكر n —► i f n : ج ا j نعك ه j L

ه ل عملكر باند، ندانت ك ى دازى نفطه هر در ٠ل4 يمنى ٠/ ث دي ن ى ا وب  ي

)١ - n . ت س ا ى اندي وب ت عبارت X در ي بعد از اس

T .(x } TxH ت٠= n A (X ع X X

ن ت، دراي ي حال ى ب ى بند ي كT 7ر ت۶ت س را ي ذ ل ى هر و / ه بكل ١ب رخمي  زي

;J j l f i S s j j jV l i )١- 71( ى ت. بعد س ى٠به ا ي 4 لوركل ى ب ى بند د  ص

J j j ا ك د ب مي ر مند ٤٠ ربردرزكا ؤ ريعءمى خ ك ى ا ب ر غ زكا ه ى زيرخمي  لآبعد

J تمأماً j l f S j j j V ى ٠طشد زيها سا ظ غودور ف ا٠مثري حا ر ك  ١ مثالهاى د

ى نقطة ٢ و ى بئ^ابذديهاى ديد ن1مىتو و رند ندا نان ودزي ه زئ ت ب  اًذها به وا

ى ب ى ( ى بند وب ة٠بهوس )T.ي ت ^٢ ايزومترى هيج ا ش د. همنه سن ي ى ن ك ع  ر

ى هر زإى1به ى ب ى٠ ال٠ زلودزيكط بند //-ا د ى عوطه أ ز را ظ و ن ى حا ري  مت

H x H r : رد ا جوددا ه و ك ن ا ى ىبيمابذد T بن ب ن٤ل٠ء ر لاً ك ذ  ر

ه (معرنى د لا) ن ربا باشد. د

ل عملكر بايد كه كوداشس معادلة ك ن1ذوق ث رأ رد دك ق ل د  يكس. كند. م

ه1 ديغزسصل معادلة ك ت ى بايد س ى خميدكيها صل ق ناصغردرأن ا د. صاد ث ا  ب

. ساحته روش اين با ذع رواد ٢ مثال كه كنيد توجه د ث

ن نردس ما ه ر إ ١٩٧٣ سال د ر ن ]۵د ا ث ه ن ك د ه دا كون  همة ىتوان٠ ب

ى ى ب ى7ة - ١( ز^ودزيكا بنديها H روى )بعد n ت به ز س  اينكه و آورد د

ى هر ى ب ى بند ودزي ى زت ^ H n ى ى ب ف يوجى بند ى ي ز را و د و ظ ع ن  حا

ى ري ى نقطة بدون مت H از نان n ا١ به /٣ب ت. / س ر ز زير نآيبج او ا  اين د

ت به حصرص س ٠ءست ٠اًورد د

ه. ٠۴ ضي ى  كنيد نرض ]):۵١ از ٣ (نضية ق را ر باز با د i د ث ا و ب

FJri ٠ب.  : q ى د. K> ١ خميدكى و واحد سرعت با خم ي ث  همجنين با

Nو ؟ ناتم كلاف 7T : ٨(؟)' + ر كنيد نرض q  +  T H U : ع ؟  رف

ى ول t س Hu o q q .نيز و باشدexp : T H n —► H n ت ن ا  ك

i نمايى f f دهيد نزر باشد. 71 j n *— ( ؟ )E  =  exp oq : N

ن راي ى E صورت د ى غوطه ي ز را ت. ١-١ و س ة ا ر ك .آ ل، = ا كا  E ن

ى ى ي خت رري ت وا س N( ىبند بى، كه ا {q رها وصلة به ى به ز ا ى ي ىبند ب

H ۶(؟) n j  I ى ٠مىكذد تبديل ى بعها ى ب ى٠اخيرابر بند هها أ دي م ا ى ت  زئودزي

H ه ك د ن س ها q خم م ذ ت. عمود راً س  ا

جه. .۵ د نرض ٠؛ا۵ل از ١ (نتيجة نتي ى F كني ى ي ى ب H بند n بهوس^لة 

ى تمامأ ررويههاى1 زي ود ، H زت د ث ى آنكا. با  حد وا سرعت با خم ي

H ى وبا ؟ : ة ٠ دك ه دارد وجود K, ك ١ خمي ك ا ن F ب  =  F q

ه ت.١ د ة بهاًساذى نتيجه اين ثبا ضي زق ب اين و بالا ا طل ت م س يد بدد  مىاً

ى هر بزى كه د ذ ىب i ب / n ى اى٠خاذواد وسيلة به راديهها ى تماماً ازاب ودزي  زق

ى اًن، H در همواركامل خم ي n ى بر عمود ها ع ى ب  كه دارد وجود ىبند ب

ى ر آن خميدك ى يا كمت و ا ى م اسست- ي

ه ٠۶ ضي .؛۵[ از ۴ (نضيه ق q : 1 كنيد نرض ا  —► H n ى  با خم ي

ى A. M I }٠{ و ١ از نابيثتر خميدكى و واحد سرعت  ي

تنكا د. هموار ش اث F كنيد نرض همجنيق ب ( q ى H ىبند ب n ه التا د  ث

د q توسط ث ا ل قضية (به ب ظ ورسازى غوطة اًذكاه .كنيدا رجوع نب  متريكا حان

١+H n —► j / n : كه: طورى به دارد وجود نانى نفطة بدون ا

ى ذ) ن ي دا ل عملكر كه دارد وجود ا بر عمود يكة رى بردا ب ك  ا ث

Aq.في صورت به رى ردا ميدان اين به وابسته  = ت.   س  ا

ى ؛؛) ن ب د إ ى ي وب ى F(q( ا ر ي ك . ي ت ا

ت ٠د ب به . \با س قضبة موج سا ى ابررويدها براى ا ن ت كا س  وجود ا

ن دا ى تا ب ر و ع از ن H روى د )،١, ١( ن n ت ز م ثاب ي  ١ رتبة از كه كن

د ت ا س بردارهاى روى و ب ى بر مما ها F بع ( q د صغر و ر و ث بطة و! د

ض معادلة نيز و في^ = A ٠في  صورت به بايد A نع رو! د كند. صدق كودان

A o  =  Ag Y )Y شدكه ن A : س ٠ R - }٠{ با ا ه1 بن ك ت  س

.A = ؟A ى٠ يكه رى بردا ميدان Y و ٥ ى بر عمود H د  بىابذدى بعها

ه داده د  رى بردا ميدانهاى هعة زى1به كوداسس معادلة صورت دراين است. ث

X عمود/ .Y صررت به d X  =  g X V XY .ت بزى است  ابا

w( صررت به ٩٧ -ذرم١ معادله، اين برنزرى Z  =  g Z  V yT نعريف 

جه مىثود ى بزى بنان رب L 4 ج F(q( ه  H n :  ت  نمول نكاش

د ث ا ده ٠ب س كودا معادلة كه ىشود٠ لي ت معادل نوق س با اس

d o g o i i*Lw

ت ب د٠ ا و ة٩لا نرم ىث ر ٠ست ذ د ق نتيجه و ت دني س  فوق زبطة قع دروا و ا

است. رقرإر

جه .٧ ى هر ٠])۵ل از ٢ (نتيجة نتي ى ب H بند n تماماً ابررويههاى بهوسيلة 

ى زي ود ت عبارمت زل س ى ا د ذ ب ا ع ب ى ز ب ى ر را غوطه ي ى حاخظ زىو ري  مت

ى نفطة بدون س نان ز س.١ به ا +

ى از كاملى توصيف بالا نتيجة دو H ىبنديها ب n اين مىدهذد. ازئه 

ها عابندي ا صورت به ب ي ريكا حاخظ غوطهورسازيهاًى يوع ى بننيها ب  بدون مت

وذد٠ ظاهر نانى نقطه .ىث

ى ٠خروس و نوميزو نتايج ها زي را ظ غودو ى حان ري  ناخى نقطة بدون مت

H از n ء١ به » ى ز + ع خ ث س و أبه ىكذد.٠ م ل ها سا ر  ]١[ در ١٩٩٣ د

ها از شى٤بز خانوادة زي را و H از غود n بلم١ بهH ص ز ٣ خ  كردءاند. من

ل كه نب زآ م بيان ر! آنها مهم نفسة ا نماييم- معرخى ر! ١ررذا مفهوم باير ك

ف. ٠٨ ري ض تع دبا HU از باز زرمجموءه|ى   كنيد نر ىها مؤلفه كه ث

ى ن همبند  i به ز اً i . ؛١,٢١٠. ش = .٠ نماي م ه د ض ى د نر  هر كني

Ui ى ى داز ى ب ٠c بند ٥٥ I t ى بهو-يلة ى تماماً ابرلايهها زي ود ل زئ م  كا

. د ث ا ت عبارت ب س ع از ا جتما ى ا جز . م ا ه ن ^ راي  سه'ذايى صورت د

)  - H n , U , f H بزى CCC تورق د )  n ود.٠ خوانده ذ ى

ينرحنى حال H ١ كت ni ٠ H n : ى ا ى ي ز ورا ظ غود ن ى حا ري  مت

ل عملكر A و ك . ورازى غوطه اين ث د ث ا ز ب زبطة ا

AY Z )A X A X Z AY

1. lam ination



ى |برلايههاى ما ١٧نىشاكا محدباقر رسسد هذلولوى ن

X هر بإى Y Z T H n ود٠ نتيجه  دهي نرار .rank^ > ١ ىث

}١ = ^H 'l : rank ت باز در  ت} ع  وسلة٠ب و ا

ى يوجى سدان ة كه ود٠مىت بندى برى ار ١ن ى٠ب ايررديههاى ‘مربوطه ا
. كامل زئودزيى 'نمامأ د ن شكل  ق ما تعدادى كثر حدا از مت  مؤلغة ز ث

ه باز همبندى ك د ث ىبا ه بزوبندى فوق هاى٤ب وسبله ه ازآنها هركدام م د  ن

I لمع .ت - H مجموعه I ه ى ن ت I ب  A كه نقاطى ز I ت 1 عبارت و ر

 سه'ذا.بى ٠مىشود ناميده ا نانى مجموعة غالبا ffn - لمع است. تعفر بإبر

C (اء f  (u 1 f u , H n تورق C°o ى ^ H n ى به وابسته ز ورا  غود

ود مى ٥ند حوا ا ص ا توسط طوريكتا به C ا .ث  .ىكردد٠ مشخ

ه .٩ ضي ى ]).١(١ ق ه داده c<x تورق بإ د  از (ى٠خاذواد H روى ن

ظ غوطهورساز.بهاى ى حاف رب H از مت n ا~أ١ به~H  جمانكه دارد وجود 7

ى عابنديها ى ب وب ه ي د ث ا ق ل  تورق آن وصلة4ب ده خانوا اعضاى نمام نوسط ا

ى ح خ ٠مىذود من

ع ٠ ثبات١ \بده ف ا ن ى و ود٠مىث ثابت زير كإره ابتدا ل ب ت با س يإ ي ع  ت

ىشود-٠ نتيجه قضبه ‘دركإره مختصرى

ز١٠ ،١٠ر1. ر -١و[1١ي ء م ل ) س ث ر - ف ض ض . أ ى٢] ( ء م ل وا لا كل

ر بازى مجموعة  ه است. H د د ه دا د شد. ث ن با راب  زى ورما غوطه صورت د

ظ ى حاف ري رد وجود ا : ^٣ ٠بل ^٣ مت ه دا ك ن ا ن  آن به وابسعته تورق ب

ا ق ي H — (لمع د nU .ع است ق ا ن تبينها د ن غودورسازى ي ي زا ا

دارد. وجود رع

ى ستفاد. نيزبا ايزكزاره اثبات بإ  A تانسورى ميدان شده داده ازتورق ا

ع زن ه جنان )١,١( ا ت خ س وكودا كاوس درمعادلات ىذودكه٠ ا  صدق س

 مىثرد- اثبات ا وجود ابراديههاا بوإى اساسس قضية ٠بهكاربردز با آنكاه كند.

ة ي ف ن ٩ ق از مثالهايى ‘دربردارد ز فروس نوميزوو نتايج اينكه ض

ظ ىيهاعوطهوراز ط مجموعه با متريكط حان هد ازئه نانى نقا د ى ا ٠م ن  نع د

 اين ‘اين وجرد با مىاًيتد. ت٠بهدس روش ازاين نانى نقاط ىها جموعه كلية

ش ى ١مثلا دارد. هم كاستى ن ى ي ز ورا ظ غود نقاط با تحليلى متريكط حان

ت روش اين از توان نمى ز نافى هد- اورد. ب
ه كنون تا آنجه د كفت ر نوميزو سؤال به جزئى بهاى جوا همكى ‘ن  ؛١٣( د

ر است. لد و١٩٩٧ ا وزائ هو ر، ود ةد ر ز نوق سؤال ؛٩[و ]٨[ منال  د

ت خيا بهطوركامل 71 ت ٢ حال است. زير ص به آنها نتايج دادند. س

ه . ١ ١ ضي ى . ؛٩١[ ق ز ظ هرعودورا س ١ از( متربى حان (  لملم٣_) ١(به _

ا با متناظر ك ل معادلة ب جوا ي سي إن غ ي زيراست صورت به مونرآمبر د

ا11 > ١{ ا }: ؛ ؛ ة ء ء = ا ) ع)١ل٠ج٢( ه ج )، de

ى به إ ز ٩٤ هر ب ف معادلة ا ري ع م ت ذي ىك م

1. relative null distribution 2. Monge-AnipCre

ر نا د ى U صورت ي ظ زىورسا غوطه ي ن ا ى ح ب ر ت /٢)— ١( از م  به /

)١ —{H r ى 1ا م خ ش ه٠ م ك د ك ل ى ) ?> = >)7(ت ل-؛ا ا = و(ت ب به ا رني  اورن ت

س نرم دومين و ا . أن ا ت

ده . اثبات اصلى جوهر زير لم . سات١ ب ت ا

M( كنيد فرص ]).١۴[ از ٣.٣.١ (كإرة لم ة هى )١٥ ن  با ريمايى سي

ى وال صغر؛ (احتمالأ C ثابت خميدكى ى ميدان ي س ودا ك ى ر و ن  M روى ا

ع ز I نسورى تا ميدان T (يعنى باشد ت متقارن و )١,١( ن  هر بهازإى و ا

£ كل ،1 ٠T ٠™ به متعلق و )(K, Z ) =  S YT X Z \V  '( V 

ى آنكاه است؛. M روى جيويتا لوى التصاق ى M از نقطه هر بإ ك ي ا م  ه

ى و لمع ت ي كاث  زير بحلة ئ لمع در كه دارد وجود ا ; لمع ؤ 1 ر همرا ن

: برقرإر ت T ا  Hess^ +  c fg اكر بهعلاوه M باثد، د٠اده_همب 

ت ر برقإ M سر سرا در T نمايش جنين آنكاه ى به ٠ا ك  خمبنة هر روى ع

M نى يما ر g ثابت خميدكى ا C، ت نكا هر ى ش  ,بى ا ر هموا حقبق

ى تا ميدان c صورت به كوداتسى نرر f g ر بT  =  Hess مىك-ذ تعريف - 

Iاينكه به توجه با كنون h ى شدة داده زى عولذلاورسا اساسى نرم دومين  ي

= h داريم بالا لم بدكاربردن با ٠[ست تسى كودا تانسورى ميدان  Hess^ f g 

ى رإى٠ ى كاوس معادلة مناسب. ا : ^٣ ل٠ب E ي ت معادل h بإ  با ا

٠ = deth ٠ يعنى = det(Hess^ -  f g. اين در مختمرى تفيير با 

.مىاًيد بهدست موذز_آمير معادلة معادله،

ى U اكر ديكر، طرف از ،با ؛١( معادلة ر هموا جواب ي د ه ث كا ن / آ  ى1أ

ف ؛٣( معادلة وصلة به كه ري ود تع ىث ا م ك ى ميدان ي سنر ى كودا تا  روى سن

)١( - H ت ة و و اس ى و را ي و د و ىغ ظ ر؛(هموا ز ن ا ى ح ي ر ت  از م

)١( )١( به #٢_ ص ز #٣_ همىكذد مشخ سمعادلة ؛ا١( معادلة ك  كاو

اهت. آن

ه .١٢ ي ض رة ن كإ ى ]؛.٨ز[1 ١ ( ز عودورا ظ هر ى حان ري (1مت )١ز -٢ 

IHTبه (c ١ - < C، ا با متناظر ك ل معادلا جواب ي سي غإ  مونرآمير دي

است زير صورت به

det( ^ - )  ^ F i l ’ (٣)

ا11>١1 „ ،٢= { ؛ ج (٠ء ،٢ج = ( ، ى .. ؛

ى به ك ى ٠ ع ف ؛٣( معادلة از U جواب هر بإ ىكذيم٠ تعري

X z f f l i ت ت ا ع ? ث ب س
أ١ج )۴( ا ، : = د -

كا. ى U آن ظ غوطهورسازى .ب ف ى حا ري (1 مت ى لملم٣(ء) به ^٢)— ١ز خم ش  م

ىكذ س فرم دومين و اولين تربب به فوق كههوعر م ا . آن | د ن ت ه

است. قبل قضيه اثبات مشابه اثبات



ى١٨ ض ررمإ ١ شارة ٠١٠ سال ،نث

ه .١٣ ضي ةت ي خ ن Cهر( زإى1به ]).٨ز[1 ١ ( ° ° (d D ج ip ل .عادلة ٠ ي ت رإ غ ي  د

ط با هعإء ي إ زير مرزى ئ

o i W ل ء أ ا ج م٠ء٠٠د٠ ٠ا ه٠"
)٥(

ى ب جو! زى دا ب يكتا حد C م ° ° (d D ٢١ u  €  C o (D . ت  همجنين ا

ت( )۵(معادلة ز ] ب جوا لا د ا غوطه يكط )ا۴معا ر ظ زى و ن متريكط حا

Iبه FfX)— ١همواراز( j r ( c ى با ص1 خميدكيها خ ش ر ا د ز ك ى ل ذ. م ك ى م

 از كه (ست زياد جزئيات و تكتيكها حاوى و طولانى قضيه اين اثبات

د. رجع ]A[ مرجع به مندان علاقه ٠مىكذيم نظر صرف آن  كن

c)M( كنيد نرنى نكته. ٠ ١ ۴  _همبذد٠ساد بعدى٣ هريماذى٠ذي خمينة ١٣

س با كامل c) iC)M ت ٠ اكر باشد. C ثءبت خميدكى و يكط اندي  نضاى ١٣

ى ك وف ك ن R مي c) ،(c)M > ٥ (يا C < ٠ اكر است. ١  از (ست عبارمت ١٢

ه ٤شيهكر c( بعدى - )s ه نضاى (يا ٢ ي c( إولوىهذ ت )t f  و C < - ١ حال ).١٣

ظ يهاىعوطهورسا c)M( به متريكط حان  درنظربكيريد. ١٢

ضة صورت دراين ون H زيربرتزراست. تفييرمختصر با نبل د r(c به ز 

)c)M د ١٣ ي ن ك يل د ب ت ت سم ه۴١و )٣١ معادلات زست و زب ( -٠ 

رد ؛۶إنوميزودر هانوو نكته. ٠١۵ ك بت صلب ٠ة٣ در #٢_) ١( [ذدكه٠تا

ت) تابلو رئا.١ ضيحا ت. تو ع ي ا مرجع دراين درواذع، ن ك ى ٠ د خانوا ي زمتر  يكايا

ى ذذدهها زذذا ظ ا ن كا حا ري ت مت ش همنه ( نا ز )١ا  شده زئه11;به #٢-

ى ديكر، طرف از است- كا٠ بهعنوان ؛،١١(در ل ت ب ص حال  ى ها رويه ٠خا

ضا كاملا صنر بردارهاى طول كه رأليههايى يعذى١ مانند ن س نا  آنها بر مما

ت ت) مثب س ب و ا حد ى با م ها ى خعيدكي صل ى و كزندار ا دك  كاوسى خمي

( ه د ىث م خ ذ م ا ( ; ر ى٠رد ز د ت. كرده بذد س ا

ى قرى، آبه، سؤنجام ث ها ا ك ا ت ( و ز ر نومزوكه سؤال به لوركامل٠به ء٢د  د

ه ١ ٩٧٣ سال رد حك ط  بيان قابل زير صررت٩ اذًها مهم نتيجة دادند. ياسخ ود م

ت. س ى بيان بزى ا ها ضب ت لازم ابتدا آنها ق س ب جند ا طل ى م ود. أورده مقدمات ث

ض د نر ي ر مجموعه يكط A كن كث . ٠c١a)٤( ٠٣٠ )٤( و شماز حدا . . .

١٠٥—c( )n ى شتها رحفيغى نكا ف هموا ى٧ شده تعري  ر٠ = )٥٥١ ٥٥( ح ل

ص ى1به )٠( ه ٥ ج ٨هر ز شدك ط با ي شإ ر ق د د ص ر مىكذذد ز

)۶( ١( ، ) أ ة٠> ' ء ٠٠٠،?(،) .٠؛

م٠ -مريف ي ك ى

} " > r  : In ج , ! „ ) . . }١ا . ® = ل) «, ٠ أ )" - '٠( o٠,٥a ) X( : ؟٠

. . ) ..، . ( ، ) ,t c ٥+;١٥ cos ٠،٠ sin . . .  sin ٥T؟٠,،) ٥٢. ٠ ،٠

ه .١۶ ي ض ن ق في ف ي٠غوط برإى ]ا.٢[ از ١.١ ( ها زي را ظ و ف ك، حا  سري

ة داد. د H ١ ث n —i H ni : . ر ةد خانوا ١يك / ك ا د ز ح ا ى تايى71 از ث  ها

. ه ( ، ) ءا١{ „ _ . . . ١( ، )١٠( ، ) ل }٣٠ء, ك ئ ى ق ها شت كا ز ى ا حتيغ ر وا هم

ء تعريف د ر كه دارد وجود هل = )٠٥, ٥٥١ ى٠رل ئ ط د ر ش و )۶١ ئ ش

ر شرط ي ر بزى (كه د صا خت ها از ا رأن ق ىشرد)٠ خوددارى نك . صد ذ ك  س

جنين ى دزيه جنانكه دارد وجود 1~71 از P ازوسرى هم ر ها ي ل عمل ك A ش

ط٠ ى ٥; ربو ز را و د و f غ o p ن وبل د د زير خرمولهاى ب د:و٠مىئ ٠دا

a ج ٧٠ ^٥ i j Z ’ ,Z 

)٧(

. sin وه cos +له ١ كه . .٥٢ sin = ١ 71 ،٠ل , . . .١, ٢ 

ة٠)٤( ؤ ، ٣=١ + ه

جا رايت م٠سكذي لرض د

c o s ٥٢ = V a e A ,،T١,H „ه = %٠(،) ٠

ى به ك ى1به ع ر ز ر دة خانوا ه كث دا ز ح ما ى7٤ از ش ا ه ى ي ا  ت

}١, ه ( ءا١، „ _ . . .١( ، )c ١٥( ، ) ,r ى از }٠ ها ت ث ا ك ى ن ف ي ق ى ح ب ر ع ت ر ا و  ف

د ه٠( C)٠,oo( روى ٠ت , ه )٠ة ر ك ط د ي إ ل ت ب ق ن ، صد د ن د ك  ي

ى ز را و د و ظ ع ف د حا ي ر Hس n j f به H n ه وجود ك رد ر دا ك ل  ع

ى A آن، شكل ى داز ه ٠وأ دزيهها ك ت ت )٧( ول٠فر ا د ه هد ب ىد  ٠م

ى ن بيان يإ في ب بيان آبه بعدى ق طل ر م . لازم ز ت  ا

د نرض ي ى k < ١ ترتيببه ١ k ٥ ك r و ثءبت عدد (k ب١ ري ه  ي

p k د )١٥٠( از ايزومترى ي ا ق٠ ب ف ل د زير تعري ت ا ب

r((, ٧ءذ)٠ (,ل ع k x y {x k y ip k x y  =  k x  fcj 

جا ت عبارت 9 ٠ دراين ى ا ي ر م ز ز ا وآئكا ت رت۶بهم كه IR7 روى ي ا ر ز

، ي ي =٢ءته)١ + ٠٠٠ + ( ت ه٠ت

ى كووة لايئ ل اين به ؛، = ١ ١ ٢ ،r؛ك ك ف ش د٠ تعري ض ى

} . . r -- )٣)77ifc) : m = ٠ ١ ± ١١ ±٢ا . ١ 

. . . }٢١, ±١, ±٠=771) :٣{ ء ( = ٢٢

ه .١٧ ضي ر ٢.١ (نصية ن ى1به ،. ٢ ا ت لأ ج رل د fc < ٠ ه ة . د ر  خا

ى1يىي ظ لهورسازيهاى٠غو از زشر ن ى حا ي ر f س k\ < از ء >)

ى رنا د ر جن وا r ه ١) / ١ ٥٠( ® ) ١٥٠(به ذ ا ود ب ت الآى٠دارد.ب وب هرئلب

> \k ى ى ي ز را و د و ظ ع ف د حا ي ز ى م رنا د جت ز ر ا را r ه ٢) ) ١.و / ا ;

دارد. وجود )R,٥٠(به

ه د ت ب با ب با . \ خا ر 7 خم يكط انت ظ عوطهورسازى ا1 د ن ا مش حا ك  ي

)R ٥٠( ٠ )١٥٠ ,p :   ( R فرمول با p u v  =  7 11),v !ر د  نظر د

ا ا؛٠ًمىكيري ك ش ح قضية و لهورسازى٠غو اين ب ى. تا ا وجود صمن ك  دة خانوا ي

ف ز يازمترى ي A < 6( : 1 —۶ !٢ صورت به خمها ا < 6  ،7 ( . ,  A—،



شانى سد ا هذلولوى نضاى ابررليههاى مدباقركا .٩١

ر با تناوبى خانوادة ى!عضا همة كه €ا < ٠ و ا تلم تناوب د د ذ ت ن ه ثا  ن

د داده و ث ه جنان خانواده اين ٠س ك حا  به متعلق متغاوت لدى و A بهازإى ا

د خمهاى ٠]٠ ١ (ج (٠ ١و(لهد7)٠١( ت ) هن من . ه د س ف بنابزين ن  خانوادة ي

ظ ازغوهلهورازيهاى يازمترى يف ا ى ح ري * : (A مت  K ر١ (. 

فتبر ه ي د راً,( نرمول با ن ءة)٨( f( = )٦ا U V  A ط با ر ت

f ( u k V f u ,V

ا ; ه )،(ء V(ج ك ٠r كلاينى كروه بزى دارد. وجود .A ع ]٠,,ءاً  دة خانوا ١

ى ز يازمترى ي ظ ورسازيهاى غوطه ا ن ى حا ي ز  م

ف تبر ا F ي n u v  =  f U)V ى  داردكه وجود  داز

ر ا ت خ ى و ر هموا ا ري ه مت د ن ا غ ل ش ا ن ك ن زا ى ا ;١ طبيع / ل ا : لآ٤ا *I 

٠. د ذ ىا

ن ا٢٢ كروه بزى د. ننا د٠ دا و ى كه ىث ر دوار روية ي  ة١بهوس H د

ى ز را و د و خظ غ ى حا ري )١(ءو مت ا )٠( ٠ ب ء +  زير خرمرل با ا : ها

ص خ ود٠مىث من

),log٥_١ ٣ cos(a(س0ة١ + =١ح ()r  cos٥١r sin/ ( 

)sin١,(٠log٥)٥-٢ sin 

T oo

ا مىتو|ن حال ن ى ا دادكه نن خظ غودورساز ى حا ري ىكذد٠ القا زيرز مت

. ) .r٠ 4 ( R i ٠٥. ) /F : ( R i ٠٠

F( ج  ir U  V)) =  / ( u , v V(u , u

ل/ و \ ;i ►— ا ش 7٢:; كن ن ت. معمولى ا س ا

H ازابرلآيههاى بزيحرى خانوادة ىخواهيم٠ سمانجام n معرخى ز 

ه بررسى )١ ٢ل در وكيانكط قرؤن تومط. خانواده اين نماييم. د ت. ن س نتايح ا

س د ح - ى ء و ح ول د طرح زيرز ز أ ه د ر ك س س طالعة٠ به و  و حد

نيا ل ياسخى نت حدان ت(  بيردازند. أن بزى جزئى) مئب

س. ى M قراكذيد٠فر حد ى خميدكى با ابرلآيذكامل ي ج  خميدكى و نامنغى ري

ت ميانكين ب س١در ا .با + د ت عبارت M آنكاه ن س ى ا ي ز  ذاصلهاى كرة ا

ف يا ،١زئودزيى ى يا عتىا كرة ي زئودزيى. ابزسنوانة ي

ت لازم ابتدا س ف تبر ا ه ي ه مطرح اصطلاح ب د ر ث س د ود. بالاازئه حد ن

ف. . ١ ٨ ري ع ز مقصود ت ك ى ي ز ى ٠ا ه/ صل ا۶ر ئ م ي ز ر د ت عبارت بلم ب د  ا

ة٠ از ء ر H از نغاطى ج n ن كه صدنا ة د ا نا س١ شل  متدارى +

.با ثابت د سذزذه، ث ى/بؤ R با ايزومتريى ريمانى خميذهاى ي x S ت  ا

ر كه /71ب ١ د ى عمودى كروى كلاف ن عنوا به / ى ي ودزي ا زئ ث ه ندهن د ت. ن س ا

ب در ضر صل R ١ حا  iR  X s n ى ي ر ك ن ا ث ط ن ىكا خ زةودزي )٠( ت. ل س  ا

ى ر ي ى ك عت ر سأ ن عبا H ب د ت ر س ى از ا ة ي لاي ر ت ا غ ر (نانى) ت  د

ه١ ك س ع + ط زتنا ى ا حة ي رمغ ج٢ اب ب H با ٠ب n د ت٠بهدس ىاً  ٠م

ى بيان به اكنون ضايا ه ن د ث ز ا ب ث ى و قرون توسط ا ن ا ي ر كه ك  زستاى د

س به ياسح ت حد ذهاس مىرد(زيم. اً

ه . ١ ٩ ضي ض ]).١ ٢[ از ١ (قضية ق يد نر ى M كن ه ابرلآية ي د ر ث ر ن  د

١ ~\~IJ n ى با دك ى خمي ج ى نامنغى ري ك د مي خ ن و ت ميانكي ، ثاب د ن . با كا ن  كلير آ

ى ى ذاصلهاى كرة ي زي ود ت. ناخى) (تمامأ زئ س ا

ت با ا أ د ي ن ابتدا . ا نا ضد٠ داده ن س نرم دومين ى ا ت موازى كلير ا س  ا

ر و ى كلير نتيجه د ري زمت ويا ذد اين ىبا ى (يعنى ٠م ها ى خميدكي صل ت كلير ا  ثاب

ت. س ب بزى ا ت ك عا لا ط ر ا د ر ت ث ي ى٠ابرروي مررد ب ى ها  )٣( به ايزويازمتري

ه M جون كنيد). مرجعه د ر ث ت ن س ه٠ ت٠بهد ء ١ ٧[ نتايج از ا ى كلير ىآيدك  ي

ى كرة ي ز ود ت ر ت با مرتبط نتيجه اين (توجهكنيدكه ا ى حال ص ة خا ضي زن  ا

ف و ر د ن كا ل تI ا ه هرابرروية مىكويد كه س د ر ث ه ن د ن ا ه نث د ر ن ى د ضا  ن

ى س قليد ى با هذلولوى يا ا دك ن خمي ت ميانكي ب ى ا ت مدور كرة ي س  )).I ]۴ا

ب به بعدى قضية بيان بزى طل م. م رب زدا رنيا زي

ر به ز ك ب ج و ه )١ ٢ازل ۵ م ج ن نا ه ابررويهاىكامل، كلير ي د ر ن ن ى وبا ا دك  خمي

ى ج ى و نامنغى ري ن خميدك ت ميانكي ر ثاب ع ١ د Hب ٣ ، د ث ى آنكاه با دك  خمي

ى طع ت. نامنغى كلير مت س ر ا ب به صورت اين د ى. ذتيجهاى موج سي لا  كلير ك

ى با ف ي ت رى ردا كلا خ ي ر ن ا م ت. ه س ف اين ياية ا لا  كلير جوهرأ ز رى بردا ك

ه خميذهاى كلير جوهر نامند. د ر ث ى با ن دك ى خمي طع . نامنغى مت ت  ا

ه .٢٥ ضي ل ]).١٢از[ ٣ (نضيه. ت ضكذي ى كلير ٠ذر ل ي م ا ك ن ي د رده) ا  (نابن

H در n ش با ي ع ى خ ج ض ري م ش و ا ي ع ن خ ه ل ا ت م . تاب د ئ ا ر ب  د

ت اين ر ر ش م ي ع ى٠ خ ع ط ى M ت منن . نا ت ن ا جني ض هع د نر ن ى ك ك  ي

ط ر ث و د ز : برنرإر زير ا ت ا

ى به كلير جوهر - ١ قليل نقطه ي يابد. نمى ت

ى به كلير جوهر .٢ ل P نفطة ي ي ل د ت ب ىا 0و م 0< llgrad.ll و 

ى كرءهاى زي ود ب ،P زكز٠ با زل حد . م د ن ت ى Q( ه دك ى خمي ج ت). ري س ا

ر كلير ٠اًذكا ى اول شرط رنزرى صورت د ى ابزسنوانة ي زي ود ر زئ د  صورت و

ط برنزربى ر ر دوم ن ك ى ى ٤ي ت ع ت. ا س ا

دا. ايدهءابات بت ن ا ثا د. ن ر٠ دا ودكلي ز ىث كيا ي ى٠ا ها ر، ز ك ت( س ىا ري  ۶ ت

ى ء)ا ١ ٢إ از ٨ و ب ن بهكأر با س ى رده رد ى بند هها لآي ر ى ا ري  ٠ ]٣( ايزويازمت

ت نتيجه حال ى) ابزسنوانة ( يد. ت٠بهد زتودزي ت بزى مىاً دا دوم حال ب  ا

|٢ مىشود داده نشان | د | ل عملكر د4( ا ك ت) كلير ت س ت ا جه ثاب رنتي  كلير ود

زمتريى ت. ايزويا س ا به كلير جوهر اينكه به توجه با ا ك ل نقطه ي قلي  مىيأبد ت

ن تنها مكا ت اين كلير بزى ا س ى كه ا ى ا كرة ي . عت د ن ا  ب

ى ر زا ك س سا

ى قا زاً ى دكتر ا هان ش ه ى خاطر به ن ها د ها يثن تI و مفيد ي حا لا ن٠ارزند ص ا  ث

سكزرم نهصميما ٠ سيا

1- geodesic d is ta n c e  sp h e re  2. h o rosph ere1- A D- A lek sa n d ro v  2. soul
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