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اكبرى* ي٠سع

ى از ل ى1حلقه بخواهيد رياضى آخركارشآسس سال دانشجوي ي  بزد، فا

أ بدون ك ى.زيادى ذ ى1حلقه هيد بخوا ازوى ٧r آورد. هد خوا برزبان فالها

ل أ ب جتد كه بزند ن ا ى خ ن ا ف ل ا ى ن زب يودن جايءجايى غير و ‘نوترى ‘آ

- داز نيز ز ما سؤالات بزى حتمأ وى باند ت هد خوا بى جوا ن  در زين دان

س لا ش متدماتى، جبر د ت لا خ ف هاى حلفه ا ده ز مختل ي - ل ت  حتى ا

د دهيد نرصت او به روزى جند اكر ي ا  هعز نبلأ كه زد صا ى1حلقه ند بتوا ث

م لغت حال است. بوده نديد. ز آن ن  ز سؤال كرده اصاخه حلقه به ز ت

، حلقة از منظور كه أ٠مىكذي يادآورى تكزركنيد- م ي ق  هر كه است ى حلقه! ن

ر1و عنصرناصفرآن . لانيذي ت لآتنها ا  نكر به مورد اين در كه جزى احتما

و اين ج نن ى [=جهارئاذها]ى حلقةكواترنيونها رسيد خواهد دا . حقيق ت  به ا

د او ن  دانشجوى اكر كند. ييدا نيز ديكرى مثالهاى تا دهبد نرصت دزى ي

ت اين كرد خواهد كه حداكثركارى باشد مبتكرى  وإ كواترنيونها ضزبب كه ا

ب با فلأكواترنيونهاى و بدهد تفيير زد، ز كويا ضز هد تردد دون و با  ثا

ها] ميدانها كه شرطى به البته بود ص ازاونخوا كارديكرى سيأت  زكنار [

ل امر اين ولى بكناريم.  كه است جالب زيرإ نيست او ستعدادى1بى بر دلي

م حلقة اولين ساختن بزى بدانيد ن ى زنيونهاىكوا همان يعنى ن  كه حقيق

ى به ز آن مروره  ما ك د  ايرلندى معروف رياصيدان هميلتن مىكيريمأ دكار ا

ل ١٣ ل ١۵٠ حدود نيزكه كنونIهم و بود سنمركرده تلاش ا  ازكشف ا

ط مىكدرد كواترنيونها ت  تعداد نق ش ثمارى نكش ت د خ  يزكونه  برأى ا

هميلتن زندكى ز ا ى  يخجه ر تا دراينجا شد نبا د يد شا است. شده ييدا ها حلقه

ها٤ب و ذ و رذي ت و' ك ذف ك ش . ر و م ف و ع  ا

ن زوان ودا*ا سر ي ع ر در ؛ ١٨۶۵٠١٨° ۵اً ١ه ه م ايرلذ دابلين ت ض

ود. نجها به ب به نوجوانى، و دركودكى كن  در ش1لعاده1خارق سنعداد I سب

ت بر زبازآموس، ط زبان هف ل تيا ت ش وبا ن  نارسى، جمله ز I يكر،د زبان ش

. آتنا نيز د ى ١۴ حدود در اما ث  در .آورد لاى نجوم و رياضيات به سالك

ل ىحا رد ١٨٢٧ ا ى هزز كه ل ى Iد ي جو ركارثنا نث ى ٤س ت به نبود بيث  سع

د منصوب سظطنتى منجم .ث

ن تعمق ز ا ٤سر خود رياصى مطالعات مسير در هميلتن ما خت را  اعداد د

ط د در مختل د ى بعدى سمه جبرى آمد بر م ى اعداد د ه حقيق ك زد  شبيه با

ط، اعداد د نيزداشنه ز نرم ضربى خاصيت دختل ث ا  حاصلضرب نرم .يعنى ب

ب بزبر عنصر دو ر علن د. آنها نرمهاى حات اث سهتاييهاى منظور اين بزى ب

Sir William Rowan Hamilton . ل

ى اعداد آن ضزيب كه ز ٥ ب bi ب cj مررت به د حتين ن ت  نظر در ه

ى ضربى يانتن يى در و كرنت ضا اين د د بسته اولا كه آمد بر ن ث ا  ثانيا و ب

ه نيز ز نرم ضربى خاصيت ت د. داث ث ا  زه اين در نش نزوا تلاشهاى ولى ب
ب اين تعريف لاى ندرى به ٠مىذويل هميلتن . نرصد جايى به ضر صل  حا

ف بزى صبحها وقتى كه بودم نكركرده ر كا سر خانوادءام با صبحانه م  ميز ي

ى آيا (,يدر، ٠مىكغتذ من به كوجكم فرزند دو .ما....:.'مىا ست  ز سهتاييها توا

م جواب غمكين حالتى با همواره هم ن٠ و كنى؟)) ضرب هم در د )  ٠«ذه سد

م نغط وا ع أنها ست م ج ك ق ري غ ء) وت
ل امروزه البته ي ل ىنمر د ى بودن ب ها ر كا ز ن اي ميلت ا ما بر ه ك ن ت را آ  زين س

س ت هوديش ت كرده ثاب س ى تنها ا هاي ضا ت ف صي ى خا رب  كهمىيديرذد ز نرم ض

دبا ٨ ويا ۴ ، ٢ ٠ ١ نهاآبعد ىدر ث ل ى كه حا ضا شموردآ ن ن زماي ى سه هميلت بعد

ن وى بود.كارءاكه وي را د انجام ٠عرحل د ل يودك* اين دا ل دفيتا'  \ أ i ن r برر 

ا - ١ د ف  \و ري ع دت را ي إ ى كرد. ب ى ونن ي ا د و ل د ن ر ز دد ب٠زي ر ض ىكرد٠ م

t ء) ، a +  ib +  jc )(x  +  iy t  j z  =  (ax by(

i.(ay +  bx) t  j(a z  +  cx  +  ij(b z +  cy

ت ىد(ذ i كه ذم j ه 1؛ . تعريف ب ذ س او و؛)ا٠( = ١ بون ك  كه زد حد

i = ١ بايد احتمالأ j ١ يا - = i j ى٠بهز اما در كه ببينيد نيد توا مى ق

ا هيج ك ت٠خا حالات اين از ي . برنرر نرم ضربى ي ت ي  ‘دوم مرحلة در ن
ت ص حال ا خا ر رز تد ف ر ر ظ ن

bx  cr +  Xiab +  Xjac t  Xijbc — a + a + (.ءو٢ = ٢  ib( 

ى ة با ب ب حا ع م ع ج ت در ر. و ، ٠١ ضرإيبا مربعات م م ت س  با و ز

ى به توجه و ا ن

T(C؛ ،٢ + ٣ ’To،■)' = (a( + )٣ء.،،٠أ( t ،أل)٠أ - '& - أ(

ت با ف ك د و دبارقز اكر خ ت ث صي د نرم ضربى خا ت ا رب ز رق i بايد ب j صقر ز زبر ب

ف تعر ا اين ولى كرد ي زب ى ب ض رم بودن ضرب نان رت . د ت س ا ج* ي اين نو

د مطلب د جا جابه هم با نبايد و و ؛'حتمالا ا كه ث و ij :كرد يف 'نعر و ث  =  k 

- ^ ردو هميلتن :?و. = و ص صعن a خا  +  ib +  j c وX +  ib +  j c ز

ن ضرب نتيجة و بمود ضرب هم در بود جنب

ه اين ب حا ا وى به م ن جيزى ج-ين و است صقر هنوز '.لم ضريب كه داد ن ن

عملى فضا. اين روى ضرب كه ىرسي٠ نظر به زين بود رمكذده٤دل وى براى

ت. بسته س  هم در زير مطابق ز ٥دلخوا عنصر دو كامل شجاعت با حال ا

ب كرد خر

iy  + j z  =  {ax — by — cz + ب a +  ib +  jc X(

i.(ay +  bx  +  j{a z  +  cx  + k{bz -  cy

او ت ب كف ود ى آيا خ و ت؟زير نا س را ز رق ب



م هاى حلفه به ى1دريجه ١٩ش

- bz( جملة زست. طرف خير. cy ضريب مربع دنينأ اما(ين دارد، ؤكم k 

ت. ب ت ا ر  جهاربعدى نضاى يكط ايدة كه موقعبود درهمين د

ى ه دجا د اوالهام به بعدى ب ى وكواترنيونهاى ث ف متولدكرديدند. حقين كن ز ي ا

. ١ ٨۴٣اكتبر ١۶در مهم ت و ي ع ن و د مى<يسد ١دوسشئكريوز به هميلتن ب

إ ((( م اطلاع خي ت ن ضى مجلة در كه ا ا درارة ى مقاله! ح٠ كيمبر را ذ  ه

ى ل ي ط م به بعدى ء? بعاد درا ت ى قل يل ك ى قا ب به اً  نهسنامتأ ولى است رسله با

ى كارهاى كه ذم1ذمىد هنوز ه تا كيل ت من كارهاى با اندازه ب ه  دارد))- نبا

ن ي ن ىنظر به ب هم ك د ى هميلتن ر لا نهمزما وكيل ستن  هندسة مفهوم به وم

ت بهاربعدى د هميلتن بودند. يانته دس وي ىذ ى (كتبرازنرط ١ ۶در ٠م حال  خوث

 م4ريلىكهازكنا٠مثلأهذكا نبوب، خودم (زلةىكردمكهاصلأبه٠ كارهايى

م٠مى رد ف ا ذد ى ي سباقونرمولها سا ك روى زيرز ( م يل سن رد ك  حد

١ — = ijk 2٢ ت 'ل٢ = بل٣ ت 

ه جواب قع دروا اين كه ل . سا ت ا

ى ترنيونهاى كوا ن كه حتيق ت ز آنها هميلت خ ن ا ي ت خ ىها ازحلقه مثال ن

-ند I جايى عيرجابه تنسيم

ن مهم كارهاى (مرور كا در هميلت مي ى خو به دينا ه ب خت ه نتا د ت ث  و (م

I كا ياية وى صول زي ر به مدرن ني ما ت در كوازنيونها همجنين .رود مى ن ي ب  ن

ل، معادلات خاص، كو ر مكانيكاكوانتومى ما نود زكا معادلات بيا  برإى دي

ش الكترونها ذ.٠ ايفا اساسس نق ذ ى مند علاقه نندة خوا ىك ر اطلاح بإ  بيثت

د. ]٣۴ل مقالة به ذد1مىز كن ع ج ر

ن دربارة بدطوركلى مىخواهيم اكنون ما خت م ىها حلقه ا ي  وويعيهاى ش

سم. آمها ضربى كرو. ك حبت  وممادكناريهايى بعاريف به ‘بحث ازنروع قبل ص

م هاى حلقه مورد در ي ق ٠مىكبم بيان هميزجا در ئ انها كه داريم نياز ت
ت حلفه از عناصرى مجموعة حلقه،  كه مىثو.بم يادآور  همة با كه ا

م حلقة يف D كنيد فرض مىذوذد- جابهجا عناصرآن ي ق  Fم^ز با ت

ى باشد. ذ هاًا ك ۶ كه مىذود ديد. ب ت [=هيأت] ميدان ي س D ا j ٠۶ روى 

ر حاصلضرب تعريف با ا ئ س كا طبيعى، ا  بعد اكر ٠مىشود رى برد( نضاى ي

D د متناهى ۶ روى ث ا ت- بعد متناهى جكزش ددى D كوييمكه٠ب  نرض (

H كنيد  C G C  D د. مجموعه دو ثن  رديكال H روى a E G عنصر با

ه وجود  طبيعى عدد ٠هرئا كويببم ت ث د دا ث ا  G و  € H كه طورى به ب

د. رإديكال H روى G عنصر هر هعاه كوييم رإديكال H ة  عنصر باث

I كا٠ در م حلقة ب ي ق ف ريثة 8هرئا كوييم م^ؤ ا٠ ت  معادلة ي

د م^ز در صرإيب با يكين ث ا  كويببم ۶ روى ز DزI G زرمجموعة .ب

د جيرى ۶ روى G عضر هر ٥هرئا ن ا ة ب ف حل م و ي ق  ناميم جبرى ز D ت

د. جبرى م^زا روى آن عنصر هر هعاه م حلفة بان ي ق  متناهى هوصعأ D ت

ود٠مى ناميد. م حلقة هعاه ت ي ق وليدذد ت  متناهى تعداد هر و ز٤مر توسط ٠ت

د. بعد متناهى ز،٤مر روى رى بردا نضاى بهعنوان ازعناصبر. ث ا م حلقة ب ق  ت

م دورى رإ D بعد متناهى و ل همكاه ك م ى ثا ل زيرهيأت ب ا س ك د K ا ن ا  ب

K كه طورى به /F ود دورى وسيعى كا٠ D اكر .ن م حلتة ب س ق  قرإر باشد ت

D }٠{ مىدهيم  = D . ت واضح ت D' كه اس ح  كروه يف ضرت ت

ty ١٧-١ عنصر V ع D' اكر است. x ر جابه د ز كوييم ى٠ضر. جا

ا؛٢ iraves(. .1 2. ،،ا٧ا

ق وكروه .وليل ٠كرويعنى D منت د ط ن س  با ز ضربى كرهاىجابهجا تمام و

'D ش د ناي .٠س و ,;ورمال N  \ *D \  j ٠رو٤زي م م ئ ى ٠عركا ي ها ه د  ز

*D <ا \N  = Nk <\ N k -\  <  • • • <  N ذ وجود ث ا ن د ت ا  در كه ب

N اينجا i l ف D (كر است. Ni (ز زمالى زيعروه ١ م حلفة ي  باشد، ش

ى مجموعة آنكاه ها زب M( با 1و D ىها لزيه با X 71 71 ما n{D ومجموعة 

G( نماد با  \ ٨)أ?كب۶رونيذير(1و عناصر Ln{D م خوا نمايش  داد. ه

ر ت تاريخى س رن ث ي ى حلته زمينة در ي م ها  ش

ف I سى كث ن برإى تلاش هميلتن، توسط كواترنيونها ز ت خ م هاى حلفه ا ق  ت

كرد . عاز آ ي د م حلفة هر كردكه ثابت نروبنيوس ١٨٧٧ درسال ن ق  م^ز با ت

ى (ءد(د ى با مزر، ردى جبرى و حقين  اعداد حتيقى، اعداد حلفة سه از يك

ت نمىتوا روزها آن در است. يكريخت كوازنيونها يا و مختلط  س

م هاى حلته كه تصوركند ق  ظ رند دا وجود نيز مركز روى نامتناهى بعد با ت

ه ئ ي ل ا ا ر ن٩ذ نى توا ازسريهاى (ستغاده با هيلبرت ١٨٩٩ د سي  حلقة ف

م ي ق . نامتناهى بعد با ت د ر ك ف ث ك ن ىكه1درمتاله هيلبرمت (لبته ز ل درآ ا

ت وت ت س ن ت ا ئ د م حل ى غير ف جاي د معرفى  مرتبى و جابد ولى ك

ه طاهرأ مقال ى ش1در ل ا ك ث ت وجود ا ن ا ن د .نبود مرتب حلقه بودكه اين وآ

س ى از ي ى بد مدت ه ا سب د.  كد ا ى بود دا ر برد ي د ل و ش ١٩٠٣ ا متالها

دأ و تصحيح ز جد رد. م رك تث ن كفته به بنابرإين مت م ى ها حلفه ، ١ ب ق  بعد با ت

ىنامتنا م نرن نرزندان بايد ز ه ت ي ب به ب ا ر .آورد ح ل د  كه بود ١٩٠۵ ا

ضيدان ة بنيادى قضية ودربرن معروف ريا د هن زد كا تزخود وت اب ردكه ث  ك

سيم حلقة هر ىكرد٠ بيان ت؛ ميدان متناهى. تق اً هي ف ن است. ا  وى همجني

ه دوطرنه يدهآل 1 حلفة اكر كه كرد تابت ثت دا ى و باشد ن ن ي ن دبا راست آ  ن

م حلقة أنكاه س ف د.  2ي كه طورى به دارد وجود  ت فا ست ) از وبا

ت مهمى نتبجة به اين تيا دس  حلقة هر ((بعد اسب: جنين آن مضمون كه ن

م’ هى ف ى بعد متنا ل همواره مركزش د م كا ع رب (ست.» م

ل در ن ٠١٩٠۶ ا ك ي م د م ص د طورا به رإ ها حلقه اين كرنمت ت مت وي  ط

د بررسى ل كن سا ر د ى ١٩١۴ و ن ب ^ ش برإى زجه جال ف ساخ  دستة ي

ه با ها حلقه اين از نامتناهى د ا ق ت  .كرد عرضه ميدانها دورى توسيعهاى از ا

ن در س زمان اً د زده حد ث ى م حلقة هر كه م س  دورى يا ٠متناهى بعد با ش

ت س ل يا ا ق ى حدا ى داز ل زيرميدان ي ما سي د٠ ماك ث ا ب  ى كالوا توسيع كه ى

ت.1مةز ل س ا ر ت ١٩٣٢ د م حلقة نخستين آلبر ي ع ق ىغير ت  عرضه رإ دور

ر كرد ت ي م آ ر و ل د ى ١٩٧٢ ا ة ي ت م حلقة نامتناهى د ق  نمود معرفى ت

ى كه ي ج ا ه ى مل ث ا ما زيرميدان ي و ل ا ك د ا ي ن(به و نبود م^ز روى ك ب ي رب  ت

س ط (خير حد ب غل زآ د. ا م رآ ى د س ي ى حد م دي ن ن  دارد وجود مورد در(ي

ه  اكر اينكه بر مبنى ك م حلقة ي ق  مربع  روى  بعد و ٠  همكز با ت

ى د اول عدد ي ث ا س أين (ست. دورى  آنكاه ب ت يا هنوزرد حد ه اثبا د ن  ن

ت. س م ا ل و ك ل ا ا ر د ر ت ز ى ١٩٣٧ و ى ي س (ا ة ضي ر ق توي مي ه ررإ ا  د

ى ردءبندى مورد م حلفة دو ٠بهويز و ساده حلقة دو ميان همريختيها ي  به ش

ى در قصيه اين رسانيدند. اثبات ة كه حالت ق حل و م د ق هى ت  ز٤هممر بعد متنا

ه ن ت ا ، ب م ث ا ن ب ي ن ى مىكو.بد ي م حلقة ي سي  ۶با بعد متناهى تق

ى ا :  ٠ و باشد ى _جبر۶ ي خت د همري ن ا ى ا آنكاه ب ى ي خت  همري
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ر ث رة ،٨ سال رياضى، ن ١ شا

ت ى٠درو س ى ا عن م دت ج ٠ هر بهارى كه طورى به دارد وجود a ع ٠ ي ري دا

i f ( x ) = a x a\~

ه اين ي ف ى ن ها د ر ب ر كا ى ي جا ه ? جا ر ب ر جب ر رده خرإوانى د ك دا L است. يي
JL ن ونوتر برإوثر، ا١هسه آلبرت، بعد م حلقة هر كه دادند نثا ي ق  مركز با ت

Q ى همان از اينها نع وا در است. دورى نامتناهئ بعد و ر ختا ن كه ا ك ي  د

ه بود كرده معرقى د سفا  حلفة ٣كته كه بود سالها همين حدود در كردند. ا

ى م ي ق  هاى حلقه از ى1اودذباله داد. زئه I متناهى و.وضعا نامتناهى بعد با ت

م ي ق ا با ت ك ي ز ^ ى٧ اذًها بعدهاى كه طورى به درنظركرقت ن م زدوبهدو٠ ل  ة

ت ب  و اذًها از متناهى تعداد هر تاسوركردن با سجى و بودند اول هم به ن

ن كرنتن، اجتماع ي ن ى حلقة ب سيم ت ز تق خ  است توضيح به لازم ).٢٣( ا

م حلقة دو Dr و ٠١ اكر كه ب ' با ش } /F د ت ث ا ت آنها بعد و ب ب  هم به ن

د اول ث ا م حلقة نيز ٠١ )gj F ٠٢ آنكاه ب ي ق  قضية همجنين بود. هد خوا ت

م هاى حلقه برإى اوليه تجزية توجه جالب ي ق ن ت ي ن ى ٠ اكر ىكويد:٠ ب  ي

م طغة ي ف ىمتنا ت د مركز. با بعد ه ث ا ٠[ = pV ٠ ٠ ٠ و ب :  تجزية ]٠

د اول عوامل به بعد ث ا م ىها حلقه آنكاه ب ي ق ى <ده ١"" ٠ ١٠١ ت  با همك

 با ها٠ول ٠ دح ٠١ ؛■)Of ٠ ٠ ٠ ?/(<) Dk كه طورى٩ رند دا وجود .مزكز

ىيكر تقريب خت د يكتا ي ن ت ده تعريف به توجه با )-١۴( ه ي  هر كه مىثرد ل

سيم حلتة ى تنها و است جبرى متناهى. موضعأ تق ر  بوإى كنون تا كه سابأ

م هاى حلقه ي ق ه ييدا جبرى ت د د بيان كه است كته روش همان است ث .ث

د باعث كته مثال ل ٣كوروش تا ث ا ر  مطرح رإ خود معروف سؤال ١٩۴١ د

م حلقة هر ((آيا كند: ي ق ى ت ى جبر ى موضعآ ز،٤مر ^ ه  است؟)) متنا

مروه ى يكى سؤال اين ا سها ر زي ر مهم ا ر د ر به جابهجايء_ا غير جب ما  ن

م و صحت سؤال. اين به مثبت جوابى و د٠مىرل ى سن ر ت بيا ا ي حد ز ديكر ا

س جمله از س سؤال و ٣هرساين حد و ك أنها مورد در كه  ۵جب

م صحيت هي ن بعد به ١٩۴٠ سال از - كرد هد خوا روثن كرد خوا ضيدانا ريا

ش ن' هواء' كارتان. ٠يئوئر أميشسر. مئل بز س هرثتاي و ك ي ىكا و ج ك ن لا ي

ن ختما ر بررسس مورد ز ها حلقه اين سا ى نتايح به و دادند نإ ت مهم  دم

ا هوا —وئربرإ كارتان_ معروف قضية يانتند. ك در بزاا ي ي ل م ىها حلفه در ىك ي ق ت

رود٠ب س ر ن و شعا ي ن ب:٠ ب ىو
كا٠ ٠ ((اكر م حلقة ب عي ق م زيرحلفة ا٠يك S و tF ركز٠ با ت ي ق دبا آن ت  ت

ixSx ج ٠* هر لآى1به و  c  s iX ه كا ن .))5 = ٠ يا 5 ع . أ

ى ١٩۵٠ سال در ك لان  كه كرد ثابت و داد تعميم دإ ودربرن قضية كاي

ف ٠ اكر م حلقة ي ي ن د رأديكال . روى ٠ و بود. مركز. با ت ن ا  ٠ آنكاه ب

- جابى جابه ت  ىدهد٠ نتيجه ز برنرود نضية مطلب، اين كه كنيد توجه ا

كر زيرا د متناهى ٠ ا ن ا  آن عضو هر و است متناهى كروهى ٠ آنكاه ب

ت .٠سر دارد. متناهى مرتبهاى ث ن ك ز ل هرثتاين سالها ا ا ر س ١٩٧٨ د د  ح

رداً حك ط رإل ر ]:١٩زي

. ر ك ا ) ف ( م حلقة ي ي ق دبا مركز. با ت عدد .لا’١ V ج ٠'' هر وبهارى ث

ة١(لآ طبيعى ود7ى ج ه و ت ن د دا ن ا i ع ٠بهطورىكه ب xyx y n x>y

ه كا ى ٠ آن جاي ه ست.)) جاب ا

س اين ىكا قضية از تعميمى درواذع حد ك لان ت ي س  برإى ىكويدكه٠ زين ا

ى تنها ٠ نبود ٧جابهجاي ن ت كا س ى ا جاكرها ه ى جاب رب ل F روى ض ديكا رإ

1. Hesse 2. KOtlie 3. Kurosch 4. Herstein

Hua .٠( Jacobson ٠.؟

د. س باثت ر س د ى در نوق حد ى n = ٢(»,!)"' حالت x y ا و ؛ لأ  ن

س درستى هرثتاين بود. رسيده اثبات به )٢۶( كوبيا و يوتجا  در رإ خود حد

د متناهى ٠ كه حالنى فنا F يا ب د ز ن ث ا  است. كرده تابت ]٢٠ و ١٩[ ب

ر س د ء ف ا ض ر أ ء خ ى(٠ا ى ن ا٠ال ء م٣. ( ء « = ض (* .» س( د  ي

ه د عانه حنى هرثتاين ٠ ]٣ل است ن جا س ث ل به اأ خود حد ك نيز موضعى ث

] ذ ك س ن ا ء:١٩ب
ف ٠ ((اكر ة ي ف م حل ب د F م^ز با ش ذ  بهاةى و ى ج ٠* و ب

ى عدد X ج ٠٠ هر ع ه وجود 7(لآاتل)أ طبي ت ن ا د د ن ا كه طورى به ب

F آنكاه -ءهء)،١-ى١ء)"(٠(لآ ج F ع a((.
ل دو ل ا ا زاينى رياضيدان قب ب ي ىكه در ب ما F حالن دبا زناث  اين به ث

س ه1 توضيح به لازم ولى ]١ ١[ داد مئبت ياسخى حد ك ت س دو س  اخير حد

ه حل هنوز كلى حالت در د ن ماندءاند. باقى ن

ر ا ى نضبة خي ك لان ي ا و داد. تعميم ز كا ن  F روى ٠تم اكر كه دادءاند ن ن

دبا زديكال ت جابهجايى ٠ آنكاه ث س توجهكنيدكه ].۴[ ا حد  هرشتاين در

لاذد ٠روى ضربى ىجاكرهابهجا مجموعة ديكا ىكه ة  خوق درنضبة درحال

 فرضيات ولى است زد.بكال F روى نيز جاكرها جابه از ضربى حاصل هر

ى نضية فرضيات از خوق قضية ك لان ر كاي مت ك ر س دركنار است. بيا حد

س هرئتاين ‘فبلى ع نيز ر زير حد طب : خود دخودى ٠ك ىكتد٠ ل ت ا ب ل ا ج

ل ٠ ((اكر م حلتة ي ي ت . زيرؤمالى زئعروه N و iF ز٤مر با ت * ز ا

دبا دبا زديكال F ^ى بهطورءاكه ث i(.N c آنكاه ث  F

Iى در حتى سحد ين دبا نرمال N كهحالت ت ٥نشد ثابت نيز ث  ولى اس

ما F يا بعد متناهى ٠ قتى و آن درستى دبا زنان ن خود توسط ث  به هرنتاي

]-٢٠ و ١٩[ است رسيده اثبات

م ها:ن حلقه ضربى كروههاى مورد در  مهمى مطلب ثوا ي ق  به ت

ا وى رساند. اثبات ن ى ضربى كرو. كه داد نن م حلقة ي ي ق جايى جابه غير ت

ت نيز أميتعر باشد. يدير حل ذمىتواذد  زيعروههاى روى ارزندءاى تحنيقا
م هاى حلفه متناهى ي ق ل ى1درمذاله ١٩۵۵ سال در او داد؛ انجام ت ح ف م

ى ‘]٧[ ى نا.)كرنهها ه نا ذ ٠زك ت ذ وا ف ضريى رؤ٤زي ست م حلقن ي ي ت
ة با ح خ ن ذ صغر م ث ا د كرد. بندى رده ب ي ا د جالب ن برإيتا ت ث ا  اكر بدانيد كه ب

م حلقة ي ق ة دارإى ٠ ت ص خ  آن متناهى هرزيرئروه آنكاه باشد P ا ٠ مث

رساده موضع اين اثبات است! دورى  و iG > ٠ كنيد نرض است. بسيا

G د. متناهى ث ا ده حلقة حال ب وليدث Iو Zj( توسط ن G د؛ ري كي ظرب رن  جون د

م ٠ و ق س رد ندا صقر عليه م ى اين ي م حلقة ي ي ق ت متناهى ت بنا لذا و اس

ن ودررن ٠ذضي ر دا ى زيركروههاى ٠مىد'ذجمك ولى است. ب ه ا ن  ميدانها ت

ه لذا و دورىاد ج . دورى G ىثمريمكه٠ ب ت ن رحتى٠ب همجنين ا وا س

ن ى روههاى٤زي دادكه نتا بل م هاى حلقه متاهى و آ ي ن د- دورى ت سن  در م

جعن ١٩٧٧ سال  حلقءهاى ضربى ز.بةروههاى درمورد  ؤال٠ اين ]٢۵[ ي

م ي ح ت كا ضرس أ.اكرؤ .٠مىكذدك ط م حلقن ي ي  هوار. جايهجا.بى غير ت
ل ل نام ؟ مولدى دو آرد كروه ي ت زكه سؤال اين ا  F روى ٠ بعد درحالت

د متناهى ه وجود a مانند جبرى عنصرى يا بان د داثن ث ا F(كه طورى به ب ( a

ى د!اى ختي ري ود ح ذد نابديهى ر ت ياسخى ٠با ح به لازم دارد. مب س و ي

ت بوده مثبت سؤال اين جواب نيز ديكر خاص حالات در كه است  ]-١۵[ اس

ى ترذيوذهاى1حلقةكو H ذرضكذيد ه٠ H* و حفيق و ر ك ق ت  باشد. أن ضربى ت

ن مى'ران هيلبرت ٩٠ قضيذ اسكولم-ذوترو قضية از استعاده با هر دكه دا نثا



م هاى حلفه به دريجه!ى ي ق ٢١ت

+ a + bi + cj مانن عنصرى يعنى است د بر بز أن ئرم كه عضرى  (Ik 

ن كه رآ V = ١ د  +  c٠ ب ة٢ ب ٢a ى ٣ طرنى از است. ضربى جابهجاكر ي

ت ترم جون ص د بإبر ضربى جابهجاكر هر نرم بنابإين داردا ضربى حا -
ت أ  آ٠مىكيري نتيجه لدا و ا ت ي ن ز د ى ا ر م ل عنا ي ك ن د ت ه ٠ث ك ت س  نرم ا

ا٠ آنها ك ت. ب س ده با ا عا ست ن ا زاي ت ! صي ه نمىتو خا ك د =  د ر    د

ن ؛١۶[ ا ن . ن د ه دا د رI كه تI ث ك ^ ك  از غيرمعزى زيرنرمال يعروه ز ٠ب

شد  زر درون (.عنى با ركرق ه م ن ن ا ) د د ن ا ه ب كا c  أب ر و    ننيجه د

ن اسست. ل ٨' ا ن ن ر ت و ه سكا س ؛١٨[ ( د زده حد ود  يعروه ز هر كه ب

ا از زيرنرمال ك م حلقة ي سي ت. نرمال ،تق س ر ا د كفته كه طور همان وافع د  ث

ت اين صي ت برقزر  برإى خا س ى ا و ول ن نمىت ا ث ه ن ك د ى دا ى حلقه بز  ها

ى م سي ز كه تق ع د آنها م ي م ى ني ضع د  ٣ ضابطة با مو ث ا ن—p( ب ا د  ب

ى. ضع سع مو و ى ن ه ن متنا كا  ميدا ب د. ت  يا  آ س ن كه ا رآ  د

ى توا ى ازورو ن ن ا د ت.) عضوى  ب س ت ادعا اين ا س ر . د ت ي د ن رينغيل  ك

ر ل١٧[ خود منالة د ا س ر د ه ك ب به ١٩٨١ ؛ ت ٠رسسد جا س س ! ر حد ر  زي

ح ط ه ىكذد:٠ م ر ك (ا ك ( م حلقة ي ي ق شد' ت ه با كا  غير زيرنرمال زيعروه هر آن

ى ل ٥ ' از معز م ا ا٠ ث ك ىغير نرمال زيعرو. ي ز ه از مع سنان وى است.)) ا

ى كه مىدهد م هاى حلته بإ ب غ ى ت ه  موضعى ن1ميد٠رز آنها معز كه بعد متا

س است. ور) نجن ٢( . درست ذوف حد ت ا

، هاى حلقه در مطح مباحث از يكى م ي ق  عناصر ويعيهاى بررسى ت

كا كه ذيم1مىد است. آن جبرى ري ئ حلقة د كا ى٠اكردوعنصررو جادجاي  ي

ع آنكاه بانند، جبرى زرحلقه جم  زيرحلقه آن روى نيز آنها حاصلضرب و م

م هاى حلقه ولى اسست. جبرى ي ق ى ت ن ما خت  از و رند دا ييجيده و مرموز ا

ت در ذمىكذذد. تبعيت نانون اين ده با ن1مىتو حقيق سفا  هيلبرت س٠رو از ا

ت تقسيمى حلقة ع كه طورى به ساخ جم  جرى عنصر دو حاصلضرب و م

ى اينكه بزى مباند. جبرى معز. روى م هاى حلفه جبرى ويعيها س  بهتر ز ش

صيم ن بثنا س ه ن بود جبرى كه است مهم مطلب اين دان  زيرمجموعههايى ب

ه ز  ٠زيرمجموءهها اين از كا۴ هر به داد. خواهد نتيجه ز ٥ بودن جبرى ا

زكنذه مجموعه كا٠ي خيا ٠مىكوييم جبرى‘تعيي د ثابت ا ت ٠ث  هعاه ؛كه٢[ ا

د جبرى F روى ره ث ا . جبرى F روى ٥ آنكا. ب ت  كا٠ي ثمه بنابزين ا

دمى نظر به است. ٥ بزى جبرى تعييزكنندة مجموعة م زيعروه هر كه ر

ه غيرمعزى نرمال ا ز ه ا ع و م ج م ه د ف ذ ذ ك ىباشدو جبرى من س ر اين د
ما F كه حالنى در مطلب د ز نان ن ا ت رسده اثبات به ب ء.١[ ا

د ي ا ب سؤال اين ن ه جال ك د ن ا ل جبرى تعييزكنندة هاى مجموعه ب ما  بني

. كدامها ن ن س اين ؛٢در[ ه ه مطح حد د ه1 ث ك ت  جابهجاكرهاى مجموعة -

كا ضربى ر حالت در اسست. جبرى تعييزكنندة مجموعة ي  F بودن ناثما

س صحت ؛.١[ است ٠رسد اثبات به نوق حد

ة با درارنباط ل ا بودن جبرى ا ه ف س ٠ءل و ك ش اين ]٢ ١در[ جب ر  ي

ك مطح  د ك kJu بودن جبرى iF روى D بودن جبرى آيا ٠س M n{D 

F ؟٠مى ايجاب ز ك

ل ا ر ر ،١٩۵۶ د ت ب تأ دثاب ر ه۶[ ك ى بزى ]ك ها  نوق سزال نانعاز ه

ا برهانى او دارد. مثبت جوابى ت ب س ر طولانى ن  جبرى ايدهآلهاى جعع اسا

اًلهاى٠ايد از اسسفاد. بدون و كوتا. اثباتى ملاحظه برإى ننده خوا داد. ازئه

د جبرى وا -رجع ؛١[ به س- د ك

سا اخيركه لهاى درسا ت جابدجايئ غير جبرى هند رن  داشته نزوان ييث

م هاى حلقه از ناورداهايى است س ق ى ت ت خمها تابعى ميدانهاى ^ مده بددس  آ

ه1د توجه بايد است. ك ت ن 'تناطرطبيعى ايجاد ايدة س ى ساده هاى حلفه يا شيا  وا

ه يت و رهاىزكا ا جبرى سةهند م جت ر رمىكيرد س ود ل ذا ا ١ ٩ ٣ ۴ ا  ظرى ت

ه ب و ردة از تابعى ميدانهاى ميان د د ر ن ن و برنإركرد جبركواترنيونى م ا  ت

ت ماتريسها حلقة با جبركواترنيونى دادكه ضد٠ يكريخ ميدان اكر تنها و كرI ى

د. كويا أن تابعى ن ا د ب ي ا ه لازم خواننده بزى نوضيح اين ن ك د ن ا ‘جبركوامرنيونى ب

كا شبيه جبرى ست ضكذيد مىذود: تعريف جنين ترذيوذهاستكه1كو٠د ك K ذر  ي

. با ميدان د د ث هي رد = fj*) و ٥٢ = a ج K " نإ  fiO fjX b I

ن راي د توليد جبر-٨'مورت د ط ٠ن و ه “ ن كا و م جبر زي وي ك وف رب ; ا ى .ي  ي
د. اين ازويت I ا y ك ت ر )١٩۴۴١ ب صب ب )١٩۵۵١ وأ  )١٩۶٣١ ٢و

ت يا توسعه و كرنت ر نز مطالعه مورد ت . ن تل كا ساده حلقة هر به ب  واريتة ي

ى  ث ن ك ت است مورم برإوئزسورى واريتة به مروزه  كه ن ب  اين ىدهدكه٠ ن

ك واريته ى نضاى ي نث ك ن ت ا  يسها ماتر جبر جبرمتناطرآن كه وقنى نقط ا

د با ر آ بعد ل سا جند . ن ت ا ن ميدا مفهوم ب ك ذ ن ا و كرد معرنى  \ نوعى ة ن ن ن ن

ع مفهرم اين كه داد رواق ت. برإوئزسورى واريته روى كويا توابع ميدان د س  ا

أ سجس ن ى جابه غير ى لوا كا كوهومولوزى ي مطالعة برأى ابزرى ن عنوا به ز جاي

ا ى ميدانها ك ستفاد. مورد نوعى ة نند ن ت مهمى نتايح وبه قزرداد ا س ياقت. د

ه تحولى حابهجا.بى غير جبرى هندسة همءكنون ريانت ك كم٠وك دي بهرة اً

ن ز خويش وانعى ثا ت اتر در ذيد1مىد همازطوركه ٠مىدهد ن رن  جبر يين

ش جابهءجايى ضا وييداي ه اين زمينه. درايء، متعدد اساسى ياى ن خ  صورت به ثا

د ك سي لا مد. در ك ن آن ياىقضا يرى٤بهكا و آ ا  متداول رياضيدأنان اكئر ب

ه ت ن ر صسا سس ا ا ى يا قضا د Iتعد يى جا به جا عير جبر ر د كه لى حا ر د . ست I ك

- محدود ت ج نول به ا م نرن ٠۴ئغرو ت ت قرن ي ا ض ى را جا بد  و بود جا

ت نرن م و ي ك ت نرن ي أ ص ى غير را جاذ د  بود. خواهد جا

ن ا ن ي م ر ت ى ل ا ه س ر ت ا ك م ة ي ق م حل ي ق ت

نا ية نظر رب ى لايب ن زما ز ا يى جا به جا ىها حلقه روى نها دت يت ١ل ا ر د ن ۶ ٩ ۶ 

ز نظريه اين لايلاس و لاكزنز مر، كز٠ واندرموند ا۵بزو سجس و است آمده يديد

د. توسعه ى. دا ون سردرنيعه زاكوبى وك شكل به آزز نوزدهم نرن اول وسلوس
ده مورد امروزيش سفا ت دادءاد. نزر ا ن ز ن دترمينا لغ ي ت خ  در باركاوس ن

ل ت ب ركتا د ١٨٠١ ا  ز اكردنربنان است. ٠بهكاربرد خود حسايى حقيقا

ا بزى ك ع ٠جابهجايى حلفة مانن جابدجايئ غير حلقة ي جم  بهاى ضر حاصل م

ه نطرهاى عناصر ن ك ز ت با ي ف منغى و مثبت علام  بهدليل نكاهآ كنيم، تعري

ب٠تر اينكه ب در عضا  ي ر غ صل رد بررسس خوثى"اذبر.بغى بايد است مهم حا ث

ت نيز أن حوشتعريغى٠ اكر ضمن در و ص شرد ثاب خ ش ت م ع ي ها كه ن ى ويعي

ا تابع اصلى رب ه ز ن دت نت . با دا د خعتين ن د وسوسه كه كسمى ن ابع كه ث

ن ربنا ى  دت ى يإ ها دي ت ' عرذى٠ كواترتيونها  ما د ى ك  او ولى يود كيل

ىرء ش I٠ءل . موثق ر كا اين ر د زيءدش تلا د ئ  ن

ت ب ك ى ش ل ي ر ك ف د ري ع ن ت نا مي ر دت

ل دو دقيقا ف بعد ا ث ك ز ى ١٨۴۵ سال در يعنى كواترنيونها ا  تصميم كيل

Mj از ابعى كرنت i{H به H ف ء تعري  در ن دترمينا اصلى ويعيهاى كه ك

1. W itt 2. Roquette 3. Severi 4. Shafarevich 5. BGzout 

G. Vandermonde 7. Disquistiones a rith m e tics



١ شمارة ،٨ سال ‘رياضى نثر٢٢

ه دا ز تدايى٠جايه حالت ن -با ن د  مقادير براى رإ تاح اين كرد سعى درابتدا او ن

ف تعر 71 = ٢١٣ يعنى 71 كوجكط ى ن ترمينا د كر I كند. ي نمايثى Cdet با ا٠ كيل

سط كرد تعريف جنين ز ت (ب ب اول): سنون به ن

Cdet A =  (L\bT — ٠٢ء١

C d e t ^  =  a ١ (6٣cr — byer) -  (lx (b\Cr bye١ +  ay{b\C\ -  &TC١)

س تابع اين آيا ولى ا ن  ماتريس اين سطر كه(كردو شد متوجه كيلى است؟ م

ى و د ما نن كاه با ريم آن دا

٥0,1(ahCdet

ى در ن دو اكر كه حال و ى ن و تد به باشند ما مىآور.بم س

. صغر لزوما كه ت ي ت زيادى (هميت وى بزى يديده اين البته ن ث دا  او و ن

د لترمينان اين ربارة د ى1مقاله كه كرد مصمم ز ب و ن ن اكرجه .ب ي ن ى ب ز  بي

ق امروزبا نبست. ر يماسا ما مدا

ى بياييد حال ر كم  اساس بر كنيم. صحبت دترمينان تاح دربارة دقيقت

M :  ٠ب H تاح ميدانها. روى دترمبان از تجربياتمان H تاح ز

ذ٠س ق ت ل ي س٠ة ث س د / ; ل
)ii( ٠ ج هر رى1بهA,B  (4{AB ) =  d{A )d(B

)iii( اكر A ىماتر س د ي ث ا ى در H عنصرى كردن ضرب از كه ب  ي

 در A از سنونى كردن ضرب از يا ديكر سطر به آن كردن اضانه و A سطر

كأ ت از عنصر ي نكا.آ آ.يدا هدست٠ ديكر سنون با آن كردن جمع و رإست سم

')d{A ) : d{A.

د نبا ١ ثابت تاح I اكر كه داد سنان مىتو|لء ط آنكاه ن ر  ايجاب دوم ث

م٠مىك د ا هب شت د| د س ر ت ما ر ه ى ز ه| هب ك سة؛(دكا = ٠ د ه[٠( ء).١٠كذيدب

ى كا بنابإين ت ل س ص واروزينير ى مامر.سها روى تنها ة) تابع اثر ا خ  ش

ط كنيم. ر ق ر ىتوال،٠ د! I٠r ن ى ضرب ب ر.ب ت به مات كرد- ببان زير هور

ى e%j كنيم فرضى ري ن ا ة كه باشد م ي ن ى آن م1و:ا' ل  آن هاى دزيه بفيه و ي

Bا٠مىكذب تعر,بى ة ج هر به)زى صفرند. ij b  =  I i b e i j  (7 /  j

B اكر ij(b ت از ز ب سم از وام سطر كنيم، ضرب A ما'زسس در ج

ت ب س ر با و ضرب ٤٠ در ج ع ،■امط د ج د ر آن اكر و ش

ت از :/'ام ستون كنيم، ضرب A در زست سمت از ز ضرب ٥ در رإ

ع وام سون يا و ود٠مىت د ج رد ع ش دو به توجه با ب  d تاع اخير و

ه ج ى٠ب كه سكير-م ب و هر و ٤٠هر اة )(زص ز ا  ء.٤((ة)-راه) = ١ ٠؛

ز٤٠( بون ( -5 = ١( (ه ) ب٠حا راء)'’- ر خ ى٠ل ءها سناهى ا  (ه)وا
G از روهى٤زي L n{H ل د تشكي S با رإ أن كه ذ٠س L n (H ش ي  نا

م.٠ هي د ى در كنيد توجه ى دبا ميدان K كه حالت s( ن Ln{K ل م ا  تمام ن

ى ماتر ه1 سهاي ك ت ى اذًها دتربنان ى ري زب ن ولى ]١۴[ است ب و  دراينجا ما ب

نا تاح هتوز رب ىد S نداريم. ن L „ ( H رديم٠ت جنين را ك ريم ريف وابدوا
S كه دهيم ازئه نىدترمينا تآح نيمبتوا L n(H ة ت . آن ه د ن ا  سؤالى حال ب

دمى نظر به طبيعى كه ت اين ر ب ى كار اين آيا كه ا دن ؟ ث ت ي  ا

د زض ٠ ١ قضية ديا دنربنان تاح يع كي  ييان كه ثرطى سه در يعنى ث

د ندر كذ. صدق ت ي d(( صورت ا M tl(H ز لهجايى٠جا ءه\ى مجمو زعر\ 

H .است

M(تصرر كه مىكويد قضيه اين fi(H تحت d ك درون در بايد ه ٠ي خ  ن

ه٠ ديده بهزحتى قرإركيرد. مختلط ازاعداد ك د ء ت دتزمينازكيلى ى س وثا  ي

دتربنان لذا و است تناقضى رد ١ قضية با اين كه است ^ بزبر آن برد يعنى

ى تاع كيلى ى جالب - ما ز ت ي ن
ل د به بايد ١ قضية برهان ازآوردن قب ن ره نكته ب  كنيد نرضى كنيم. اثا

.با نترميناد تاح وممء لمء ص ٠ د ندر ث ى بون صورت اي و ا ت ت را را رق ر ز

ن بهزودى زيز ستفاد. ازآ ن كرد. هيم خوا ا تزير لم همجني راثبا  ١ قضية د

كا٠ك ما به .كرد هدخوا م

د زض .١ لم G كي Ln(H ج A ن B( صورت دراي e SL ,){H

رذ وجود X.ج  B كد يدتورى دا b (x = ^ ن١ در كه

لآنيد.ر  جون رهان. ل است. وا ذ ى .بكى لاا ن ازدز.بهها  أن اول سو

ب با است. ناصعر ئ ۶١ مثلأ طر وامين كردن ضر ر س ز١- ع٤١١ع(7ر١ د ا ( 

ت ب سم ل ».١١ — ١ ىآوريم٠ دسست به ولI سطر به آن كردن نهضا Iو ب حا

ى٠ب حت ن ز وا ر ست ي د را اول سون هاى لريه ا ر ك ر ن ن و م ب  نريند طور ه

 مىثرد. ثابت حكم درنتيجه، كه داد انجام بعدى منونهاى بزى

H تاح .١ نضيه يرهان H زى1به اً:٠مىكذي تعريف جنين  ا

ىدهج X ج H هر ) ٢ل ة ( (أ . = ء٤( ر ( داريم فوق نم يناير (إ

f H  =  d Mn{H ش براى ت ا ا س ا ■71 = ٣ فرض ب

ربم حاو دا



م هاى حلفه به يجه|ى ي ق ت

ت معنى بدان اين و س ر كه ا ( ^ است. جابهجايى٠ (

M ل كنيد خرنى نكتد-  — I ى اذ هاً ود ديد. ب ىن  دستكاه كه م

(;) = M{Xy ل X بديهى جواب ش  y لدا و دازست M 

ر دي لان ى دترمينان تعريف بنابه اما است. وا اين و Cdet M = ٠ ريم دا كيل

ط ر ى ز دترمينان تاح اول ن ى لدا و ٠مىكذد شن ع دترمبنازكيل - خويى اب ت ب ن

ه كفته مطالب از د ن ن ي ن م هاى حلته با ونتى كه ىضد٠ استنتاج ب ي ق ت

وا ىكذيم٠ كار م٠ست ى تمام ي ها ق ي ن و نا رب ت در د رآورده ر! جابهجا.يى حال

ط كمى بايد مىرسد نظر به سن كنيم زي ل در .دهيم تفيير ز ث  ١٩٧٣ ا

تبيير ندكىI ز سوم شرط كرنت تصميم معروف نيزيكدان دايسن خريمن

هد نو ب ضكرد: شكل به ز آ زيرعو

B كنيد فرضى (*) ,A و C ٥ ماتريس مه  X .زى1به اكر باشند 

م داشته 7 طبيعى عدد ي ث ا - Lij ب  bjij -  Cjij ى  و I ا 7 هر يا

،C  =  :bى آنكاه ،٥٣٤ + ٣١ و d ا A  +  d B  =  d(C .برنرإرات

ر اين با كردكه ثابت وى ي ق ب ر و ف ن رد-٠ جابهجا.يى ب وال٠مى البته ىث

ا ن ط كه داد ن ن ي ط بداصانة دترمينان تابع دوم و ولا1 شإ ر ط )،٠( ن ر  سوم ث

ه ز دترمينان ج ت كار اين براى ٠مىدهد ب خ  ٠رلم هر بهارى ىكذيم٠ ثابت ن

١ = ))d{Bi,j(b. كنيد نرض 'B سما ر شد ت س از كه با ر  Bij{b( ما

ك بهجاى صغر جايكزينى با ة دامين در ٠ب ي ن ت قطر ل س  اين در آيد. دد

: B iA دهيم قرإر در(*) اكر و است لآنذايذير1و B صورت  I ت B 

ء و لآ '( ه ) = iC ١ يم٠مىكير نتيجه أنكاه = ))d(B tj(b. ط به بنا زيإ شر

ط بنايزين ت(ر)يء- ١ دوم' *)و اول دوئر د حتى ( ز ى ترط ا  ٠ذوىترذد نبل

ن حال ن ىدهيم٠ نتا ع بني ا اب ن رب  ندارد- وجود ردىكوأترنيونها نىل

( ° ن( و ٢ب ه١( = ٠ ( ت وادزنايدير ٠)٠(و  + -  داربم يس ا

١(( = -١. ل ( ه ( i طرفى از - j i~ \ j = ١' ج لذا -  لىكير.بم ٠ذب

(٠(ا-ل)ه(ا-ا)ه(ل)ه(،) -).١ت

ود س حاصل LD ١ زبطة ١ قضية بر بنا ازاينجا ض كه ن  تناق

اسست-

ب در ،١٨٨٩ سال در  هميلتنا بودهاى٠ئو\ذر اصول كتاب دوم وينس

در كيلى كه بود مطالبى حاوى كه كرد اصاخه آن به ى1ضميمه ويزستاركتاب

1. Dyson

ت دترمينان تعريف بزى تلاش لدر بود. آورده بددس ى ١٩٢٠ سا  ريانيدان

 مقاله دراين نوشت. كوازنيونها روى لترمينان بارة در جالبى مغالة ادوارد منا به

ك H به متعلق هامن لزيه با ٥ X ٥ ماتريس هر به او س ماتر ١ي ٢٥ X ٢٥ ي

ى با ها دإد ط د ل ى و ىكرد٠ نظيد خ ن ب ا ت ب ر ى د ل و ر س ة  ولى ت٠س

ل ا ك ث ش اين ا د٠ذ بودكه آن د ئ ها رى ز انً ى رب ىما ي٠دزيه با ي ق ا ل ت
م حلقة يكس. به ي ق داد. تعميم ٥لخواد ت

ى ا ه ل ا ر ة ١٩٣٠ د ل ا ف م ن تعري ى حلفه روى لترمينا ى ها جاي ه جاب ر  غي

ميا ى .قزركرخهت توجه مورد ر ب ص ا خ ث ندما ا ا ن ك ن ي ت ي ر I ،مور ب  ردسن ريجا و آ

ر متالاتى همكى ند ي شركردند. زمينه ا ر مقاله منت هاً د ن ر ق ب ر ت د كا ل ن ب  نا

ن زيرإ بود ى1ملاحظه رآ ت د ةI صحب ق حل ى ز ا ه ر ا ك ك جاغير حلقة ي ه ب  ى٠جا

د بود. آمده ميان به ي ا ت بتوان ث ف ى تنها ك س ى حد تا كه ك ل به زياد س ح سا  ا

ه ل مد نائل سا ن آ س رد جا ر زين يود ري ى د هاث ى مقال ن بزى نرمولهاي نا مي ر  ب

ب بر د س بيان جاكرها جابه ح ه نرمولها اين هرجند ث ت نبودند- رنته و س

ل در منجا سل  با نمود بيان مقاله(ثى در كه روثى با ديودونه ١٩۴٣ ا

ى شمن تتوا تمام هو ه اين نس ل د فيصله ز سا ث خ  .ب

ت  لترمينان تعريف در ديودونه مونقي

د مونق ديإودوذه ١٩۴٣ درسال ي بزى ز دترمينان فرمول ن ها رب روى مات

ى م حلفة ي ي ن ت به ٥ دلخوا ت س ق بررسى از سس او آورد. د ايدءهاى دني

ن كإ ن نابع برد كه بود دريءخذ به-ذوبى دي ا ن ب ر ر بايد ل د د جبري *وجود ي

ه نرإر جابهجايى ت ن ا ؛ د د ث ن به كه ظريغى نكتة با ه بود نكرده حطور بقيه ل

ى نيبروء بايد جبرى موجود بودكهاين اين جاي ب جابد خا د انت ئ ى  حلقة نه م

ح كه روثى جابهجايىاً! ر آن ش ر د ت روثى دقيقأ مىاًيد ز  مقالة از كه ا

خد ]١ ٣[ ديودونه است. كرديده ا

ض ك D كنيد فر سيم حلقة ب دبا تق ثعبيه دنيقأ  ج GLn{D( و ث

ا ن1مىتو ١ لم ن B( داد ن ن e s Ln{D و D كه طورى به رنددا وجود ا:٠ ج

ن = 4( رأ ص ركهد ك7( ه توليد كروه٠ء د ت.٨( توسط ن س سا : ر (

D آبلى ٠كرو حاد */D ى ءذهر و يد بكير نظر در رإ ج ر آن يه ز ٠ خا
ضانه د كنيد ا ه د ر إ ق = D   *D' ٧ }7{ و  D■ د '<£/*<£ جون  ٠ذيمكرو ;

1, ر1 ت ف a ج D عر زإى1يه ك م شري ي ن D 4 = ب ك ■ 7  =  7  - a 

ا به تبديل ك ى ذيمكروه ي جاي ه ود- جاب ىذ ف م ت اين ما هد س  نندما تابعى كه ا

D ب )let : M ji(D( م ي ز ا ى كه ي ز ى سه دا ع ي باشد. زير و

ج ا (الف ر د ماترصس ا ث ا ب از كه ب  دراسكالر د سطر يف كردن ضر

ت ٥ د أمد. س ن ا ه آنكاه ب س م دا ي ن ا =  let ب  adet A( كه كنيد توجه١ 

 مىدهيم.ا نمايش aزبا Da رإست همدسسة ٥ ع D هر به!زى

ى ماتر  اكر (ب) س كا كردن اصافه از كه باشد ي سطر به  سطر ي

ل ديكرش ص ود حا  .det و = 4̂det آنكاه ن

آ١ ( ).let ل = ب

ر ٠٢ لم د د\ذتة وجود det ئع١ت \ ث ا ط ٣ در كه ي ر آنكاه كذ صدق ذونى ث

ط ۶ دو ر ز ر٠ذ- ت ى ي دن .٠ م ذ ك ى

SL هر لآى1به )١ i{D د ريم دا ة ج let BA  =  det.،

ه =  اكر )٢ ك ن ^ رأ ،  ج 5((£)„,£ د كا ن .det د =  أ

Moore 3. Ore 4. coset 1 .ة. Heyting



ر٢۴ رة ٠٨ سال ياوغى، ر تث ١ شا

د صعر A سطرهاى از يكى اكر )٣ ن ا .det د = ٠ ريمدا آنكاه ب

۴( A ر وزاين ر ).let A= ٥ اكر تنها و اكر است وا

det (AB ع SLn{D هر لآى1به )۵ ) =  det A det B iA B.

ى از كه باشد ماتريسى B اكر ا۶ ت4ا A دوسطر تعوين س  ٠اًذكا آيد د

.١det A det B داريم

ى از متناهى تعداد حاصلضرب B جون )١ رهان. ها ري  Bij(X( مات

ا است كاخى،است ن م نن هي = det (B{j(X)A) د  det A. م ٠ اكر  و د ل

ت رإ A زام سطر ب ازسس ن و كنيم ضرب A در ي كاه بناميم، B رإ اً ر آن  بنا

ت صي ريم (الف) خا ).let ء = Adet د دا

ى C اكر ديكر طرف از ي ر ا  به B وام سطر كردن اضانه از كه باشد م

ت إ'ام سطر داريم (ب) خاصيت بنابر آنكاه آيد بددس

زأ ( د ) د )٠( let c  =  (let B  =  Adet A =  Adet(

ت اين )٢ س ت از ق س  ٠مىثرد نتيجه (ب) و (الف) و قبل ق

رد نتيجه (الف) خاصبت از )٣  ٠مىث

رباتد. A لرهىكذبد )۴ لانتايذي A طرى هر هورت دراين وا j  I ى  ركب

ت سطرهاى از خطى ا و ي س بنايزين ].١۴[ د ر  وجود B ج SLn(D ما

ى دازى BA كه طورى٩ دارد  م٠مىكيرب نتيجه اينجا از است. صغر سطر ب

 ىداذيم٠ ).let د = 7 كنيد نرض حال ).let د = )let ت 7

سما ر I ت e D ) B e SL i(D ل5٨كه(ذء؛) طورى به دارند وجود = A

ت بر بنا لذا س است. واروزاينر A نتيجه در و V = ٠ داريم )٢ ن

د واروزنايدر A اكر )۵ ن ا كاه ب  جيزى و است واروزاينر نيز AB آن

ى س نداريم. اثبات بإ ؛ € GLtl(D كنيد نرض ي  صورت اين در د

S L n D ج C كه طورى به دارد وجود C 6{x = داريم لذا و د

))let AB  =  det C x B  =  det fj x )B 

ى ti (X) B ماتريس ولى ري ت ب سمت زا X صرب ز I كه ت٠ا ما سطر در ب

ت B أخر هد- ه لدا و د٠مىأ. ب ج م٠ ب . ر ة

ZJdet B  =  det ^det B؛ = )let AB(

تو ولI قسست از )۶ صي رد٠ نتيجه (الف) خا  .ىث

ة ضي let : Mn( بء D ى١يكت .ح١ت .٢ ق D( ط در كه د\ود وجود رب  ن

١١، ا ا١ ف ا١ و ب ى ب دن ى )let ويهعلاوه ىكذد٠ م ى رور ي ى خت ء٠[ب م ذ ر  و

.٠ست١

}١١.٠٠١د7{أ مجموعة آنكاه باشتد، د ل د ي ك ن  1(11 برإى ى1يايه ت

ب مدول D عنوان به A,i( ع ٠أأ لذا و ىدهد٠ ب , Aدارند وجود )١

..١٠(ورىكه1بهح .١١٠١- (X k A k ح.١ د =ذ أ ر  صورت به مىتوان  ه
)٥i١١i ?i) =  At هنونت B دراًن ك t € D n أ٠مىكيري نتيجه لذا و

١٥)r ٥v  ■ L i s XkBk =  (٠,٠٠٠j C نرض

د ماتريس Cl ج _أ?بيرD١ ىكذيم٠  ماترس ة'ام سطر حنف (ز كه باث

C اكر آيد. بيردست {X و Xj) م و دو آنكاه باشند ناصمفر عنصر دو i ل

سترما ل در W و ببر ي \ ( ه ل به ز بير7أ٠( ك م. زير ن ز.ب ىا ر م س د  ماتري

Bj iCi با ز A jB j ن كرده تعويض ا M ز وأ م.٠س ن ي جني س هم  درماتري

Bj iCi  به Bi ل ش N با ز أن و كرده تبدي م٠ نمان ه د  ى

ه با شغال داريم (الف) خاصيت از ا

det Cl =  X  det بير

م  ( Bk سطر هر ببر مارسس در حال ب سمت ز ا رإ )تد ل  ضرب A :ع در ي

A j سطر با كرده B j م جعع ذي ك ى ن ٠م و T ب j i j i XkBk =  -A  iB i داربم 

Adet N- = ببر let( مىكيريم نتيجه ابنجا از و 

)let. Cl =  Xj (—A, )(let, N

C ماتريس سطرهاى تعويض‘ با كه كنيد توجه j متناهى دفعات بهI ىتوان٠ 

ت لذا و رسيد N به ١d مىاًوريم ددس e tC j-٠-J)١( - = let N( از و

ى اينجا و ثرد٠س حاصل زير تا

le t٩(١^١A+J)١( - = ، ء )“١+آ(١د٢١ه٠أ

م ٠ هر،'كه ازاى٠ب بنابإس ١detC عبارت iXi ل j“١A)*+مندارثابتى )—١ 

١A٢١d ذر)رمىدهيم حال است. e t٠ t);+د = )٠١ let.(

ت مطلوب تابع همان تابع اين ىكذيم٠ تابت اكنون ط يعنى اس  (للف)أ شإي

ج lA E Mn(D( ذرضكذيد دازست.  و(ب) (ب) س و ر  از باشدكه مات

ب ب سمت ز I aعنصر نكرد ضر سترما درسطرإءام ي ت A ي س اكر آيد. بدد

رد رقوإراست. بدوصح (الف) خاصيت باشد. ناينير رون وا د ك  ئر يذ رون وا ا

د ث ن وا نيز B آنكا. با ق بر لذا و است ينير د طة طب  داريم نوق تاح ضاب

١aA٢١d؛£ = adet د )A, لم ٠ (اكر e t)ء = )— ١+؛ det

ا از رهان. ه ت م د٠ نتيجه )۴( و )٢( ى ن و ى حداكثر كه ىث با تابع ي

إ با حال دارد. وجود نونى شرط سه ث س م (!تابع اين  روى ا زي ىا اكر ٠م

١ = ill ر ص٠ قإ س ).let, ,)٠ = a ىد م نرض ي ي ن  و //. < ١ ك

D ٠ let : Mn s D(

ط با ي إ ه مذكور ن خت ه سا د . ن د ن ا M اكر ب n(D ع A ن كي  باشد ت

ىسطرها An *٠.٠ ٠د١ و واروزينير A اكر -det A م٠مىدهي ر نرأ

ل A،)؛ ١ به A:, زين ه تبدي د ت. ن س ا آنكاه A;ء لم ٥ و A.؛ - ٠ اكر اما ا ن  نجهب

ى ز تابع ضابطة ى بإ ب د ن ت م٠بهكاربري kا د د let B مىآور.بم ب  — adet A.(

ل ه يسى ترما B كنيد نرض حا ك د ث ا د ازنراردادن ب  Aj جاى٩ Ai + ر

لآنذايذ.ر د اكر آيد. بءدست د يس ماتر در شد وا ت واروزناينر نيز B با س  ا

let B د و 0  (let.( دبا واروزينير د اكر كا.آ ث  وامدزيدير نبر B ن

ن است. و ى ب و ت تا س را رأ ررق زي

A + (ود + )Aj- - زد(،د = :?لود + زد زد



م هاى حلقه به ى١,ريجه ي ٢۵ش

ا اى نع اكر بنابرأين و ه وجود نع) ( س د دا ث ا  ريم دا آنكاه ٠ A تع ص ٥ كه ب

١d e tC ، =  ( le t s - H ١A)١( - = ^ let(

ىاكر (ما ا بهار و ر ه نع ه ت ن م دا ي ن ا ى أنكاه  = ٠ ب و ا ت

ت خواهيم رإ ت ت،واروزناينير A بنابرإين ■Bj — ٠ لذا و دا  تنائخى اين و اس

اسست.

ل١ شرط رى برى خال A كبل فرض ىكذم.٠ بررى ا بأ I دراين 

ت ىوبه ١ — ١ صور م نع < ١ هر زإ ري جه ■  ت ٥ دا تي رن -  د  

ى فرض ;* توب* ا بنابإين و ح * ا ج dمىكير.يم ب e t I كه توج*كنيد 
 □ است. )۴( و )٢( نرإيط نورى نتيجة تابع همريختى

 D كه مى هنكا كه است اين ديودونه ن ترمينا د تعريف جالب جنبة نكته.

ى جا ى جاد ن د. ميدان ي ى دترمباو نعريف يا مفهوم اين بائ ول  يكى س

D = ١ زيز مروتود D ت .det 6(x ل
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