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 جيست؟ ((آيا)) از منظور يرسيد ىشود٠ حتى

ى خت ت اين خاطر به ابهام اين از ب  ديدتماههاى از ز سوال اين كه ام

 و است رياضسكازن ٥ديدتما بين اختلاف، مهمزين كرد. مطح مىتو|ن مختلغى

د رند. دا رياضيات مبانى ربا سرول مذطغد|ذانىكه ديدتماه ي ا  منطقدانان بعضى ث

 ىد|ذذدكه٠ رياضيدانهايى ز خودثان هم اذًها جون كنند عتزض ا تماز اين به

I ى است. رياضى منطق ن تخصصشا زقضا ك ا جديد منطق كه نيست ث  خة ث

ه رياضيات از معنبرى ر بسيا د د وداذع د و است ن ن رية ي  تخصصى ملاذ كا نث

كا د|ر.بمكه منطق ري ن. اجمالى، نكاه د ه تمد مطالبتا ت  هيج موضى، از ن

ر با نرقى ث ٠دح٠\حؤ \ذد بجود \و لن١\ف مثل ندارد، رياصى يههاى نن جبل  و ١لا

ل جو( ذ آو نا ل ي ا ب ه ود مى كنيم، نكاه دقيقتركه حتى .١لاجبلث سب  مقاله|ى ن

لأ ٠كرد بيدا كة ٢٠ذي دربارة مث ب  ميدانها مدلهاى نظرين يا ناينيرى حل درجات مت

ط كه حا زل ج كلى سرشت ا ا مقاله|ى با نرقى ب ب ر  يبياتىتمإفها٤ت نظرية بد

 ٠يكء به اصطلاح به اينها باشد؛ نداشته تمروهها ولوزى؛٠بكوهر هماسسكى يا

ى ريوب جا هن  دستكاههاى ناتماميت بارة در تمودل لة مغا تمر I اما رند. دا تعلق ن

ت، بزى موضوعى اصل ضيا  و ارى٤ا بار در وكوهن او هاى قضيه يا ريا

ت انتخاب موضئ اصل استقلال  ها مجموعه نظرية موضوعهاى اصل به نسب

ب در درنظربكيريم' ة و ب ر ا ى ب هن ن يود, هيم خوا ديكرى ن و كارى ريم دا ب

ت كه ٢مىكذي ز ت هيلبر خدا عة د:٠مىذا فد\(يا ت خود مطال ضيا وسيلة4ب ريا

ض منطق ن طريق از ريا ب رت و ر آن ى. ل ٠ا٤دس د م اين و مولغوعى. ا

كارشان ذانىكه1رياضيد موضع ز متمازكنم ز آن هم1مىخو كه است موضع

زا لي ذا د اين از و ينيرىنا حل درجات يا تويولوزى جبريا اً ب ت. ن ها ز بي

ت حب  منطق از ن٠ و است، ناخوشايند نرإرياضيدان منزلة به منطقدان از ص

ت طور اين حب ت جيزى اين اما كرد، نخواهم ص دارم. ذهن در كه اس

 متاله دراين بكيرم، نديده ز رياضيكازن ديدتماه خواهم نمى صلأ1 اينكه با

 خصوص به و ٠مىكذم بررسى منطقدانان ديدتماه از ز بحث مورد سؤال عمدتأ

ا زمان از بسيارمهم:كورتتمودل.تمودل ازمنطقدانان شم|ذدازيكى٠ازب تن ن  ر ا

ر قضية ي ك م ث  كردن ييدا درصدد عمر يايان تا ١٩٣١ سال در ناتماميت ي

ل نصل و حل برإى جديدى موضئ اصول ئ ا ب بلانكليف م ا  و بود. ح

ل اين بر علاوه سا  ييوستار ((ساله نامتعارفش انتشارمقالة با بعد به ١٩۴٧ ان

ت نتور كا ن به بزى ى ا زه تا موضئ اصول بنبال به ؛١٢( ؟)) جيس ما  ن ند رسا ا

س  به مورد، دو هر در بود. ييوستار كاردينال عدد بار در صشهوركانتور حد

ى بايد جديد موضئ اصول اواين عتيدة ها ما رب  بالانر إمرنب؛ بينهايب د

و ها مجموعه نظرية در ج  مطالب منطغدانان اخير سالهاى در مى,شد. جت

ود بوط مر تمودل برنامة به كه ذد1وخته٠آ زيادى ىث  از اينكه بارة در اما ٠م

ود عايد نتايجى جه انها هاى يانته ىث ى هنوز ٠م . حرفها خيل ت  در ن٠ ه

جه جه مىبيذبد مقاله وآخر نيستم طرف بى اصلا مورد اين  بحثها ازاين ى1ذتي

هر خودتان تا كنم زئهI منصغانه هم ز مواضع ساير آ٠مىكذ سعى اما مىتميرمأ

ذتيجهتميرىكذيد. هيد خوا مى طور

 رياضى و منطق دركاربرد ز موضئ)) ((اصل \كسغو(د١٠ذكدسك١ هنكننو

ق اثبات  بديهىكه «يرهاى ىكذ:٠ تعريف جنين د رهان به مبازى آن م

أ صورى ست ود تاييد و ينيرفته بيان، محض به بلكه ذي ىن ىكذم٠ نكر .))م

ت ونتى حب صل از ص ضع٠ ا ضى و ذهن در كه جيزى اولين ود٠مىث ريا



ضى) شررؤ ٢ رة شما ، ١ ١ سال ن

: تعريف همين د!ربمكموبيئى ت ا اين ا ف ل١ك١<ع١ ىل . ٠ك م ا  ن

ت تعجب جاى تدر جه عملأ موضع اصل معناى كه ا ضيا ه و را  در ب

وم لنطق ه ف زل را د زن ، دور آرمانى اي د ى به لأ آن حتى بعخى است. ث عأ  ل

ب اين به و يدكار ا١ددغل ١ل٠غل لأ رتي ه ى ا ل ٠ك جد م ا

ت در قرإراست موضع ى جه خدم باشد. هدن

ع اصل از صحبت رياضيكارى وقتى ض و  منظورش معمولآ ٠مىكذد م

ع اصول ض و ش به مربوط م  نضاى حلقه) )كرو. مثل رياضيات از خاصى بخ

 اصول (ين است. آن امئال و هيلبرت فضاى تويولوزيى، نضاى I بردارى

ع ض و ■ رند كا شربع برإى اختيارى مبادى نه د(رذدا بديهى هاى٠بهكرر نهءكارى م

ه ١\خت\ؤه\ش٠ع \ذو\ع ١ذعا(يف صرنا اينها ك ن ست ه ه يل ه ل د  دروضعيتهاى ن

ف رياضى ختل ع اصل ١٠ذقؤ اما ىشوذد.٠ ظاهر م ض و معنا اين به رند دا ز م

ى ٠ك وب رج ر كد لىاًورذد خزهم با ى أن د ف ع ت انواع از ي ا ب برض يا ع

ح استدلال هاى نيوه ح عتند. وبعضى ذد1ص ى رد وا وهميزكه ني ر ختا  با ا

م موضوعها اصل اين از دستكاهى ي د كأ به كه كروهى مثلا — ث  يا معادله ي

ح كلى - است وابسته تويولوزيى نضاى يف د نتا ش ت ا ب ث  كارهاى بزى ٠ا

ت كنم، بحث بيشتردرايزباره بىاًذكه ن٠ داريم. اختيار در بعدى هب  اين ا

ءول ع م هومفوع ١\ ة\١ف J رياضيات درسازماندهى ز ( L( .مىداذم

ع اين از هم باز ‘تازء ل ن م ر بايد لرضرعها ا ركا ىكتم٠ نكر و بياوريم د

 ز معلوماتمان بتوانيم تا دارد ادامه جديد موضع اصول به .دزمرهز نيا اين

، قابل صررتى به ا ي كنيم. مبادله و عوجوركذيم٠ج ل

ع اصول رخلاف حالا، ض و  منطقدانى وقتى رياضيكارإن، ساختارى م

 است معتبرى اسسدءلال قوانين اولا منظورش ٠مىكذد موضع ازاصل صحبت

د، اعمال قابل رياضيات بخشهاى لرحمة بايد كه  موضوعى اصول وثانيا باث

هيم برإى است مفاهيم همة زيربناى كه تاع و مجموعه ٠ءدد مثل اوليه مفا

ضاذد- ضع!خير اصول ريا ق١دي هوخوع ١ول٠٠١ مىحواهم ز مو f.  ٠د t

ى بحث اين وارد اينجا در م ل جنين به ز نيا رياضيات اصلا ايًا كه شوم ن م  ا

رخ نه؛ يا دارد موضوعهايى  ٠مىدهد ز سؤال اين جواب رياضيات تحول تا

ل اين البته م  در دارندكه ربط ما موضع بنيادى اجرى جنان موضوعها؛ ا

لأ روزمره[رياضى] كار م ت لازم ا ي  رياضيدانها خيلى و بزنيم ز حرنشان ن

ت ممكن كا اس ا بكنند ز عمركارثان ي ك ي  حرنى اصول اين ز  هم دفعه و

ه معنى اين به اين اما نزنند. ك ت ي  اين به نيازى عمل توجيه درآخركاربزى ن

د اصرلا ث ا ب  هر در كرنت. ناديده ز اصول اين بشود درهرشرإيطى اينكه يا ٠ ن

رياضيات بزى رإ بنيادى موضع اصول ضرورت بحث، درادامة من حال،

م ل ٠مىكذم فرض م

كاه با خصوص به من ست ضع اصل دود ردو مو مفهومىكاردارم. حد د

ضع اصول  تسرملو-فزذكل موضع واصول اءدادا نظرية ددكينديئانوبزى مو

ى ج نظرية ز م٠ نرض وء*ها.٠ل ت ى يا ى ي ا ك ل ر ه ا ن ي ى ا بنازين ‘ريددا كل

 اما ىكذرم؛٠ ٠ذمىخورذد هم ما بحث درد به كه آنها، دنيق نرمولبندى از

ر لجبورم ر بارة د ى ب د و ييدايت ن دلايل و اذًها رت ولتا ى ‘نب هاي وم. بين ك  ب

كا درهردومورد، زي را كا ع ر  بعد كه بوده غيرصورى دستكاه((طبيعى)) ث

كا به تبديل ض دقيق مفهوم به صورى دستكاء ي ه ريا د است. ن

ل مو را ضع د د مو ي ك د ى ]٣[ د . طبيعى إعداد ز . .}٠ = }٠١١١٢١N

شرعكرد]1[ددكيذد ٠ عنصرأغازى ى زيكا تال مل ع ' بءذ١( و { :X x

ل و ىذوذد،٠ فرض يأيهاى و م ضع ا د بديهى مو ذ تا ر ا ى ٠ ابنكه از ءب  تال

ت عنصرى هيج ي ه ن ك ين ى وا كا تال ه.ب كاب ت. ي س J ا L نظرين زبان به 

ت اين به جموءهها٠ : نرمولبندى صور د و ن ن  س ري جكت ت مجموعه كو س  ا

ت ٠ عنصر حاوى كه س ت ا ح ى عمل وت ت. بسته تال س  عيرصورى مفهوم اينجا ا

د ٠١ددخو وءة٠ج٠ عدا زا ض بديهى طبيعى ا ود٠ نر  اصول ترتيب اين وبه ىذ

ضع، ل لذا و جازم مو م ل ددكيند ذد.1كا ص ت4ب ز استقرإ ا ركرذ ن تا كا ا ث  ن

هدكه ؤ با بإ توابع ن1مىتو بد ا ت٠ب ف  روى ساده ث را كرد. تعري  تعيين ينجا د

ع كه ىكذيم٠ ب ه ا ون ك ر ب ف ٠ د ضد٠ تعري ه نيز و ى ون ك ر در ب ف ى ع ل  ا

X ف ب مىشود تعري س ه اينكه برح كون ف ر د ب ه تعري د ر1از است: ث ا  ط

ت در ٠بهويز ت اثبا ستفاد. جازمي د.٠ ا و ا توابع ىث ك د يا ي  مستقل متفير جن

ح ى يفها تعر با كه به  از ر وذد توليد شتى٠باؤأ سادة و ص ىث  امروز ٠م

ذد.1ذامكرخته ودبه١ ١٠ب\(كئعو لتأ٠١ذو

و دا )٢۴[ يئان ش ابت ل كرد تلا و م ه بارة در موضوعى ا ك ين  كدا' ا

ل آبه رند دا وجود ها مجموعه و م ضع ا ت كند. اضافه ددكيند) مو  ه كف

ى ت ب ا ن . ن مجعوعداى - ذ تعيي ك ى ى بعد و ‘ل رطها ى ت ر ا ت ى ب  اير ز

ضع اصرل در نظركرفت. در خاصيتها  اسن اين معادل استقز يئانو مو

م كه ي وي ك ت هر ب صي ى اعداد خا ع ي ب ر زى كه ط غ م و باشد برقإر م  ت

سه تالى د ب ث ا ى اعداد تمام زى ب ع ي راست. برى طب

 ندارند بيشتر تحليل به زنيا خاصيت يا مجموعه مفاهيم كه بينيريم اكر

 نرهنء در وار اين آرمانى معناى به ددكيذد_يئانو موضع اصول نظرم به

ه نزديكط ملأ كا لغت د ض ازديبكاه اما است. ث ى منا همة ريا م  بريء كه هي

كا ست  بايد اذًها به مربوط فرضهاى همة و ^ند مى ر يهكا موضوعى اصل ٠د

ا منظور، اين بزى شوند. روثن طوركامل ك  اءد نظرية بزى صورى زبان ي

كه استقز ازاصل خواصى آن تنها و ىكذيم٠ تعيين خرمولها با زبان دراين ن

ت د س ت بيان قابل ساخت ر س  امر حاصل صورى ستكاه د .آ٠مىكذي ر ختيا I ا

ب ن PA وبا دارد نام نو يئل حا  ،PA صورى زبان در مىشود. داد. نثا

ت =) زبرى، زبطة يايهاى!ش زبطة س  ٠ و + عمليات بزى نمادهايى بايد ا

ه٠كئي اضافه و ٠ نمادهاى ك  ٠موض اصل اذًها شتى٠باؤئ تعريفهاى معادلات اً

ب ها مجموعه درنظرية و" + اينكه با باشد؛ ح ر  تتي به بنا معادلات اين ب

ب بزى كه اولى مرتبة زبان در ذدا1تعريف تابل ددكيند ا  به صورى ح

لآد٠ ن كودل اما نيمعتند. شدنى تعريف ى ثا  + ٠/ ،٠ وقتى ءكه١٠[ داد ن

، داشته ز ٠٠ م ي ن ا ى تواح همه ب زئثت P اوليه با A Jتعريف!ذد. قابل ٥

ا ددكيذد-يئاذوكه موضع اصول وخلاف ث ى من  دار واضحى ثهود

ر مبنايى بهنياز شدند، نيازناشى تسرملوازيكط موضع اصول ىكا  ذتلا1بإ

ل خيليها نظر به هاكه مجموعه نظرية كانتوردرزمينة كا ث ت. ا  بهخصو' داث

W( خوشترت^ى اصل از كانتور اينكه، O( مط بود. كرده اساسى استعادة 

ل اين م ى٠ ا جوءها ى لأ رل ىذتوربا نتوا ل ل اين خوشترتيبكرد. م ء ا  ا

ى٠در ز مختلغى ذال دي ر كا ب ت ءا ص كرد، اب  كاردينالء زى اينكه بدخمو

ريم ى»وءردا ه متتا ذا

)f i  K +  [I =  K ■ fi =  m a x (K > K ى ,١  r 

. يا كانتور ءلاؤ،٠ي د ا ف ت ن  از ا نامتناهى كارديتالهاى كه داد نتا



ت آيا ضيا ضئ (صول به ريا ز جديد مو سا نا فغرمن لوموند|رد؟/

ده با ن1مىتو سفا س ن عنوا به a ترتيبى اعداد از ا كرد: مرنب ‘اندي

٠ < Ha < ١ > ٠ ٠+H٠ < H٠ ٠ > ٥ < Hr >  H. <  H١ 

ن كه رأ ل١ هر د ا ن ي د ر كا ن ري ت ك ج و ك م ع ر -ب ي ز ت  وز ب س ى وبزى ‘ا ها  د

ى ى همة حد . حد ي ا ه م ك ت س >  ا  با همرإه درجهبندى، اين .  

ت اين صله ٠H٥ > ٢ كه واقعي ى به ز ما بلانا س د٠ حد ذ را  معروف كه ى

ضية به ر فر سا و ت: )CH( يي س  ا

)CH) H٠=١*r

س اين توسع است. ح ييوسآر كاردينال عدد ٢ زيز  ز ها ى همة به حد

 م:٠مىذامي )GCH(ر ييوستا نتة يا تعميم فرضية

)GCH( ١= م ه ٣)*٠ب

ى اين كرد ادعا ابتدا بود. كاتور بزى دغدغه(ى خوشترتيبى اصل توجيه  ي

 كند ثابت واضحزى اصل مبناى بر بإ آن كرد سحى بعد است، تفكر)) ((قانون

ضايتبخنى جيز اما د ييدا ر ث  سرملو ١ ٩ ٠ ۴ لLباردر ولI ز صلىI جنين .ن

 كرد تسرملوثابت ].٣١( كرد مطح )AC( انتخاب موضع اصل صورت به

AC م ز تل و بحث اما رزذد،1هم اينها درواقع است؛ WO م مل ر  كه بود اين ت

WO ل همان به ش تنها اثرنه انتشاراين بنبال به نبست. بديهى AC شك  ينر

AC ت بلكه ي زم برهان ب سل  كه ايرإدهايى رفع بزى رفت. سؤال زير هم ا

د كرفته اسنلزم برهان به ىث  كرد مطح موصوعى اصول ]٣٢إ در ئسرملو ٠م

م ىكرد٠ روثن كه كدا ش ز ها مجموعه از اصول دقيقأ لال سد را  ركرفته بعكا د

رتاذد موضع اصول اين است.  زوجهاى تهى' مجمرعة صداقى،٠هم ان ءبا

ى. و بينهايت تواتى. مجموعة نامرنب. كي ى موصع اصل تف كي ف  ىكويد٠ ت

i اشياء عف٠ هر بزى P (x مغروض مجموعة هر و a !ى مجموعه 

X:}  كه طورى به دارد وجود ة نند ما هم  a k P {x اصل اين 

ت دا معين خاصيت درتعيين كه مى بها ل طر سنا به  قزركرنت. اعتزض مورد ش

هنكد جيزى ك ت ى وفزنكل اسكولم وال، ث ى ييشتهادهاى جداكانه هري  دقين

 اين به دراصل ييشنهادها اين همة محدودتركنند. ز خاصيتها مطجكردندكه

د٠ ختم ث ط ز معين خاصيتهاى كه ى  كه آوريم شمار به خاصيتهايى آن نق

ع يايه!ى نمادهاى با جموءهها٠ نظرية صورى درزبان و  ٠مىشوذد بيان د

د نمى سرملو اصرل مطابق كه بود اين خاطر به ديكر اصلاح  Ha وجود ث

j بزى ز a( اين به ز جايكنارى موضع اصل فزنكل كرد؛ اثبات نامتناهى 

ى عنوان به فزنكل شرملو موضع اصبرل اضافهكرد. اصول كاه ي من  صورى د

 خوانده ZFC كنيم اضعافه آن به ز AC اكر و ىدهيم،٠ نشان ZF با ز

ود ىت ى نكتة اينجا ٠م ب و  وجود تسرملو اصول طبق اسستاكه اين توجه قابل ك

 كه )تهى مجموعة از آغير اشيايى وجود يعنى بود، ممكن ١اوليه)) «ءذصر

Zدر باشتد. نداشته عنحعرى هيج F ا ازاين ي ث  بزى بون صرذ^ذظرشده ا

نيستند. ضرورى ها مجموعه نظرية مبانى

ى آنجه اصعلاحات، اين از بعد  موضع اصرل كه بود اين ماند ياسخ ب

ل ك زن وف رمل ضع اصل دقيقأ ت ه مو ى ب ز ي موضع اصل ز اكراينها هستتد. ب

1. urelement

ى آرمانى معناى به رهن ت ن غ ريم ل  اين وضع از سش كه مفهومى بزى بايد بكي

ل و م ن ا ه ل ر ريم خود د شن. بديهى دا ة منهوم با ع و  بدون - ددخو\،ا س

ح ى ه ه—آن روى تيد ر ك ت وهلهء اولين د س وا ىت اين ياسخ بزى نامزدى م

ت، قبول قابل باشد مسأله ى هزطا بون نيع شخحة ي  اين مفهوم اين بديهى م

ه1 ك ت ? خاصيت هر بزى س (£ ? ءها.بىكه مجموعة ( ر كذذد د  صدق

شيد تناقضهايى به اين مىد(ذيمكه اما دارد. وجود  زسل ز زينشان ساده كه ك

٠T eخاصيت: با x(كرد بيان ٦)ي علامت ٦ ا است؛. نفين  همين ودقيق

ع ض ن ه تناق ك ت كا موضع اصل ا ي ك ف  بون ٠مىكيرد ز جلويثى سرملو ت

ط ز ? خاصيت ق ى براعضاى ن  a [مغروض] موجود)) قبل ((از مجموعة ي

ضداراز منهوم اين ٠مىكذد اعمال  توجيهى جه وذهكليتر(زأن' جموءه،٠تذاق

ل اول جوابىكه دارد؟ را ود مل ر ش ر  بود بيزى برح^سه ]٣٣[ داد ١٩٣٥ با

ق ١عل\ذغب سنسنه كه ع \ مجموعه ١س  از ها مجموعه شوير، اين در كرفت. م نا ه

وليه عناصرا با مرحله ازيايينترين شرع سولد.١٠هك بغا طبقه طبقه بالا به يايين

ت. س ن ا و م ازأنها امروزه ب ي ها رد رك ظ ذ رف ع تهى مجموعةزا ٠م ر ىكذيمكه٠ ن

ن ٠ با معمولا ئا ده ن ه، .ىشود٠ دا حل ر م ر ه ر ى مجموعه تمام د ه هاي ك ة ن طبق  در

ى ت قبل س هد ر آمدءاند ١ب ا د ك جموعة ي ر ىكذيم.٠ جحع ى تكام ى مرحلة د  بعد

ى همة ضا ءة٠ اع و س جل و ،٠( ى، ت ? ى ) ة يعن ع و ج صة س هه\ ء و س د  ١زي

a دنز اين سزنجام، ٠مىشوذد ملحق هم به ن ى متنا تز صبررت به ي  تكزر ه

ى بزى اما .ىشود٠ ل اين در ر زير مفاهيم به توجه مد  ها مجموعه نظرية د

د با ها مرحله اسستا: لازم عدا ص ترتيبى ا وذد٠ صثخ معا (يا مجموعة .ىث  ل

ي؛ ى جزئ ي ا ي ث ر كه ا ص  با آمدءاند ٠بهدسست a مرحلة د خ د من و ىث  ٠م

VQ V a V V

 ٠Vx : ى > A{ اجتماع

A حدى ترميبى عددهاى بزى

ؤ امروزه د ذ ا ست  ZFC موضع اصول مىكذذدكه ادعا ها مجموعه نظرية ءإن1د

ل زمجموءههاى٠ V عالم زى ى اشياى همة شا هىاذد. ،Va ي  لربى اما بدي

ى  زمين ددبىتد_يئانوثد، موضع اصول قبول به منجر شهودىكه با اين ثهود

ن تا سا ه نرق آ شت ها از مىكذد.كذ ن ي ود٠مىث نرض محرز اينجا آنجه ديكر، ىب

ى مفهوم ز ٥دلخوا زيرمجموعة عين ا ا ك  شرر اين اسستا. منروض مجموعه ي

ى طون لا ت از اف ضيا ه ريا ك ت س ر | د بهكاركرذته ها مجموعه نظرية مورد د و  واز ث

ط حا ى ل ف ل ل ن ح ه است؛ جدل م ر زبا راي ر بعدأ د ت ث ي ت ب حب م خوا ص كرد. هي

ى به رديم٤حالاب ى برنامةكودل سرحشمدها نيا ز ت  جديد موضع اصول ن

ل به كه دقاله|ى در تتمانا رةبا رد ١٩٣١ ا ي صورى دسنكاههاى بزى م

ت ش و ; ب م ].١٠[ حا ه وا خ ن به س ي را ما خت ج ا م دآورى يا ز ذآ. ى كن  بزى ول

ن ى به أنها يا هيع ك منا ه ك م ي ر ا د ز . ى٠ا د ذ ىا ع ع غ د ت ر٠ا ز ك ن ي ر در ها٠ت

ت٠ به اعداد نظرية ) f( = ٠ ض٠ ١ى٠ء٠ء و x )f {x(\ ت٠ به و)و \ ة ل جل  ل

x( = ٠ ١٠هةعةذو \(3x )f { x ر كه ى ا اينجا د است. اوليه شتى٠باؤ تابع ي

كزرهها ت اين ح ن!ذد صورتهاى ‘نغى عمل ت ٦)٧(ءت)/(ءت = ٥ يعنى دؤا

ت معادل س £g( = ٠ با ا {3x )g{x ن رآ ت g(x( د را ف f: ٠ اكر ص (x ) j 

ى و ت، ي س f( = ٠ اكر ا  (x . ه كا ست ل آن زبان كه S صورى د م  شا

ت س ى ا ح زكزرههاK 1 ردة ز حب ت ع س S هركاه بكوييم بتوانيم اكر ا



٢٢. ض ا ر ر رة ٠ ١ ١ سال ث ٢ شا

ت س ر حدح٠د٠ ازكزرءها K ردة بزى ا ك ت! س  ة  في هركاه بكوييم نيم بتوا ا

د٠ نتيجه 5( ه د ر في آنكاه في، K  و في) ى ت. صادق طبيعى د  عد ا د س  ا

ى به ن ن1مىتو سادك ثا ه ن دك ة دا ر ك t ا ')l) د ن ا ل ب م ا ت ره حتى (ا  و  ا

د آن) از ضعيفترى ث ض) عمومى كزرءهاى بزى ا ح (مح ح ت ص س  (ما ا

ن كودل (همازطوركه ثا ت. طور اين الزمأ وجودى هاى كزره بزى داد) ن س  ب

S ر تنها ىقو.ببم٠ <١٤<-١ ز ى وزذىكه٠ه د صحيح وجودى بزىكزرهها

د   . ب  (       ،_  ت

       ;Li  (.

ح \ذ ة دستكاه  يا ))( بستة نرمول هر بزى اكر است هزا١ة ر(لله٠ ظ١ل

. h 1( يا ٠ئ ر في س دو هيلبرت ة شت: PA بارة در اصلى حد  اينكه دا

ر متذاهىو]ر صورت به PA ارى٤ا ذي ت1اثباتي ط PA اينكه و س حا زل  ا

س هر است. كامل صررى حد  نغى كودل ١٩٣١ سال ناتماميت قضاياى با دو

د  طرزكازيى كه(به ى1ة صورى بردستكاههاى قضايا اين بهعلاوه ).١٠( ث

ه عرضه د  اعمال قابل بدهند ط 1*1 بسياركليترى صورت به ز PA و) باشند ث

. د ت ت Os محض عمومى كزرة يكة دستكاهى جنين هر به كودل ف ب  ن

ن خودش، كودر عدد طريق از ايزكزره' خود كهداد، ه1مىد ننا ك  درئ. د

. ينير اثبات ت ب ة ن ي ف د يت٠ا٠ئ\ئ ١\ول ق ود ش دو ٠ك ش دارد. بخ  به اول بخ

رة ىكويد٠ ما ك ة واقعأ  آنكاه ارباشد٤ا ا ر ر د ذ ي ت ا ب ث ت،ا س نيع  بنا ي

ت به خ ش است. صادق خودش ا ، مىكويد دوم بح رة ك سا١ ا  باشد ار٤-

ة هم S آنكاه ر ر1 د ذب تي ا ب ن نيست. ث و ه،٠٦Os صورت، درغيراين ب  ك

ى معادل ة اكر است، وجودى كزرة ب ر ر1 د ذي تي با  باشد، صادق بايد باشد، ث

ش خلاف اين و . اول بخ ت  كه مىكويد ما به كودد ١ذ\تم\هيت دو؟ فخية ا

ل اعدادي نظرية كزارة ، ة سازنارى مبين كه ت)0(ة)ا ت ر ة اكر ا قا  سا

ة باشد ر ر1 د ذي ي ت ا ب ش برهان امرازصورنبندى اين نيست. ث ة اول بخ ي ف  ق

د هى ستكا  ة اكر لبل د اين به ٠مىشود حاصل اول ث ا  همة آن در كه ب

ى ى كلى برنامة ٠اًذكا باشند، مررتبندى قابل تذاهىوار٠ استدلالها ر زئا  ا

 نمام ذدكه1يذيرقته عموما حالا ذجاميذيرنيست.1 ة بزى هيلبرت ر1متذاهىو

ى در نه اكر ٠متذاهىوار استدلال  PA در ولى صعيفتر، بسيار دستكاهها

 هيلبرت وار متناهى رى ا٤ز ا برنامة كه اينجاست و است، صورتبندى قابل

٠رد دل ز محدوديتهايثرء

   ،         

  . .         

  ][   ،  !   .  

 I         ،  

          .   

            

       .   ً:

ل . ٠ ٠ ي ل ى د ت ناتما واقع ى همة ذاتي مي ها ه كا ست ى د  صور

ضا ت اين تريا ل كه ا ي ك ث د جه هر انواع ت ا  به ن1مىتو ز ب

ت ر ر . داد ادامه متناهىتز م . صميم كزرءهاى [بونء . ى ت  كه نادر

ه اينجا ت خ وذدا ا ىث د اضانه با م بمنا بالاثم نواع  ن ث ينير تصميم ،س

د ذ و حة ،١٠[ سث ].١٩١ من

1. finitarily

ا اما، ب ئ ل ذم»ىشود! داده توضح اينجا ها مجموعه نظرية و ميت ناتما ط ا  دلي

ستكاهى ة دستكاه رى سا كه ست  اين ثى ا كفته نا  است اثبات قابل درد

 ة مقار عالم للخواء هاى زيرمجموعه I هايش مجموعه متغيرهاى دامنة كه

ف مىتوان آنها بيروسيلة كه است، ق تعريف ي د  كرد. عرضه ة زبان بزى م

. شنيده كودل از ۴٨٥ زنوشت مثل جيزى ١٩۴٠ دهة اواسط تا د ث  در ن

ة كودل موقع اين ب ؤ م ر ت، محكمى جاى يرينستن ييثرفتة مطالعات د ث دا

ش بود رفته و بود مرده هم هيلبرت  ٠يىكار

ل دراين د و ك ، ه ا م رده ز انقلابيش حكم دومين )١ ١در[ فا ك  اكر بود: ثابت

د  ث ا رب كا ز G كردن اصافه با ا C E j ش٠ ىماذد.٠سازكار   ل د ود  ك

كا ايجاد ادعا اين اثبات بزى د تجمعى مزتب سلسله ي  مدلى بهعنوان جدي

ط بودكه جموءهها٠ ازنظرية حا زل  تعريف جموءهها٠ نظرين داخل صررى ا

 منحصر شده ازئه هاى مجموعه مرحله هر در كه صررت اين به ٠مىشود

ود٠ ى ازمرحلة جموءههايى٠زير همة به ىث  ها جموعه نظرية درزبان كه قبل

د. ينير تعريف مرحله اًن بزى ثن ه ىها جموعه با ت خ ه ا د  در ‘طريق اين به ث

ن La با a مرحلة وذد٠ داد. نثا ا تعر و ىث ث ف ا ن ي ت ي ق هاى مجموعه مثل ل

va ت ل اينكه بجز ٠ا ح ! را ى د ل ض ا م نر ك ى ه

La La J D e f La

D كه ef(a ة هر بزى ع و م ع هجموعة  ج لا ) ؟ ما  يدذ٩نعديف جموءهه\لله٠ت

ة از 6 ع و م عه) كودل است.  ج لا ز ى جمو ختبن كا به متعلق خواندكه سا  ي

La باثد؛  L ن ىها مجموعه همة كرداية بزى ختي  ىدد-٠ بهكار يرسا

ع٠ ١خ٠\ و غ و و ن ي خت رند، ها مجموعه همة مىكو.بد للهسا ختيني ت به و سا ر ر  م

V : L رد.٠ داد. نشان زاين ىث ضع)) ((اصل ا مناسبى واسطة بهعنوان مو

س ساخارى رهان در ستفاد. زير صورت به كودل س ت ا  ود:٠س

د .١ ن ا رب كا ز سازكاراست.  +  = د  ا

. Z F  +  ^  =  ^ P A C f c G C H

ر مررى رى ازجاكذا د اً م ث =  معنا جه به ز كزره اين بكنريم! كه٢و١ء

ا ذيم1مىتو ك ل ي م ضع٠ ا  ذيم؟كودل1بد ها جموعه نظرية بزى نبول قابل و

ع اصل اين اظهارداشت ) ١٩٣٨ (حدود برهانش ازئة زمان در ب و  نوعى م

ص دقيقا يون ٠ هاست جموعه نظرين موصع اصرل بزى طبيعى مكمل  مشخ

 ذمىكذد.  كه رى كا — ىكذيم٠ صحبت داريم وءهها٠مج ازكدام ىكذد٠

ت به هى ديدكا با ل كود بعد، دهة در اما  نظرية اينكه مورد در اخلاطونى شد

، با جيزى جه بارة در بايد ها جموعه د V ن بود موضع اصل صريحأ ن L

ربار اولين وصع٠ اين ىكرد.٠ رد ز بدر تالهاى٠د ى منطق با ص  ل4 را

، عنوان ١٩۴۴درسال د ل منالة در اما ن  صرحت با ردكه كودل ١٩۴٧ ا

ل به بذخصرص اشارة با و ا . مطح ها جموعه نظرية نشدة حل م د  اين ث

ه عنوا با مقاله سال زيربود: نكات شامل ]١٢[ يبوستاركانتورجيعت؟)) ن((

ى بارة در ها جموعه نظرين . ١ م ى از V برن عال ي ا ي ث ت ا ي  كه ا

ل ت ت م اين دارند- وجود بثر ازانكاروتعبيإت م د عال ك ن شد٠ ت ى

ى نتيجة از ه نا زمت رت ز ك ل ت ي مجعرعة عم وا د عمل يعنى ير، ت ك ت

 هيج (بنابزين، مغروض. جموعة هر دلخوا؛ جموءههاى٠زير جموعة

ى  با ها مجموعه همة مىكويد كه ٠١ثم = L كنيم نبول كه رد ندا لليل

ى تعريفهاى )٠مىآيذد دست به توال



ت آيا ضيا ع مو اصول به ريا ٢٣نغرس دارد؟/سالومون نياز جديد ض

ق ارزش ها مجوعه نظرية ىها كزاره .٢ د دارند. )١ثم در١ معينى م

ذد.1صادق درثما ZFC موضع ومولI همة ا٠بهويز

 در كودل بحث مطابق دارد. معينى صدنى نيزارزش CH بنابزين .٣

]١٢،[C H است. ,حتمالأكاذب

ل بايد CH بنابزين .۴ ث بالاخر. بادكوهن (درواذع باثد. ZFCjl م

ل در ت ا ].)٢[ كرد ايززناب

 دردرجدينئ ٢؛٠ءء از K٥ وضعيت تعيين برإى ترتيب اين وبه .۵

، ها ف ل داريم. ZFC به جديدى موضع ادمول فزودنI نيازبه [بىترديد] ا

م توسيع با ىشود٠ ز جديد موضع ومولI اين .۶ ستقي  همان م

، ZFC ديرش به منجر كه غيردمورى استدلالهاى د  كرد نرمولبندى ث

جديد] موضع [ادمرل اينها ادءتريب دنينتر: رت عيا به ينيرفت. و

ى [قويأ] عدادI وجود بيازكنذة ... ذ ذت ا ذي است. با٠ از بزغتر دت

ل [اين] م ت اين جز جيزى ساده، بيان به Iموضوع ا ي  كلية كه ن

ط كه هايى مجموعه ت هاى نإيند از استفاد. با نق خ  جموءههاا٠ ا

ك دوباز خودثان مىآيذدا بهد,.ت ديكر. موضع لمولIمذكوردر ي

ل مجموعه شكي ى مبناى بنابإين وا١ مىدهذد ت كاربرد بزى جديد

 مالو ب. ز بينهاب ديكر موضع ادمرل ىثوذد.ا٠ نإيندها اين دوبارة

. است كرده نرمولبندى ص اومرل اين .. ن بدو  كه مىدهذد ننا

 امروز كه صورتى به ها مجموعه نظرية موضوعى اصل دستكا. تنها نه

 4هيجكول بدون ز دستكا. اين ن1مىتو بلكه است، اتمام مىثناسمم،

ى مرضع اهول با بودنى دبخواهى  طبيعى ادامة تتها كه جديد

].۵٢٠ صفحة ٠١٢[ تنويتكرد. ذد،1فعلى موضع اصرل

 و رساندن توان به تحت اكر است ١١5دستذب\غذذ فويأ)١ ز ناشما ردينال كا يك^

ى اكريم درنتيجه باشد. حدودكاردينالهاىكوجكتربسته تن ن ا ي ن ست ذكاه د داً  باذ

VK موضع اصول از مدلى ZFC .س است  كاردينالى كه كنيم فرض اكر ي

ت ك آنكا. دارد، وجود نيانتنى دس  ارى٤ساز ز  است عبارت منطقى نتيجة ٠ي

Con(ZFC) ،ZFC، نتيجه اين كودل نانماميت دوم قضية طبق بنابإين) و 

رZFC 1 در ذي ي ت ا ب اكر زتيب همين به باشد). ار٤سا ZFC (اكر نيمعت ث

م فرض ب ى تعداد ك ن ي ى كاردينال م ذ ت ف أ ب ت م ‘دارد وجود د واب ست وبود ذ
ت كاردينالهاى م. اثبات ز بزغتر نتنى نيا دس  وجود مالوابتدا موضع اصول كي

ت  ثابب هاى نقطه وجود وآنكاه ىكذد٠ بيان ز بزرى ٥دلخوا به ى ها نيانتنى دس

ت ش بزغمب ٠ دلخوا به نيانتنى دس ت نمار صورت به كه . ٠. و ز، ها نيافتنى دس

ا زت كا ىشوذد.٠تكزر هى ت ى زه ي ودرواقع أنها' وجود توجيه برى غيرمور

 مرمطلق((! به ارجاع با ٠نامتناهى وجودكاردينالهاى توجيه برإى طوركلى به

ط هر با دسترسى ز  فزل ها مجموعه همة نم عا است: كانتور)) ر  روى رى بستا ن

ه ترطى جنين هر بلكه، هاست؛ مجموعه ا به هميث ك  به ٠ذجامد1مى مجموعه ي

 در ثماً يعنى ها مجموعه همة عانم كه P بعمتارى خاصيت هر Iروننتر عبارت

ق آن ى صد ه هد خوا وجود بزغى ٥لخوا د به كند،» ك ت ث ) در iVti آن زى1به د

P د ت كند: ،3 م ل اين مورى لااي ر.ب ز *ا ك ]١[ يس رنا وياول ]٢٠لوى[ طلب
ر كردند ازئه  ادعاى نة يشتوا اينها دارد. نام ١ب١زذ١ب ١ول٠٠\ وءهها٠مج نظرية د

ع اصول نيازبه بزى كودل ض د' مو دن ل جدي و م ع موضوعى ا ن ز  ((بدون ‘مالو ا

ل أن طبيعى)) ((ادامة صورت به و بودن)) دلبحواهى و م ل وضرءىكه٠ ا ب زن ا

قبلى] قول نتل [از است جنين او صحبت ادامة اما يم.1يذيرفته

ة منل هم] [اينجا ل ا ى زياد ييوستار، م د ب ت ا ب ل كه ن ك ث  با  م

ضع اصرل آن  ىثذاسيم٠ امروز كه ى نواعد مبناى بر بيذهايت'كه مو

ه ت خ رد ىثوذد'٠ ا [همان.] ... كرد حل بث

شد ؤا موضع صول  كه ست  ين 1 ليل ا س اً م ث ا د ا ب و ل ا ن ٠رندم و  وي

ط ر ق د ب بود معتقد وكودل است صاد ذ ا ك ب ^ ذ ك ت، س  طريق ازاين آن ا

مىدهدا ادامه كودل نبود. اثبات قابل

 كه دارند وجود رى٤دي موضع] [امول احتمالأ ... اين أ٠ءلىرغ
ى ن ت .ذتذاختهايم ! أنها تاكون براصرلىاذدكه ب .  اصرل.رضرعى .

ص به ز ما ومنطق رياضيات زيربنايى عميقترمفاهيم ٠درك كه خي  تث

ن مفاهيم اين آزطوركه آنها، نا م ز ، متل د ن ت د.٠ نادر ه [هان.] ىك

ى درواذع ع شال ز ض  بزةتركارد.بذال ا ل د ل ازأن, قب سا ر .١٩٣٠ د

L I.د اولام لاو.■;ي ها ثن ي م٠ز١\ذل ز K شمارإى كاردينال اولام يود. ٠كرد ي  عئ

ى خواند ري ك ه وجود P{k( روى ى*4.ج— K دوارزثى ادازة ا ثت . يا دا د  قدر ث

د اين ها ل ا ييتن نا ١٩۶١ ا ت د. ت تا ت دينا زمان درآن ما ا ك  ]٢۵در[ ا

ه ك د ر ك ت ب ه٠ ايجاب )MC( اندازءينير وجودكارديتالهاى ا ك ف # iV ى  L 

س ازأن MC بنارين ل رى نجانى ره ي س و د . CH ح د ل جتد ث  بعد ا

ى اًلغرد رك ش هره تا ودا رجروم .اج و هاف ودام ئا ل ي ]١۶[ در ك
تا ء١٩و[ د،٠اذدازهيذ. ينال ردكا ۶يك اكريم ندكه كرد ب  است، بزيمط ر يا٠بل رباث

صول VK بون ع موضع درا  بينهايت قدرتمند موضع مالووديكراصول ن

ق أ ١(ددئ\ز١ك مفهوم به منجر امر اين ٠مىكذد صد وي ه نسود. ن ك د  آن، وجود ث

ر كاردينالهاى وجود ردي دا و وكودل تارسكى بعد اما ٠مىكذد ايجاب ز ان هرد

ن وجود فرض در ي ن ى كاردينالهاى ب ن . مردد ع د د ى ظ ت ك ىكويد:٠ ر

ت ىلهاكاردينا وجود به داعتنا  لهاىكاردينا حتى (و ٠ . . نيانتنى دس

 شهودى فتهاىدريا طبيعى نتيجة ظاهرإء لست) ازاين بزغى دلخواه به

ل ز ها مجموعه ا) ((طبيعى نطرين مبناى استاكه اساسى كي  ٠مىدهد تث

ت و لال برعكى، ناميد. مىتو|ن كانتور)) مطلق ((امر كه آنجه بر دارد د

ل حا ر ج د ه ر ض ى شهودى دليل حا حكع  در رإ ما كه ىيتيم٠ذ م

وا وجودكاردينالهاوى مورد لأ٠زكا اين لا|ذل يا متفاعدكند، نثرده] ن

ه٠ ك د ك ه ج امول با يىكاردينالها جنين وجوداز حاكى فرصهاى و
ى موضع ر جعوءهها٠ نظرين آثنا ا غ ].١٣۴ صفحة ،٢٧[ است ا

ل كودل سا ه ىك ر ظ دذ جد ر- ل ١٩۶۴ د سا ة متال ر ت خود ١٩۴٧ ب ش ].١١٦ دا
ى ديدكاه (ين ك س ر ىكذ زكاملازبيد ا ضافه بعد ولى ٠م ىكذد:٠ ا

 تتويت ■ “ nV  * *-'■ يترنو استدلال با جديد] موضع [اصول اما

) من از تأكيد ءا٢٠ يانوشت .٢۶۴ صفحة ،١٣([ . . . ىذوذد٠ ت ا

ل در كودل علاوه به ع اسسدلال ١٩۴٧ ا ح ديكرى ن ط كه بود كرده م

ت1مىتو  ٠بثوب جديد موضع اصل بهعنوان ها ٠ركز بعضى قبول به منجر ذ

ع همان به متكى ها٠كزر اين اكر حتى ى ن هد وا  قبول به منجر كه نباشند ث

ر  . ول1 وهلة د د بعنى: ث

 منطقى آزندرنتاح اكًه]٠باثي موضوعى اصول بنبال به بايد [سرإنجام،

. بياورند ربا به اثبات نابل ت ز١ ذخو١موئ كه .. و( ١ش\ل١٠ذ\ذذك خت



ر٢۴ ث ى ربأ ن ٢ شمارة ، ١ ١ سال ٠ض

، آنها وجود نرض به مجبور م ي اث ا يا كه كارى همان ب ك ى نظرين ي زيك  ني

كيد ].۵٢١ ص ٠١٢[١ ىكذيم.٠ ٠جا|دتاد ن تأ زم است) ا

I ضع صول  درنظرية يزرى)) ((كاردبنالهاى اصطلاح به يا ٠بينهايت بالار مو

ه عميقى يزوهثهاى موضع بعد به ١٩۶٠ دهة از ها مجموعه د ت ت  و ام

 مطالعات دراين ى مجموعه) نظرية ويزة خواص با بسيارى جديد كاردينالهاى

مد ١بهدست ب . (ذد٠اً  ص ٠١٧[ تت١د\د ١ق١ببغه كانامورى، اكى اخير دركتا

ضحى مقالة و ]۴٧١ ى تو  شبكة ]ا١٨[ كىدور٠ مناخيم و كانامورى قبل

ح جدولها استناد به ازروبط ييجيدءاى  بززئا بيزكاردينالهاى است. شده د

 Iمنطقى معيار ا٠يك با اينكه، به بسته ((بزؤا))ا زؤب٠ وكاردينالهاى ((كوبكا»

ر د، ازكاردينالهاتى قويتر يا ضعيقت شن ربا رد ندا ن نه تغاوت ا دا ن ى ي  قائل دقيف

ت تحول اين در كه ها مجموعه نظريه ازدست(ذديمازن عده اًن شدءاند. دس

ى رند دا هاكاردينا اين ئ دو هر تأييد بزى توجيهاتى كردءاند سع كنن. ييد! ل

ف، مدى، لوب ينه ر ودر نيل ب مقالةد  موضع))، اصول به ((ايمان عنوان با جال

ى ف استدلالها  موضع اصلهاى ديكر وانواع موضع اصول اين بزى مختل

ت I ٥ كرد خلاصه ز آنها بزى موجود هد ثوا و ٥ كرد تحليل ز قوى  در ء.٢١[ س

ى ل ك ت ل ا ى يا استدلالها ‘ح بازتابى نواعد بيرونى. دلايل يا دلآذى(ذد بردلايل مبتن

لاكفتيم كه  ازكاردينالهاى ا ما دلايل اين اما ذد1دروذى دلايل از وذههايى٠ذ نب

. ((كوبكا» بزي ؛ س ر وت ه اين بالائررنتن' بزى بيرونى ازدلايل جل ك ت س | 

 سالووى، خيرهكذذدة دريزوهنهاى جنازكه — ((بزي» ا٤بز ذرضكاًرديذالهاى

 در ٠ است آمد. ديكزن و وودين اسسيل! ثلاه، ٠مكىدور فورمن. I رتين ما

 مثل ييوستار، تحليلى هاى زيرمجموعه و بول ((استاندارد)) خواص كععترش

، يذيرى٠ز اندا كا  بانيهاى ن بود معين تام، زيرمجموعة خاصيت بئر، خاصيت لب

ر هاى رده به غيره،و I بسته و! متناهىنا ت. بود. ش٠ذتيجهبخ زركتر،٠سيا س ا

 برخلاف كه ست I اين تكازدهنده نكتة ييثرنتها، اين همة رغم على اما

 يببوستار فرضية موضع، اصول اين شدن اضافه وجود با كودل، ى ها اميد

ه معلوم يون > ست ا نده ما بلانكليف جذ\دا٠ه د ل كه است ن  همة از معتق

 به تا كه است ،MC زجمله I بينهايت، جانب)) به حق لار ((به موضع اصول

م1ذظركرفته در حال  تنها نه است ممكن حالا . آنها) اربودن٤ا ٠فرذر آبه ي

ش خود به بلكه كودل برنامة به ضهاي شفر د هم يي  طور آن CH آيا كنيم. ش

ه بسيارى و كودل كه زي  معين مسألة ٠بك رند دا اخيراعتقاد نهاى Iد مجموعه ن

ط كرييوستارI است؟ معين رياضى موجود يكط ييوستار خود صلاI است؟  فق

ت خاصيتهايش به مىتو!ذيم بطور دارد، ١٠\غلاهذوذئ وجود  به كنيم؟ ييدا دس

م مدعى است ممكن منوال. همين ي ن ا  زمان در وايا فضا در ييوستار كه ب

ت دارد. ١٠وجودذبدكق زوق ماآ ود ا كمىث خ، ي\ ر( ،اما دآيا سي ر  دسضكاه ١٠٠ي

ى اعداد ا يكى ا١٠غبدكو ؤ١ساخت با ن1مىتو ز حقيق رفت  ساختار اينكه يا ك

كا٠صرفأ رياضى د٠ب د  طور همان است، زساختارنيزيكى 1 ١٠\ذق٠\(ه ١٠(د\خك١ل

ن . ١ ش بنان مبحث اي ر ت يانته كت  بزرى كاردينالهاى مختلف معاهيم نابدن رى كه ا

 اند عبارت تدرت) انريثى ترتيب به آن(تتريبأ وذههاى٠ذ ثدءاند. مواجه اصطلاح كمبود با

 (ايإنذثدذى))ا))، ((وصفذاثدذى»،(اظريف ))،ضعيف نثردة١١ ((دستذيافتذى))أ«مالو»، از:

(اتتريبأ ٠((؛برذذرد،» ٠ذثرده» «تويأ «ابرةوى»، «وودين»، ل(ذوى»، «ا'د؛زهيذير))ا «رمزى))ا

ة ،ت : س; ص ع٠س س ، ا ب
رد. تغيرى امروز تا . نك ت ا

ى قوانين كه ك ي ن ه٠ذر ي د ش ى د ض زبان به ول ر مدلهاى ‘ريا ا  آرمانى ي

ى از ت وا نودها عي ه در وايل (هرمان يزيكى!ذد. ن ل ا ل ر ش ١٩ ١٨ ا  با ا

L, عتوان f>ن ديغاء ١ ي ن ش (! سؤالهايى ب ى اما ؛.،٢٩( كرد م د حت  ا

ل وجود نوعى ت ت ر رى هم ‘نيزيكى يا انرعى ٠ل ا و ي م نائل ي ري رى ‘ث

( ز١ ذو\هق\٠ئذ (ءهه\ئ\٠ؤجلعج به بايد CH نرمولبدى ا و نكاشتهاى و س

ن ك ن م ت ‘ر.جعكذيم أنها ي زون ى يا سروكارمان وآ ي ا ي ت |ذرءىتر يله ١يكل ا

I ت كه ست هب ى وجودشان ما شتر حت ديكر . ست I زسا لهمسأ رييوستا زخود Iبي

ر رنآ مك ري ى تفكر عميق بحر دا ن ل ك مىئو.بم. ف لأ جا ر٠ء آ ك م. ى ي ت ك ب

ف جديدىكه موضع اصول ييداكردن بزى كودل برنامة درحالىكه  تكلي

CH ت، نشده عملى كند روشن ز س ى٠سرجث بارة در ا  در او برنامة مهها

تناتما قضاياى ه اعداد نظرية بزى مي ؟1مىتو ي ت غ ك هطور همان ن  ديديم ك

كا كودل  نظرية در قويترى جه هر جديد موضع اصول به ما بود معتقد عمر ي

ل تا نيازداريم ها مجموعه سائ ل م ب. نشدة ح سا ى ح د حت وكليترين ترين٠ا

ن ا وف ل او كه—ر ن ت ا دد نوع م ذا خ١كل ل — د٠س م وف د واقعا' كنيم. ح

س هم ود٠ ز كلدباخ حد  به نانماميت قضية اما نوشت. صورت اين به ىث

ه٠ذي راين هجكو(هى خود خودى ك  معادل يا - ب حما نشدة حل مسائل ت

 جنين به نياز - رند دا ١٠٠(ي\خك١بد٠\هلا كه — متناهى تريبياتى مسائل آن،

 جون ا٠ًمىكذ تأكيد ١٠لي\عغدق ١بر\ههعد باشند. داشته جديدى موضع اصول

 دو PA ارشامل٤سا S/ اضميمذايديربزى ازكزرءهاى كودل خود مثالهاى

ت با كهS يكى بودند: ع خ ود بريا قطرى ا ىن  tكند ثابت ز ناتمامبت تا م

ن طبق و أ صادق ىرودا٠ بعكار اثباتش بزى كه ى1قضيه ها ت س  ديكرى؛ و ا

)5(Con ه قطعأ كه ى معناى به نه ماI دارد، ١١(د\خق سبت٠\ ول  در كلمه. س

ى منحلقدانان ،١٩٧٠ دهة اواسط لاث ع وضعيت اين اصلاح بزى ن ر  .كردند ث

كه كردند زئه I آشكار رياضى (هميت با متناهى، يبياتى٤ت هايى كزره اذًها

ل ق ى ازجنين ست  ازئه وفوهرينكتون ياريس جف ز نمونه إولين بودند. ءهاي

ن ]٢٣[ در آنها ند. كرد  قضية از )PH( شده اصلاح صورمت يكة دادندكه نثا

 در انززها انواع بعضى بزى همكن هاى مجموعه وجود دربارة متناهى رمزى

PA ت. اثبات قابل ى ن عنوا به PH نيم  رمزى، هى متنا نا قضبة سادة نتيجة ي

ود؛٠ شناخته صادق ن به منوط آن استقلال ىث زداد ه اين ننا ك ت س  PH، ا

)Con(PA دمداقع مىدهد؛ نتيجه زP H با است معادل)C. n(PA - ١ . 

ن٠ذريد هاروى بعد؛ سال جند ك ا كا به رتقاI با ،سيسسن واسسيون ٠مكاآلون ن  ي

ى ع بكا٠ بالاتر> دستكاه ت ا ي ي ل I (FG( متناهى ت P٢لوين-يريكرىكا قضية ز 

)G P( ل كه ند كرد ازئه ث كاه از س  بود س_ثرته ٠ذغ محمولى تحليل دست

 قضية قويتر بسيار صورت GP خود اتفاقأ .٣مىذاميم) FS ز آن اينجا [در

ت نامتناهى رمزى Fو ا G P با معينى شباهتهاى PH ثابت هم باز ٠د!رد 

Fر 1متناهىو ايزكونة كه مىشود G P سادة نتيجة يكا٠ ن عنوا به GP صادق

1. Das Konlinuum  2. Galvin-Prikry 

س، .٣ ريد ن مكااًلون ن س س ف ا و ه ي كا ت ن كاركردندكه ATR. دي د داده نثا ت ٠ث  ا

ط از ه I رز1هم رهان. نطرين لحا كا س ى ازآناليز FS د . ٢٠ ترتيبى عدد t انثعاب ت  ا

K( كروسكال تعين از متناهى يعدأكونذاى نريدمن T( ل كه كرد !ييد ت ت  بود. ATR. از م

ذ ي غ K ر1ذامتذاهىو ت T. س محور كه ا ت ا كا ا سي نظرثئ ر ت ه٠ ا شثب  تريبى غو

ت نا زبطة ا بي ث ن ن ند ن ى درحتهاى ي ن  متآه ن يا م د ري رذ كا  ا٣۶در[ بار. دراين سكذ.

ه كررش د . ن ت ا



ت لا ضيا ٢۵نغرمن رد؟/دالومون1دنياز جديد هوضوع ]صول به ريا

ح است، ر ن بر مبتنى اًن استقلال لىكه1د زداد Fاز كه است اين ننا G P 

ه ا٠ Con(FS( ن1ىتو٠ ج  أناليز _ساؤارى١ معادل FGP درواقع كرفت؛ ب

ىد نتاج است. محمولى  هم باز أناليز دستكاههاى بزى دست، اين از يكر

 هر در حالرءكه در . آمدءاند ت٠بهدس ديكزن و يزوهثكزن اين توسط قويتر

ن مورد ل  كزرة نودمى داده نثا ت  است، آن زقارىI— ١ با معادل 5ز1 سن

ل انامة ض معمولى استدلال ازطريق  صدق بزى دلي است- ريا

ن سالى جند م د ري ت سعى ن  متناهى تركيبيانى <فيى ازئةكزرههاى با داش

 لو ما موضع اصل جندين وجود مستلزم اذًها اثبات ازذظررياضى،كه واضح

ى يا ل حت م ت قويتر موضوعهاى ا  ومصادينى جلوتربرود، ازاين بود. ينهاي

از است). زمينه اين در كار جديدترين حاوى ]٧[١ كرد ييدا اين بزى هم
ط حا ت ل ضيا  يعنى) دارد؛ ز قبلى خصوصستكار همان نتيجه ع اين نزنيا

ى برإى ض ى بع  با همارز افي مجموعهها، نظرية در S قوى صيار دسنكاهها

 جون نيست قبلى كار نتيجة روشنى به حاصل نتيجة اما اسهت. S ساؤار_ا—١

ق د كا حالا p م ل نتيجة ي م  بلكه نبست، رياضى معمولى استدلال از حا

ى اساساً ستك ء) نبول به ب )Con—دارد. ١ Iينكه Iما دليل اين به كنيم دعا 

ل نيازبه مو ق اثبات بزى بزرى دربارةكاردينالهاى موضوءى ا د  داريم. افي م

 صدق اين قبول بزى ما دليل ئذه\ جون است، مطلوبا به مصادره نوعى

عتقاد  نظر به هم قدر هر است. نهفته موضع اصول اًن ارى٤ا— ١ به درا

،با موجه ما د د ث ي ا ى ساختن با ث ر ري ن مدلهاى از ق ي ن ل ب مو ٠موضوعى ا

ل هم باز ود٠ذ دلي د٠\ 0١ خوؤ ىث ى بهعنوان ز هوخوع ١و ها مل درجة ا

ت توجه واقعيت اين به بايد بالاخر. كنيم. تبول رياضى اول  به تا كه داش

ه حال> ل د سأ ن ب م د٠م ئ ق١ذثدف١و ٠ء\ عداديا درنظرية \  يبيات٤ت ا

س مثل متناهى، س يا ريمان نرض يا كلدباخ حد  ‘دوقلو اول عددهاى حد

ه يا ل أ p م  =  NP، ديده . د ث  صررى دسنكاههاى انواع از مستقل كه ن

 صرزنى به جيزى جنين اكر باشد- PA از مستنل حنى يا ما، بحث مورد

 صدق آنكاه ثود، اثبات غيره) و FGP ،PH( اًورديم بالا مثالهاى در كه

ىثود اثبات حال همان در هم اذًها  در كه طور نهما احتمالأ ن٠ نظر به ٠م

ن ))آخرخرما ((قضية مورد ، داد. نثا د  اكر - اينها صدق اثبات نجام سل ث

ى دن د ث ث ا ى طريق از — ب ى استدلالها ول  كدارى بدون رياضيانى س

ن1 بعد وتنها خواهدكرفت، انجام خزرياضيات به ه زاً ك ت س  است ممكن ا

است. لازم اذًها اثبات برإى اساسى موضوعى اصل عد قوا كدام دقيقا ببينيم

ب حور از اكر ا ت و ح ه برويم، فرإتر متناهى تريبيا ى ب يل  كه دارد بل
صرل محتاج روزمره رياضيات بزى دجد موضع ا ؟ ىي كا بدون باثيم  ش

ه1 درست ك ت ن س ى دادءاند نثا ها ت م ى نظرية مختلف ق صيغ ها مجموعه تو

ر موارد بعضى در و دارند بالاتر تب][مز بينهايت موضع امول به ز نيا ا ي ب

زز ز ف ر ا ىمقاد حو ها ردينال ركا ا٠بز ي ى)). ئ  مصادره نوعى هم اين اما ((كوب

ق به ما باور جون است، مطلوبا به د ى اساسأ جديد نتاح اين م ك ست  به ب

ث مورد دستكاههاى " ١ ح ر ب ل هاى٠وكآ ق ت ح آنها به مربوط م ض و ، ت د ي ب د٠ ترى ي ل ط  ى

ت غارج٠ متاله اين حوملة از كه ى انلا اما ا ت با ارتباط در نتيجه ي ى يانوث بل  به ت

ش ك نريدمن مىارزد. نثازدادن ط كونة ٠ي ل كه كرد ييدا  از  نتن يا ب ت  از ق

ح اصل ر م ى ت حل ر لبود درآناليز غي . ا ا٢۶( ( د ن  زبطة  شد معلوم بعدا ي

ض نزدئى ض و ريا ة با نزريا غي س مايتوركرإف ت ر ن ]٩[ در دارد'كه ور٠س و زي  نثا

، داده د ت. ث س ا

ى س٠كهكموس دارد اين س ر  باوردانته ز ا.بنكزرههاى((بالاترء) ارى٤ا يا د

ت بثوب ىكذم٠ نكر بهعلاوه. باشيم. ف ع اين كه ك ج ن تا  رياضيات درحاشية ن

ه درحاشية يعنى ىكيرد٠رقز ما معمولى ك ى ئل  روزمرهطور به رياضيدان ما

 صورتبندى  سادكى به نبست حاشيه در أنجه . دارد سروقار آنها با

ىد با قع رواد و ٠مىثود ها ه كا ر بسيار ست ا1 ممكن كار اين نيز ضعيفت ت  س

است. داد. اخيرنشان سالهاى موردى مطالعات از بسيارى طوركه ن هما

ش آن اختصاصأ حالا ضيا (ز بخ هز تريا ى بردركا ك ميث ر1 عل ي ذ ي ا ذ ب ا ذ  جت

م. نظر در وست، ري كي د٠ ب م1ى ت اين كه ذي م ت، ق ضيا ريا ز  شامل ازجمله، ا

ى بخش ع س ز1 و ي ل ذا د افلاطونى يدكاهد به معتقد اكر است. زاً ي ث ا ب ى ن ك ز ي ا

 اورمازكواين ون زويلارد ئ مجموعه درمورد هرذظريهاى قبول بزى استدلالها

ى ذد:1زئهكرده1 ياتنم هيلرى و  است، أناليزلازم مبانى بزى ها جموعه نظرية ي

ن٠و اساسى باكاربرد حاصل ورياضيات زاً مي اً كا وذقيت ري  نيزيكى نظرية د

ود٠ لآييد جاافتاده، ى با استدلال اين اما ٠ىث ت مرى ي حقيقا  متزلزل موردى ت

زايزكار شرع شد.  در ]٢٩[ ست(ببو عنوان با وال هرمان معروف رسالة ا

ى وال درآن ودكه ١ ٩ ١٨ سال ن لامرل1ءل  كل ن1ىتو٠ بكونه كه داد ننا

ف ز نوزدهم قرن ييوستة—ىIتكه آناليزتواح ري ستكاه ب  ،PA به تحويلدير S د

ربا ١٩٧٥ دهة اواسط از كرد؛ مورتبندى  جمله از انزدى بررسيهاى ايزكا

س ا ن ‘نريدمن هاروى ٠٣تاكيوتى ك و تي ن ا ب ش بزى من، و ب كستر

م قرن آناليز اساسى بخشهاى به بحث اين مت ش جمله از بي  آناليز عظمI بخ

ى ع ب ل اداؤه، نظرية و ا  اين به من مطالعات، اين نتيجة در است. شده بنبا

س  در ن1مىتو ز علم در كاربرد قابل رياضيات همة تقريباً كه رسسدءام حد

 شعار ]۴[در همازطوركه يا كرد، صورتبندى PA به تحويلدير دستكاههاى

م٠ دادءام زت ى اا  دررهيأدهايى درمواردى مقايل. در برساًيد»• كارها خيل

ى به  نزتر PA منابع از بايد ظاهز كه نهميدءام كوانومى ميدان نظرية مبان

ى هاى نظريه اما برويم، ك زي ي ى، مناع اين محتاج ف ضان ينتركماذهزذى(ذد. ا

ت حال، هر در ضيا ن لازم ريا أ درزيردسضكاههاى ن٠مىتو ز موارد دراي ت ب ن

زآنا ضعيف ، لي ى مل ح ر ى رساند، انجام به غي لأ1 نكن. كغايت PA اكر حت م

ت اين منظورم س ض ردزمرة عمل كه ني ركار به منحصر بايد ريا ند  جني

ه مفاهيم ابزرى ارزش باشد. نرعى دسنكاههاى د ر ت  نظريه «بالار) و تر ل

م: كه است اين مطلب اصل اينجا اما انكاراست، غيرقابل ها مجموعه  ببيني

ئ حه س ا١٠مل أ ة(ة ١حدلق جه ١حل\ق ١\ ٩\ست ١٠خل

ا به نكرى خوزكا قدرى رم اميدوا است، بندنى جمع وقت م م داد. ت ث ا  ب

د كه م ى سؤ! بارة در تانخود كند ك ظير لات ضية ((ايًا اينكه ن ن ييرستار نر  معي

ن اكر واينكه ذتيجهكيرىكذيدا است؟)) ى نرض با باشد، جني كان اصول بودن ا

ضع ل اين بايد جيزى جه ‘فعلى مو ئ ا جع رفع ز م قول مقاله اول كند. ور

ا اين بارة در ز م خود نظر م بود داد. ه ن ي ج ب ط م. م س حتماً حالا، تا كن  حد

 به ءلامكذم:1 ز نظرم بلند صداى ءبا ريد بكدا اما بكويم، هم1ىخو٠ جه ايد زده

ا ييوستار فرضية ن٠ دعتقاا ك ة ي ل ا هم ذاتا م ا مي ست ج كه ا موضع صلI هب

ف-١ ى مخالف' ديدكاه ي ش ل ازنيازبه زيبايى و ر م ن بار. دراين جديد وضوع٠ ا لابي ر  د

. آمده ]٣٠[ ت ا

2. Gaisi Takeuti
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دجد ت به هم ىي ر ر ت دردش ى دو! تاخكذذده|ى م م ي  نكر ٠هم بعد ن

ة مىكا.م غ ى  فل طون لا ت ن ضيا  ها مجموعه نظرين توجيه ادعاى نعلا كه ريا

ت كلى، طور به و ضيا ش وجه هبج به دارد، ز ريا ح تاب ي ضا ت ر س به و ني

ة بايد ض نظر ف ى ديكرى ل كرد يندا جثو بنزالاذهانى دريانتهاى ير ستن

ى هيج ن٠ اينكه، سزنجام كند. توصيف ز رياضيات عينى عالم كه ل ي ل  ل

ل حل بزى كه ذمىبيذاً ئ ة حل سا د ث ى ن ، و متباهى ربيبات ب  عملا حا

ه جديد موضع (صول به نيازى ت ث م. دا ثي لا حل با ا ت ى1ذعوذه نرما م  اس

ن كه  بيثتركار داريم كه يايه|ى موضع اصول اين با بايد ختط ما ىدهد٠ ننا

ط منطقدانان بزى اما كنيم. حا زل سبار نظرى ا ب ب ه جال ك ت  اكراز ببينند |

د جديدى موضع اصول جه باشيم ينيرخته ز معينى اصول قبل اي بنجدنته ب

ل اكر ىكرد٠ نكر مثلاكودل ثود،٠ و م ضع ا  ينيرفتيم، رإ خزنكل سرملو مو

ل و م ع٠ ا ض إ كاردينالهاى و ن ت س ىد د ز مالو و فتن ج ش •٢٠ححجل ا رإ زست

ر ن٠ هيد بخوا ف زههاى از رم دا كه است سال سى از بيثت  اين روى مختل

ل طى ٤مىكذم كار موضع  سر در آنجه كه رسبدم نتيجه اين به كدشته ا

رين٠رضايتبخ دارم ى ى لبندخرمو شت ت موضع اين كل  جيزى صورت به اس

ى من كه سن . يكة ن ((كنود ىكذ|رم٠ ز ا كا س » مررى د  و .ء۵[ ذماتيكا

ل اين م را ك. نرمولبندى ((طبيعى)) مبدأ به ىكردد٠بر د س  نظير اصولى سا

 ماقبل مفهوم در وقنى ها، مجموعه درنظرية تفكيكط و اعداد درنفرية استقز

ت ذظريه|ى صي  ما روزمرة كاربرد با اين ىروذد.٠ بهكار ((معين)) دلخواه خا

ن كه دارد، تطبيق بيشتر ي ن ى  ب رل ط و تيد بدون ز، م ر  جه در اينكه ى٠٤ر ث

 اما ىبريم.٠بهكار حدود٠١ذ صورت به ذده|ذد، نرمولبندى خصوصى به زبان

ى به مىتو|ذيم كا زكه آنجه روثمند مورت ري  عذىد|ر٠ مغروض، موضع د

كه اين به غنيتركنيم. ىيابيم٠ رنا ر مول همان م د ٤روثر نوعى با ز ا ر و ن  ب

ل كه وقتى مثل بكيريم. كار به دوباز م ثابت تا ىكيريم٠ كار به رإ اسسقز ا
كا كه كنيم ز محمول يا تابع ي ى طور به كه طبيعى اعداد ا من  معادلات با ض

 اضافه ما زبان به ىتواذد٠ بنابزين و است تمام ۶مىشو تعريف بازئستى

ى كه دركارى نود. ت ن جام اشتزم توماس با م  نتايجى بأكنون ٠مىدهيم ان

ى طع ل (كنردن)) نزيند يرى٤كا به با خاص سيستمهاى بوإى ق ص ه حا د  ن

ت ز كروهى با ر كا اين در ما ء،۶إ ا ب و تاز. مسائل ا م لآبه<د جال ي ت  كه ه

ت آنها با نوبت به بايد ن اين اما ٠ذرمكذيم ينجه و دس سنا بزى است ديكرى با

 ديكر. ونتى
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