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ر برت ز يست ك

حقيقى حسن ترجمه

دادءها شكل .١
ربعدى ء شى ا٠لك ((جكونه د:٠مىشو سوال ن زتويولوزيدا  وقتى رنهن ز جها  د

 سقرإطى سخ يا يكا بدهد، ذد1مىتو كه مناسبى ياسخ مىكذيد؟» مجسم خود

رذهن ز بعدى سه ء شى بكا٠ جكونه ((شما اسهت:  ما مىكذيد؟» مجسم خود د

ر ز اشيا  يى تركيب طريق از ز آنها بلكه ذمىبيذيم مستقيمأ بعدى سه فضاى د

 اولين از توجهى قابل بخش ٠مىكذيم حس اى بعونه مسطح تصاوير سلسله
 فضايى دادءهاى جكونه كه مىشود امر اين آموختب صرف ما زندكى سال

 ممارسهت، سالها .كنيم ستنتاجI شده جفهتاوجور مسطح تصاوير از ز ى سهبعد

رى نايى توا ربعد ازتصاويرى ركلى ساختا استخإج بزى جشمكي ر د  يديد يايينت

اسهت. ورده آ

ر ييوسته، ير و تصا به دههاىكسسته1د تبديل يق طر ز I ركلى ختا سا ج ستنتا   د

ر مقياسهاى رى بسيا  تابلوهاى سوزنى، ى يكرها جا .يردمىيذ انجام هم ظر.بفت

LE تبليفاتى D، ،ر و تلويزيون  طريق از ز تصاوير همكى زيانهها، نمايشك

 شدهاذد، ب٩ركي٠ منسجم و كلى اشيايى قالهب در كسستهكه نقاط از آرإيههايى

زكودكى ما كه است رنى مها نيز اين ىدهذد.٠ انتقال  ايم. كرده تمرين ز آن ا

١ دادهها تويولوويك تحليل ١.

رى شتذل٠م ويعيهاى دادهها، تحليل ىها مسأله  بنيادي مسألة دو اين با بسيا

(رند Iد لشكا 1 تعيب  يينيا بعد ىنمايشهااز بالا بعد با رىساختا جكونه )١:

؛و( مى جستنتا  ر كسسته نقاط جكونه )٢شود رساختا ٠مىايًذد كرد كلىد

رلسن مرورى مقاله اين رهاىكا ركا ر ادلزبرونرر ‘سيلوا دو ٠ب ر زمرديان ‘ها
 لعه مطا ز ييشنيا نكه ءمدهاى ياية مفاهيم إمترجم است. زمينه اين در ن يكر د و

 كه خوانندكانى و است آورده مفاهيم)) بعضى ((يادآورى تابلو در ذد1مقاله اين
زيا ز آنها  اصلى موضوعات كنند؛. مرجعه تابلو اين به نند مىتوا اند برده د ا

.زيرند مفيد تكنيكهاى مقاله،

زنقاط ى مجموعه! اى٠ج به .١ سادكى مجتمعهاى از خانوادءاى داده، ا

1. Edelsbrunner 2. Harer

ر ز ر نظر د زديكى يازمتر بكا٠ با كه يم بكي  ر كا ين ا باشند. شده رى نديسوكذا I ن

٠مىكذد تبديل كلى تويولوزيكئ اشياى به ز دادءها مجموعة

رى_بهخصوص تويولوزى عدسى با ز تويولوزيكا مجتمعهاى اين .٢  جب
ر نستكى ما جديد نظرية يق طر ز ا  تطبيق يازمترى ى ها ده خانوا بر كه ، ماندكا

ببينيم. باشد، فته يا

زدادءها ى I مجموعه ر ماندكا نستكىما .٣  ٥شد زمترى يا نسخة صورت به ز ا

كنيم. بيان ميلهاى كد يعنى بتى، عدد يى

راين ربرد مثالى و م٠مىكذي معرفى ز موضوعات اين ‘مرورى مقالة د ازكا
ويرتصا ز ا مستخرج بالا، بعد ز ا دادءهاى مجموعة يكط مورد ر د ز تكنيكها اين

رى طبيعى، ر  كرد. خوأهيم ب

دادءها تودءهاى ٢.١

زنقاط مرتب نا ى1دذباله صورت به اغلب دادءها  بعدى77• اقليدسى فضاى در ا

?E ر د از حاصل دادءهاى مىشوذد. داده نمايش  ميز يكأ در حسك

زمايش زمايش يكا مة نا يرسش ر د مندب ى سخها يا ز ا حاصل يا سى، مهند آ  آ

ر جمعبتت ى ها زه اندا از يا سى، نثنا روا  در همكى ييجيده، اكوسيستم يكا د

زبعد لقوه با فضايى  است ممكن اغلب دادءها كلى ((شكل)) رند. دا ر قز بالا ا

 بهدست مهمى اطلاعات ٠مىدهذد نمايش دادءها صلىكه1 يديدءهاى بارة در

 دادءهاى ذد،1مهم و معلوم آن كلى ويعيهاى كه دادءها مجموعة از نوعى

زيكى اشياى از كه دارد نام ۵ اى نقطه تودة  هت٠بهدم ى سهبعد فضاى در في

رهاى٠مىآيد  معلق جسم خطى، ليزرهاى يا ى1ذقطه ليزرهاى ،۶تماسى كاوشك

اصلى نقاط مختصات ثبت به و ٠مىكذذد ذموذهكيرى سطح از و مى,دبذد ز

زنقاط تودءاى جنين مىيردازذد. جم سطح روى سريع خيلى مىتوان ز ا

1. proximity parameter 2. persistent homology 3. barcode 

4. testbed 5. point cloud data 6. touch probes



ريست٠داد يى يولون تو تحليل ميله|ى: كدهاى رتك زب / ۴۵ها

ركلى تعيين ١ شكل  مثكل ندIE در نقاط وقتى ى،1ذوفه تودءنعطة يكط ساختا
هميثه مسطح تصوير ،—يك از ثايى٠رمزئ بالامز، ابعاد در ى ها توده بزى اما نيهت،

نيهت. اسًان

 يهت1رو بكا٠ كرد. استعاده آن از ء شى اى نهزيا نمايش بزى و آورد بيردست

رد وضعيت اين موقب رآنها كهشود٠مى ييدا حركت ضبط هاى٥د1د  نقاط د

ردوى ٠مىشوذد ضبط زمانى سرى بكا٠ صورت به هندسى ره  حالتها، اين د

 كليد سوزخ كجاست؟ شارهI انكمشت ذد:1هميت1حائز كلى ويعيهاى شناختن

كجاست؟ شكستكى كجاست؟

ر نقاط از ايه كرد هر متداول، روش از ييروى به  دادءهاى با ز En د

كه1 اين آن ضمنى معناى اكرجه مىدهيم، نمايش اى نقطه تودة  از ى1ذموذه ست

زبعد ى1زيرمجموءه روى باشد) نوفه شايد (كه نقاط ر ا رند. يايينت  بزى قزردا
 متعددى يكردهاى̂  رند، دا قزر بعد٢٠ك فضاى يكط در كه نقاط از هايى توده

زى تكنيكهاى دارد: وجود مسطح تصاوير بزساس ويعيها ستنتاجI بزى زا  با

 طبيعى، منظر يف از است. كون كونا آمار، و ز.ياذهاى كزفيكئ نوشتكان در

زبعد ذاتى طور به دادءها وقتى  ذد1(مخدوش) بيده)) ر((تا آنقد يا هستند، بالا ا

 ارزش مسطح تصاوير ٠مىشوذد اعتماد قابل مسطح تصوير يكا ايجاد ماخ كه

دارند. محدودى

ا1 ر رويكردى خي رهاى بالا بعد از هاى له دا زده به ز درونى و كلىت  دركا

زمش و رلسن كا رد اين در است. شده مشاهده همكا  از رهايى ابز از ٠لآيك

زبعد دادههاى مجموعه كلى ى ويعيها تا ود٠مىث اسننفاده جبرى تويولوزى  ا

رهاى برخى بر موجز است مرورى مقاله اين .شود استخزج بالا  ايشان. انكا

 ز يى رها كا عظم ا قسمت جبرى، تويولوزى ز I يى تكنيكها به توجه تم^ز خاطر به

راين كه ر ر د زمينه د  هستند) تويولوزيكا رت ند به (و ذجامكرفته1 غيرخطى آما

زفيكا اذجامشده تحقيقات همجنين و رك ربعد رت ند به ه̂ ز زياذه!ى د  بالا د

ريم ناديده )هستند  ٠مىكي

مجتمعها به زتودهها1 ٣. ١

ردايهاى بزى زه بد.بهىترين زنقاط تبديلك ر.بكا {هتت} ا ريى فضاى د مت
زيكا٠ رئوس ن عنوا به نقاط تودة بهكاركرفتن شى&كلى، يك.، به  يبياتى٤ذ فك

زديكى زبطه با آن يالهاى كه است ى ن  قزر ع معين فاصلة در كه (اسها

 همبندى به مربوط دادءهاى هرجند فىكز جنين ٠مىشود تعيين مىكيرذد)

ر ز  وزى در كه بالابنر، مرتبه از ويعيهاى بسيارى اما ٠مىكذد ضبط خود د

رآن دارد، قزر خوشيربندى رفتن با مىشود. كرفته ناديده د  ن عنوا به كزف يني

اد قابل دقيق صورنى به ويعيها اين بالانر، بعد از ۴شى يف بزى قالبى ة

را:كزف٠بهطورمث هستند. زقطعات كه فضاى سادكى، مجتمع يف به خح  ا

ر يبياتى٤ت بيرطور كه شده ساخته )يىسادكها( سادءاى  يكى وجيرها طول د

ركزل ابعاد سادكهاى يركردن شيوة انتخاب .مى.يابد ترفبع شدءاند، كرفته  بالات

ر ز متغاوتى كلى نمايشهاى نزديكى، زيني زد امكا  ترين طبيعى از دوتا ٠مىسا

ربه انجام بزى ووشها زيرند. شح اينكا

ريف  شده داده En اقليدسى نضاى در <}٠{ نقاط از ى1يه1كرد ١.١ تع

 مجردى سادكى مجتمع iCe عصب؛، به موسوم إهمجنين، ١ حح مجنمع است.

 ه{ىءت} نقاط نامرتب &)تاييهاى +١( بيروسيلة آن تلم_سادكهاى كه است
 نقطة يف آنها، /ع_كوى٢ بسته همسايكيهاى كه طورى به ٠مىشوذد تعيين

ه٠م رند. ا د شت

ريف  شده داده En اقليدسى فضاى در {هحذ} نقاط از كرداييراى ٢٠١ تع
 ذة_سادكهاى كه است مجردى سادكى مجتمع ا٠،ي/ بيس ر مجتمع است.

 در دوبيردو كه ذد1ذقاط از نامرإتب تاييهاى—&) + ١( با متناظر آن
ر ء1فاصلهاىكمت رند.*دا قزر ز

خ ج ضيه  هوموتويىاى نع C) كه است حاكى عصب))) (يا((قضيه ق
ع بزبر ء ٢ شعاع به بسته كويهاى اجتما l{. نقاط مجموعة حول ا x .دارد 

 آن بعد كه است مجردى سادكى مجتمع هرجند )C كه ستمعنا بدان اين
(شكل مىكذد ر رفتا E از ى ا زيرمجموعه مئل رست د بالاست، بالقوه طور به

ا ٣ مإى معتبر سادكى مدل يكا تويولوزيكا نظر از ٠جخ مجتمع ببينيد). و
ه1 نقطه توده كا٠ي تويولوزى ك جح مجتمع اما است. شده انباشته زكويها I ست

ول زيرمجتمعهاى و ؛هط ايىكه زيكا٠ي رزانً وعلو ى هما إ (ي ن متال' هت
١( آلغاى مجتمع زلحاط خوبى اشياى )؛٣  دقيق فاصلة بر تكيه با محاسبه، ا

هستند. E" در كرهها بين

رى به رييس مجتمع مورد ر د محاسباتى، نظر از زاست ءملياتكمت  تا نيا

حالتاكلئ)رييس مجتمع كرجه ا حح، مجتمع مورد در ر بيشترى سادكهاى (د

 يعنى است. ٣يرحم مجتمع يى رييس مجتمع استكه اين هم آن دليل دارد.
 ‘بنابزين .ست ماكسيمال مغروض، سكلت— ١ با مجتمعهاى تمام ميان در

 و مىكذد مشخمى مل، كا طور به ز، مجتمع اسكلت—١ تعيبياتى خاصيت

ره كزف يكا صورت به ن1مىتو ز رييس مجتمع  ساخت، دوباره و كرد نخي
زى مورد مرزى عملكرهاى تمامى اينكه بيرجاى زب ره ز حح مجتمع نيا  نخي

زديكى از حاصل دادههاى كه مزيت، اين كنيم.  ى زوجها روى ۴ذاظر.بف ن

اين جريمه نيست. هزينه از خالى ٠مىكذد تعيين ز رييس مجتمع كرهها،
ر آنجه كه بود هد خوا اين زى سا ساده  د٠مىشو منعكس R هوموتويى نع د

 اينكه نه و است E' زيرمجتمع يكا نه كلى، طور به نيست؛ روثن بلافاصله

.٢ (شكل ٠مىكذد ررفتا بعدى—R فضاى يف نندما لزومأ (
1. Cech complex 2. Rips complex

نظرية اولية دورة در اثيا ازاين دراتجتفاده ويهتوريس ثناختزكاراصيل رسيت به بزى *
رييس ز مجتمع اين است بهتر ٠شتكىما  در اختصار، رعايت بزى اما ٠بتاميم ويهتوريس_

م.٠بهكارمىبري ز رسس» ((مجتمع اصطلاح اينجا

بهعنوان مجتمع اين از ماتكى نظرية يتدايش ازيل در ويهررس مترجم. توضيح
ريى نضاى از ادكى مدلهاى ساختن بزى اى وسيله ر ا٠رسم و ا٢ ١[ كرد استعاده مت  دهة د

١ ن بزى كروهها هندس درنظرية ز مجتمع اين ٩٨٠ خت  كروه عمل بزى سادكى مدلهاى ا

.برد ر بهكا
coarse proximity 3. flag complex 4٠



مفاهيم بعضى ياداورى

رد مدول .١ ا

 V عناصر از معين ى1مجموءه خطى يب٤ت شكل به يكتايى صورت به ن مىتوا ز F ميدان بك، روى رى بردا فضاى يى عنصر هر كه همازكونه

ر نوشت. M عناصر از معين مجموعة يك، خطى تكيب شكل به يكتايى صورت به ز M بر_مدول بكا٠ عنصر هر ن بتوا است ممكن نوشت.  اين د

رد ز M مدول—R يكر،د عبارت به ٠مىذامذد د١ز١ ^-مدول ٠يك ز M صورت، ^ها1 مستقيم جمع بكا٠ با هعاه مىذامذد آ يعنى باشد. بختيكر ز

ا ز R صحيح دامنه ك ا توسط آن ايدءآلهر هعاه مىذامذد اصلى يدهآل1 دامنه ي ك ا به متعلق ب٠صز با يها1جذدجمله حلقة و I شود. توليد عنصر ي ك ي

ح حلقة .٣ مد

ح ز R حلقه R روههاى٤ز.ب هعاه مىذامذد ^-مد i }ieN{ ازR كه طورى به باشند داشته وجود : R ىو ر ا ه ووي، ج N هر ب

R/j Cl Rx̂  j ٠ R/X•

مجرد سادكى مجتهع ٠۴

٠ل Xn { آ٠فرضكذي ٠, ا١. ت { ا٠ ز ح باشد. راً زيرمجموعدبائ ازمجموعة ى1زيرمجموءه وط مجموعه يك 1ت ح ك ه مىذامذد \ ^ى سادش مجت ا ع ه

ى1به • iXe / ر V ج ح }X i، {

B e A o i l B c A j A e A j l i.

ح عدد ذذد.1مىخو ۶ عد٠. ز |۶| - ١ عدد ۶ وجه هر بزى و مذد1مىذ وجه بكا٠ ز A عضو هر }max ج { d im F |F ٠مىذامذد ط بعد ز 

S -اسكلت۶١ .۵ j سادكى مجتمع

زبعد سادكى مجتمع يكط A كنيم فرض r و.ؤى با صحيح عدد يك Vو V ^ى n ا < n\ مجموعة باشد. —>

}A | dim F  < r ج F{ = )ح٣ ( 

٠مىذامذد A لم_\سكلت است، ا روى سادكى مجتمع بكا٠ خود كه لآ

ى ٠۶ روهها ى ما ك ك ست زى] ن [هومولو

٠مىشود داده نسبت زير صورت به مدول) (يا جابهجايى كروه ̂ + ١ ^، بعد ز I A سادكى مجتمع هر به

رو جابهجايى حلقة يك، R كنيم فرضى ١ ،،ددت { يكهدا  شدءاند. مرتب يسهااند صعودى ترتيب به عناصرش كه باشد A وجه يك F = يعئ}١ ٠٠٠١

.,با ز وجه (ين ٠صورات اين در .  هر لآى ا به كنيم فرض ٠مىدهيم نسبت ep نشان بكا٠ F ع A وجه هر به أ.٠مىدهي نمايش يرت]١ .

e F  i— \ < k < 7l ٠ dim P z k R6تمم١,حع = )fc(A،^ هاى وجه توسط آمده يديد آلآد بر_مدول k بعدى A .باشد

I  ~

اصلى |يدهآل دامنة .٢

F ميدان [x ] (F ذد.1صلى1 يدهآل1 مذههاى1زد1 يى لها مثا

\صلى ل١يده١ د\مذههاى روى مذتاهىهمولد مدولهاى ساخنارى قضيبه

آنكاه باشد. هئمولدمتنا ^-مدول بكا٠ Mو اصلى يدهآل1 دامنة بكه R كنيم فرض

صورت به كه dk : Ck{A( —< _تةى١)A( تناظر



,٠+ءء١[ . . .٤ ٠. . )١بذ]؛(١ا . . ح١ _ ؛ _ = 1• لا ،+ ا.ا ءئ])عة١-

ح)تع1 ةر_مدولها يختى همر يف به ود٠مىث تعريف (لة) )7ز( ر رش _حلمرح١د dk 0 d\-\- = ٥ ود٠مىث نتيجه dk تعريف نحوة از مى.يابد. كست k. اين به 

ااز زنجيرى مجتمع يكا ترتيب ه ول د ر_همريختيها و م مىايًد بهدست زير صورت به ب

ء لمة ٠ . ( ح . لمة ( . لآ . C( ا n - \ ( A لأ )C „ ( A ٠ ب

ه1 {ب )1و ف ) ر 'ةد كا ' = +ءدح,ة١ئىي )C k ( A ) \ dk+\(b ج b{ = ١+09ا< In i ٠{ و = )C k ( A ) \ d k(a ج a{ ت dk o d k + \ = . ^ . k e r d f c 

Im_١ ح kerdfc مىثود نتيجه <9/c_j. رمدول ? ± \H k ( A ) = k e r d k flm  dk ىامذ.٠ ح سادكى مجتمع [هومولوزى] نستكىما مدول ندامين ز 

d( آنكاه باشد ميدان يى R اكر im  H k ( A بتى عدد مين1:ة_ ز A 3 با و ٠مىذامذد k( مىدهذد. نمايش

زيرند صورت به ة-مدول عنوان به آن نستكى ما كروههاى آنكاه باشد. كلاين بطرى به بسته وا سادكى مجتمع A كنيم فرنى مثال.

هوموتويى .٧

زيى فضاى دو 1 و X أ٠فرضكذي ٠ب 1 و تويولو

Z ٠ = 71

z e Z r ١ = 71

( ٠ } 71 = T

رسته شت ا ي f , g : X دونة

Hأ n (  A )

Q : X 9 باشن. ييوسته شتنكا دو /١ j f \۶ <ل~ { ييوسته تابع يف هعاه يندكو هوموزب ل : X  X I،

■F ( x , ١ ) =  g ( x F و ( ( x , ٠ ) = f ( x كه طورى به باشد داشته وجود است، ]٠, ١[ بسته بازة (  I كه 

هوموزبى هم\رزى

 با ا o 9 كه طورى به باشند داشته وجود Q : { و X و ا : X و { ييوسته عتا دو هعاه هوموذويى_هم\رزكوييم ز ل و ،Y يولونيكطتو فضاى دو

ع كا ى١ر١د ز { و X صورت، اين در باشند. هوموتوب -١٠' همانى تابع با Q o ا و { همانى ا مىذامذد. هم هوموزبى وع٠ ي

. هوموتويى نع يى زى دا ،٠سيا خطوط از متثكل نوق نضاى سه . ١ شكل د ن ق

ردن .٨ رك ف به سادكى مجتمع نظي ى تويولول فضاى ي ي

 ،a ج ف4 هر رى1به نظيركرد. ن مىتوا زير صورت به سادكى مجتمع بكا٠ X بلى }14a } aeA ز با يوشش هر به باشد. يى يولون ز فضاى يى X كنيم فرضى

U از هعت عضو يى ol اكر ٠مىكذيم انتخاب )N(U مجتمع يكا آن روى باشد، عناصرى جنين تمام مجموعه )14( A أ٠مىكذي تعريف زير صورت به

ft( 14 7غa \ n. . . n Uan ر أ ع A(U( اكر تنها و اك ١ىتت7{ ١ ىتق}٠٠٠١

عب ز مجتمع اين ر باز يوثسثى يف }V/3{هب ع B اكر حال سذامتد. U ١ء  وجود )B £ 3 بكا٠ a ج A هر بهارى كه طورى به باشد X بلى ديك

V(3 c كه باشد داشته  Ua( از سادكى شت نكا يى آنكاه )1 4( N در )N (V ريب با كه مىشود تعريف  خصوص به است. خوشتعريف هوموتويى تق

ريد فضاى يى X اكر رى باشد، مت ع ٠ هر بها ز يوشش يى مىتوان < زكويهاى X بإى با ز ا ع به با  يوشش اين بإى عصب يى و ء شعا

ر با كه ساخت ذد.1مقاله اين در بحت مورد اصلى اشياى رييس و حح يعنى آن، خاص نع دو ٠مىشوذد ساخته مجتمعهايى جنين از زنجيرى ء، تفيي

1. nerve



۴٨

زي ملكا با ٢ شكل  ،—يك مىتوان بالاء جب [كوشة نقاط معين مجموعة يكط ا
 بالا] زست [كوشة Re رييس مجتمع ،—يك يا ء يايين جب [كوثة Ce جخ مجتمع

خ مجتمع اين آورد. ت٠بهد ع نزديكى يازمتر يكا ساسبز بزبر هوموتويى!ى نع ب
ع٢ يوشش s 5 ( ا  V s  V( هوموتويى نع رييس مجتمع حالىكه٠ در دارد؛ 

١و٢كاملا'متغاوت( زد٧ (  ٢رد.1و

؟1كد۴.١ مع

 رييس، (خواه كلى مجتمع كا٠ي به ى I نقطه ٥ توة هاى٥د1زد1 ى مجموعه! تبديل

خ  كافى اندازة به 6 زى1به است. ع يازمتر انتخاب مستلزم ديكرى)، يا ب
 ا،٠بزع كافى اندازة به 6 زى1به است؛ كسسته مجموعة يكة مجتمع ٠كوبكا

زبعد تنها سادكا يكة مجتمع  وجود ع بزى بهينه انتخابى آيا بود. هد خوا بالا ا

ردكه  مجموعة كند؟ منعكس ز ها٥د1د مجموعة تويولوزى نحو بهترين به دا

ر بنانكه ز رييس مجتمعهاى از ى1دذباله و اى نقطه ٥ تود هاى٥د1د  ٣ شكل د

ريد. نظر در شده تصوير  يكا روى نقاط از نموناكيرئ از نقطه،٥توة اين بكي

 روى از كرفت؟ نتيجه ز اين ن1مىتو آيا است. آمده بهدست مسطح طوق

ر كه مىرسد نظر به شكل ر باشد، داشته وجود اكر ع، ايدءآل مقدا  نادر بسيا

زكه است.  طوق دردن از كوجكط هاى حفره ىكه1بهكوذه بابد٠مى افزإيش ع زمان

زقرص ز طوق كه ى٤بز حفرة ٠مىشوذد شته بردا زمىكذد ا رمىشود ٠متماي ٠ي

دادءها بإى جبرى تويولوزى .٢
 ها حفره رى 1رهكذ ثما و شمردن بزى ازابزإرها ملى كا مجموعة جبرى تويولوزى

ر و ر تويولوز.بكا و.ؤيهاى ديك - ٠ازئ آتها ين نكاتتهاى و فضا د *د ر سد د
زبعد دادءهاى مورد  ٠مىكذد عمل تلسكوب نندما به جبرى نويولوزى بالا، ا

ر نيستند رؤيمت قابل غيرمسلح شم٠ب با نكه يىوويعيها اشيا  .سكذد آشكا
ر آنجه در معطوف [هومولووى] مانستكى به ز خود توجه ما ٠مىآيد يى د

 آتنايى .٨مىكذ ايجاد تويولوز.بكا وتحليل محاسبه بين توازنى زيل ٠مىكذيم

 كسب ن مىتوا ؛ ١ ۵؛ ى٣ ل۵مثلأازف ىكه1زه1اذد به ز، نستكى ما با مقدماتى
.].كنيد.-م نكاه أ٠ه مفاهيم)) بعضى ((يادآورى تابلو [به مىكير.بم مغروض كرد،

ريكا نقطه توده يكا به بسته وا مجتمعى مانسستكى  هرجند ممشخص، ع د

 سؤال كه ست I اشتباه نيست؛ است،كافى هنده د طلاع ا وهم محاسبه قابل هم

ر كدام شود  انواع و تعداد سادة ((شمردن)) نحوة از اطس است. بهينه ع مقدا

رع بهازإى حغرههايىكه زمت ريا رد هرمقدا رمى'ث  اعداد نيست. فى كا هم ظاه

ريفت نضايى . ١ ع با همسان  م. ذد._1مسى نقطه يكط فقط و يكا در كه دايره سه اجتما
خت نضايى . ٢ ري ع با همان  يكا نتط و يكا در كه داير. ،—يك و بعدى ٢ كره <كا اجتما

_م.1ا٤مثت نقطه تد.

رباضى، ١ سال نشر ٢ شمارة ،٨

ز ى1دذباله ٣ شكل  كه ى1تودهذقطه دادءهاى مجموعة كا١ي بزى رييس مجتمعهاى ا
 كدام ىشوذد.٠ محو و ظاهر ها حفره €، افزيش با است. طوق يكا يشدهذدةنما

است؟ نوفه وكدام واقعى ها حفره

كه1 لازم ى ا وسيله ٠ذمىكذذد يتكفا بتى ركندكدام ست ح خ  اساسى ها حفره معش

زيكا ىها شيوه ناديدءكرفت. ن1مىتو اطمينان با ز حغرهها م وكدا هستند  تويولو

ر انعطافى مانستكى، و هوموتويى رد ندااستا ر1 طبيعت د  يديد آنها ذعطافذايدي

رصاف كه نيست مهم است؛ حفره حفره، ذمىاوًرذد. است. ناصاف يا جقد

١ رى ٠٢ ماندكا

١[ شده معرفى نزمرديا و ١شر٠لت [دلزبرونر، توسط كه بدازكونه ماندكارى ٢[ 

 مسأله اين به دقيق ياسخى ]،٢٢[ يافته يالايش زمرديان و رلسنكا توسط و

 آن است. شده داده فضاها از ٥شد زمترى يا خاوادءاى كنيم فرض است.

رند ملاحظه قابل يازمترى حوزة بكا٠ روى كه تويولوزيكى ويعيهاى  ماندكا
ر نوفه ن عنوا به ر نودكن ويعيهاى و سيكنال ن عنوا به  ٠مىشوذد كرفته نظر د

رضكذيم ممشخص، مثال So عنوان به ة١١ر ف زمجتمعهاى ى1دذباله  = )7(ي  ا

ر از افريسى دنبالة بكا٠ بهازى معينى نقطة وده به باشدكه رييس زمتر مقادي يا
ع)١ ؛  طبيعى شمول نكاشتهاى است. شده بسته وا (

)١ .٢( 7Z N ث - \n N ث. . A \71 خ .  T l x

 نستكى ما )Hi جملات تكا*نكا نستكى ما بررسى جاى به رند. ا د وجود

بررسى ها j < 2 همة زى ا به ء : i 71 ^٠ 71ل مكرر شمولهاى

.ماندكارند ويعيها كدام مىكذذد مطوم شتها نكا اين ٠مىشود

رى ساده، مثالى عنوان به  مجتمعهاى جز كه مىدهد توضيح ماندكا

ريب رييس  هيج آنكه وجود با هستند. جخ مجتمعهاى از قبولى قابل تق

ريب منفردى، رييس مجتمع زيكا اعتمادى قابل تق خ مجتمع ا رد ب  منف

ر ز مناسب جخ مجتمع رييس، مجتمعهاى لاجهاى نيست،  با ى ا حفره د

مىكذذد. ))٥فشرد (( مناسب زة اند

١ لم ١[ (دوسيلوا ٠٢ ٠( شمول شنهاىنكا \ز ىزجير ع، < ٥ هر ى١ز١يه ]

دارد- وجود
1. Letscher



د يولون تو تحليل ميله!ى: كدهاى رتكري ب زب ۴ت٠٠٠د|دهها/ ٩

،٠ذابي بعد به بسته وا (بر{ىكزن ز^\ ر|  دلالت اين ]).١٠؛ به نكاءكنيد شت

 Tie شمول نكاشت تحت كه تويولوزيكى هرويزئى كه رد دا امر براين

ربماند، ر ع،7ء < y/v كه وقتى ماندكا زد بركى٠و يى واقع د  مجتمع تويولو

جه: بود. هد خوا ءء٠ جح * H^/JZe< شمول مانستكى ب  H *K e : ء٠ 

H از كه مىكذد رآشكا ز تىاطلاعا i f l l i و نيست ^يت قابل ( 'H i l Z 

ردذباله كه ست I رى ماندكا ير ٥كسترد يدة I ز I اى نهنمشا اين است. آلايش بى  ى1د

 ٠مىشود مطح زنجيرى مجتمعهاى از ٥ لخوا د

ر٢.٢ ماذستكىماذدكا

رئ مجتمع يف با رش زمجتمعهاى دذبالهاى يعنى ٠مىكذيم ماندكا  زنجيرى ا
 = ( C i) i ه١ زنجيرى نكاشتهاى همإه به X : c )7ب \  —j زى  سادكى (ب

ر  منشأ .)أ٠ممىكذي ارى٠نديسىكذ  ز X زنجيرى ى نكاشتها رى، علامهتكذا د

رحسب افزإيشى حح يا رييس مجتمعهاى از ى1دذباله آن  زإى1به كه است e ب

ع} ى زمترها يا ز ا ى صعود دنبالة بكا٠ رئ {  مجتمعهاى جون ذد.1٥شد نمونكي

ى هىكذذد. رتد ء با جخ يا ريبى ا ه اتت جيى. ك  با طبيعى طور به زن
٠مىشوذد كرفته يكى شمول نكاشت

ريف ) d < j بهارى ٢.٢ تع #1)0(با كه0ماذدكار مانستكى(و,ا  ؛

ريغتى بهعنوان ٠مىشود داده نتان رهم ر٤القايى(يذت تصو (:?>)*# —¥ )*ك

ىكردد.٠ تعريف
R ( يالايه مثال، ن عنوا به  = (7Z i با شده يازمترى رييس، مجتمعهاى از 

زديكيهاى ريد. ن ربكي رنظ رثم 4مىكذدك ايجاب ١ . ٢ لم زد ك  يع/وع ؤ ا

H( ص ٠ از آنكاه ]T 3{R ص ٠ مىشود نتيجه )Hk(C€j. در حفرءها 

ريالاية مانستكى وسيله به جخ، مجتمع  ٠مىآيذد بهدست رييس ماندكا

زطوركه رلسن هما ر دادءاند، توضيح زمرديان و كا ر بيشننرى مقدا  ساختا

لا دارد. روجود ماندكا مانستكى لاىكروههاى درلابه جبرى  ايدهآلاصلى منة يد

R ر ا٠يك و ريم1مىد نكاه ثابت ضزيب حلقه ن عنوا به ز R[ساختا [;r_ مدول 

ح  ٠مىكذد عمل انتقال نكاشت يف بهعنوان X كه م٠مىدهي قزر C روى مد

x 1 واحد ى ا جمله تف يكط يعنى n،^[ءذ]ز c iإ لى متوا برد ر ركا با n يق طر از ,

X ر'تد. "ب*تء ٠ب رطى مىف زنع ث ريمكه ضون اين با ر متناهى ا  هر مىيذ.ب
Q، ؛^]عنوان بهR-،؛ دنباله اينكه و است مولد هى متنا مدول ر  ماند رمى يايدا د

اسهت). شده داده زنجيرى مجتمعهاى از هى متنا نا ى ا له نبا د كه لتى حا ر د (

 كنيد (مقايسه است X زنجيرى ى شتها نكا طريق از C يالايش كرجه ا

ريش با كه رييس مجتمعهاى وصعيت با  اما مىثوذد انافه سالكها € اف

ز رد مدول.—7ءت]?٠[ ■،—يك عنوان به C ذمىشوذد)ا برداشته هع  مانستكى است. اً

٠P(حاصل، *(C ريف زومدول ساختا  مدول برخلاف اما مىكذد حغظ ز [ع

ت آلأد لزومأ زنجيرى، رس نظرية نمىتود: ردءبندى بءآسانى و ‘ني رتتن- ٢أ
 متناهى) نيع (از بندى رده مسألة كه دارد اين به دلالت جابهجايى جبر در

٠F( مثل ماندكار، مدولهاى * (C رمدولهاى ردءبندى با است معادل رتذ]ب ] 

ح نامنغى اعداد با كه مولد هى متنا ر كه شده معلوم نيز اين باشند. شده مد  بسيا

z[ مورد ر د مثال، بزى است، ر شوا د [x.

رمدولها ى بند رده ،۶ ميدان يف به متعلق ضرإيب بإى اما [#  قضية ز(( ا [

ح ايدهآلهاى زين ٠مىشود نتيجه اصلى ايدءآلهاى دامنه بزى ساختار))  مد
]F[x صورت به تنها ):]xn" jP  [a( .زاينجا هستند ربهدست نتيجه ا  مىايًد. زي

)٢٢[ .كا.ر( ٣.٢ قضية د يرش ] ر مدود ي _ب١ضر يا ،C متناهى ماندقا

ريختى ،F ن١ميد يه مذعلق ر زير يك است برقإ

] ) ) ) . .F [ x ] / ( x sJ . F [x( . و٣•ت ]0( 0 ]F [ x ت 0ءصء ٠ )C ; F )F ٠

)٣.٣(

ى دارد. طبيعى تعبيرى ردءبندى قضية اين با )٣.٣( زبطة ألأد قمتها
ر تمام بزى و مىايًتد بهوجود ti يازمتر لأى1به كه مانستكى مولدهاى آن  مقاد

ر يازمتر بعدى  عناصر ٠مىكيرذد قزر دوسويى تناظرى در ٠مىماذذد ماندكا

رو كه مانسنكى مولدهاى آن نيزبا ١تابدار زمت ريا ر ٠مىثوذد ظاهر ٢د زمت ريا  ود

V j  + S j ساختار، قضيه زنجير، سطح در مىشوذد. متناظر ٠مىشوذد محو 

ى زوج يى ز  بينهايت تا كه آنهايى ستثذاى1(به ز C مولدهاى تولد_مؤا ا

ر ٠مىدهد بهدست مىماذذد) ماندكا

ى1ميله كدهاى٣.٢

H■¥(c( يايه از كه يازمترى بازءهاى ; F ٠مىآيذد بددست ٣.٢ زبطه در 

رىكلى تصوير يى الهامبخمثى ز(^ بص  هر ميلهاىاذد. كد صورت به Hfc( C;ا

Hk(C(\لشىكلأفيكى٠ذماي ى،1ميله كد ; F زيارءخطهاى ى1بهصورتكردايه  ا

رصفحه انقى ه1 د ك ت راست ظربا متنا آن فقى ا محور س زمت  ى عمود محور و يا
رى) ترتيبى آن  ۴ شكل ىدهد.٠ نمايش ز نستكىما مولدهاى از (اختيا

رئ نقاط نستكىما يشنما ز I است مثالى دهندة ننشا  يى از ٥شد نمولكي

زكد استعاده با ٣ شكل از طوق ر ى1ميله ا ر زيادى تعداد كه حالتى (د  مقدا

راست مورد أ€أ يالأمتر، .نظ (

زكدهاى مثالى [ياين] ۴ شكل  [بالا] .٣ نكل مثال در //٠)R( بزى بلهاى ا
H( رتبة k ( J Z e i ى1ميله دركد بازءهايى تعداد با است بزبر )R؛(aجين خط كه /ر

€ .مىكذذد قطع ز € = }

1. unadorned 2. Artin-Rees
1. torsional elements



رمإضى،۵٠ ر ٢ شمارة ، ١ ٨ سال نث

ة ي ر.ى. ۴.٢ قف ر ماسعش ربهءؤو. ])٢٢[ ( )۶( ماذقا ه ٤و٠; ء٠
Hk( ميله\ى كد در هزبى بازه ذعد\د با ست١ بر١بر { C ;F ١ر [ووف] بازه كغ 

).7;ه ۶(بهخصوص، مىسمايذد^ (H ثامل كه بازههايى ذعد\د بما \ست برابر

٠؛\ذد

ركد بهترين  رى ندكا ما بزى بتى عدد مسابه ز آن كه سمت ا آن ى1ميله تعبي
 ر،۶ءلم ٠— rank^^ مجتمع، يى بتى عدد امين k كه مىثو.يم يادآور بدانيم.

 ى1ميله jSifik همانند ٠مىكذد ايفا ز Hk بزى ناظريف عددى اندازة يى نقش
ر درباره اطلاعاتى هبج Hfc به مربوط ر ساختا ر.يفت  دهد، نمى مانستكى ظ

نمايش ويفى ٠مىدهد دسمت به ز ييوسته شدة يازمترى ننبه يمف فقط بلكه

ى ويعيها كردن جنب و تويولوزيى نوخة كيغى يالايش يى توانا سهاى، كد با
ريح ]٧[ در كه همازكونه واقع، در است. مهم  در ى،1ميله كدهاى شده، ش

ا به شده افزوده هاى نوفه حضور ك  در مئال بزى رند. يدايا إمورس]، لايةيا ي
زيى استغاده (با ن1مىتو ،۴ شكل  كرد ملاحظه ) يف ظر نا ر بسيا ذموذهكب;رى ا

ا با ز همبند ء شى بى احتمالا نقطه، توده كه ك  ٠رؤيت قابل حفرة دو يا ي

 قابل لاتربا نستكىما هيج و ٠مىدهد نشان شده، اندازهكرفته H\ با آزطوركه
 رد. ندا ى ملاحظه!

محاسبه ۴٠٢

Iر  نيستند. شتاختهشده محاسبه رى دشوا دليل به يرى٠ج درتويولوزى ها Iناورد كث

ر مانستكى راستثنايى به )صورإتهايش رين ساده (د  لحاظ ين I ز I مىايًد نظ
رآن كه ح عنوان به ناورداها د  در مىشوذد. ظاهر رى بردا هاىفضا قسمت خا

ربردها، زكزنهاى است ممكن ((متناهى)) زمينةكا  با وقتى رود. فزتر معقول ا
رذد اين بزى لليلى هيج ٠مىشويم مواجه سادكا ميليونها  ريمكه((مانستد1شعا

ريتم به بلكه \ست)) خطى جبر نقط زاست. خوب الكو  جنين خوشبحتانه نيا

١[ مرجع دارند. وجود فزينده، سرعت و دامنه با الكوريتمهايى، رمدى ]۶  د

ريتمهاى مباحث بر جاهع  در مانستكى محاسبة بزى دسترس قابل والكو
٠ ست ا ى برد ر كا هاى حوزه ر د قعى وا ئل مسا

ريتم يكط اينكه، بيشتر قبالى1خوش  كروههاى محاسبة بزى عالى الكو
رس ى1ميله هاى كد و ر ندكا ما نستكى ما ردست  مجتمع يتم، لكور ا اين است. د

 T} و سادكط بكا٠ ل) i كه ز، ,يل))7(ي نوج از متشكل شدة يالايثى سادكى

ر ن عنوا به ٠مىشود ظاهر يالايش در سادى اين كه است زمانى خود متفي

ر ابتدا الكورسم اين ١[ مرجع د  ادكى زيرمجتمعهاى بزى ]٢
Eمتعلق ضزيب با ٣ z رجع وبعد ٣ رم ر مجتمعهاى بزى ]٢٢[ د  ماندكا

 مبتنى ى ا نه زيا مه برنا فت. يا ر انتشا ميدان، يكا به متعلق ضزيب با عمومى

P به موسوم Matlab بر lex ١[ يرى و سيلوا دو كه  ند، ا كرده تهيه ز آن ]١
ر مانستكى ى1كتابحاذه برنامة ر بهوسيلة شده نهيه C ب٠ ب زبان به ماندكا  ينب

 كرده ادغام محاسبه نيز و دادءها كردن وارد بزى رهايى ابز با ز زمرديان و

است.

ر شايان هاى مجموعه از حاصل زنجيرى هاى يالايه بزى كه است نك

رلى اندازة ريس مجتمعهاى ‘واقعى دادءهاى رقادكتت  ‘وينكى اين دارند. غي
 .مىسازد صرورى ز صحيح تويولوزى با مجتمع فريماهش يا زكا ذموذهكيرى

رلسن ٣مجتهعءشاهد ١[ و ]،٩[ ]،٨([ سسلوا دو و كا ۴(  بزى ساده زهحلى ]
٠مىدهد دست به مسأله اين

ر رإههاى ۵.٢ ديك

رين آمد، بالا در آنجه كه كنيم خاطرنشان بايد حثى از شت ردا محتصرت  مب

جوش ير و جذاب زيرشاخة يكا به سرعت به كه است زتويولوزى جذبو  ا

زدىكه بزى است. شده تبديل محاسباتى زيى ى ها جنبه به اف رى_تويولو  جب
رنتهاى هستند، مند علاقه نظريه ر زير در ز اخير يين .أ٠مىكذي نك

 ند، ا بسته وا رييس و جخ مجتمعهاى به براذًهايىكه علاوه ديكرى، كةها لايهيا ٠

رندكه وجود لا هستند. ماندكارى بررسى بزى طبيعى وضعيتهايى دا ا  ي
X به مجهز X فضاى يى مورس  ~~¥  : ،  توسط به X از ى1يالايه /

ى ها مجموعه

٠{([،ل 0{ / " ' ( [ ،ل = -

 است شدءاى بررسى وضعيت بهانً) مربوط شده نسخنكسسته (يا اين است.

و١([ رد[ انجام خميدكى دادءهاى بهوسيلة لايشيا ])،كرجه٧[ ] ].۵مىكي

 سادكى مجتمعهاى زنجير با كه بود وضعيتى در ماندكارى دربارة ما بحث ٠

ريم. سر^ار يازمتر يى با شده رى  يسكد ند   بزى قوى ى ها نكيزه ا دا

راين لكن دارد. وجود مجتمعها يازمترى جند هاى خانواده بررسى  وضعيت د

رى ندكا ما مدولهاى بزى مشابه ى نظريه! ختن درسا سى سا ا جبرى مشكلابت

] د ا س ش ].٢۴يي
 مجتمعهاى زنجير زين است، ييجيدءتر ماندكار نسبى نستكى ما محاسبه .

 مدول،—[ يكأ عنوان به ديكر ٠مىآيد آن بنبال به كه ، شدة زمترى يا

زد ر هارر و بنديكة .نيست آ  روش كءا٠ي )ييشرفت حال در تحقيقى (د

زئه مانستكى محاسبة و تعريف بزى جبرى ساخت ر دادهاذدكه ماندكارا  د
 ٣. ٣ قضية مشابه قضية دارد. ,دشنى بسيار صورت مورس يالاية مورد

ى زوج ز رسكذد.٠س ز مورس بحزنى طنتا ل٠كا ا
ركه .نيست ماندكارسرزست ] كوهومولوزى [ همانستكى محاسبة •  همانطو

ر رحال تحقينى دوسيلوا(د  ش_مدول ][ اكر است، داده نشان ييشرفت) ب

ح زد مد  ز X فضاى ى1٤ مورس يالاية بزى  مجتمعهاى زنجير آ

ريد ول [تق] يف عنوان به ز آن و بكي زد [مد ح آ  كنيد، زى سا ن يما د مد

۶([ اكر يعنى ](  حاصل ء شى مانستكى أنكاه بسازيد، ز  ,
، لمدول7ل£ت]ا يكط عنوان به ديكر ح H(  ماندكار همانستكى مد  

، نسبى نستكى هما بلكه بود، هد نخوا )1 , 1( H محاسبة بود. هد خوا 

ر همانستكى ر ونظرية ديمانى به توسل مطلق، ماندكا ر  در كه ز بذديكا_ها

زد. الزمى شد عنوان بالا مىسا

ر مثال: .٣ طبيعى تصاوي
زيى نكشف ا جديدى مثال رتويولو ريف ساختا  بالا، بعد دادههاى مجموعة ب

ر از ردهة مىايًد. طبيعى تصاوي راواخ ١ د رشاف فان و نازهاترن ،٩٩٥  ل

۴١ مجموعة رفضاى يىها صحنه ز  تصادفى ديجيتالى عكس عدد ۶٧  باز د

رهمكد زنش و مامفرد ].٢٠[ شتذد1زكذا رة جالب سوال جندين همكا  دربا

رو  مشابه هايى مجموعه و مجموعه اين رى آما هاى جنبه بالقوة عموميت ساختا

١[ ند ا كرده مطح بصرى ف٠د زمينة در تصاوير، از ٧.[

1. Kettner 2. witness complex1. Bendich 2. cohomology



۵١يعت كر برت رإ هاا ٥د دا يى تويولون تحليل ميله|ى: كدهاى

١ ريذد:كامى مسأله مسأله، ٣. جلو به مىافً

ر ييكسل ٣ مربع ۵٠٠٥ ٠ يدرسن و لى مامفرد،  تصادف به ز ييكسل ٣د

جيتالى نصوير هر از  بالايى رصد د ٢٠ داشتن نكه با و ند كرد انتخاب دي
رحسب آنها  . ] ١ ٨[ ختند سا دادءها مجموعة يف لكذترإسست؛شان، تباين ب

ريكا ريسى مربعهايى، جنين از ه زشدتهاى مان رىمقياس٠ ا  است. خاكست

٨٠ز1 تقريباء دادءها مجموعةكامل ٠ ٠ ٠ ٠ ر نقطه ٠ E د  است. شده تشكيل ٩

 كه نصاويرى به توجه كردن محدود و شدت بهمياذكين نسبت بهنجارسازى با
 ى ا مجموعه روى دادءها مجموعة دورند)، مبدأ ز ا كه (آنهايى رند دا زياد تباين

زنقاط M جون رهيك، ا ر S ج E بعدى هفت تويولونيكة ك  تصوي
زمند دادءها مجموعة ساختن نحوة اين مىشود.  طبيعى ى1يايه انتخاب نيا
رتباين بزى خاصى نرم برحسب  جزئيات ملاحظة بزى است. قطعات مقادي

 ٠مىدهيم رجاع ا ؛ ١ ٨[ به ز مند علاقه ة نند خوا بيشتر،

رى ٢. ٣ ز ساختا مبهم هنو

 شدتهاى از ٣ X ٣ مربعهاى (به طبيعى تصوير يف ناظرينب اهش١فرو

رى خا زآن آن بعد ذجامدكه1مى ى I نقطه ٥ود به بازهم )س مقيا كمت  است بالانرا
رى بدتر، اين از باشد. تجسم قابل كه رآنجاست كه ساختا  آشفته و مبهم د

اين به .شوند توزع 5 كرة كل ^ى بايد ابتدا نقاط مىايًد نظر به است:

رد• جكالى يررسى ترتيب' رهىي رقا ردسو حوزة جكالى' يالايش موضع د
رشذاختهشده راست. ى1بسيا رآما ١[ مثال بزى د .ببينيد ز ؛٩

رفته استفاد. مورد زير صورت به اجكالى٠ه ع تا يكا ؛٣[ در رك است. قز

ريد. نكاه ثابت ز k مثبت صحح عدد يف  مجموعة در Xa نقطة هر بزى دا

6k(x( دادءها، a ر ناصلة عنوان به ز E د n از Xq همسايه &امين تا Xa از 
ر.بفكذيد نزديكى لحاط رثابت يك، برإى .تع  روى مثبت توزيعى Sk (k مقدا

ركرنتن بزى نكه كويى شعاع كه ،ست نقطه ةتود زاست مورد دهمسايه درب  نيا

ر ترتيب) اين (به ٠مىكيرد اندازه  معكوس زبطة نقطه توده جكالى با >k 5 مقادي
ر از استغاده با رند. ا د  در بيشترى نقاط از مكيزكيرى ميا ^، بزى بزة^اتر مقدا

زت كه ىكيرد٠ه صورت ها همسايه نميا مىكذد. نامشخص ز تر يفظر تفيي

 ٠مىكيرد قزر استغاده مورد دادءها يالودن بزى زير صورت به همجكالى
ر M زيرمجموعة رصد Tد  ز ،٥زهكيرىشدIاند Sk با آزطوركه جكالى، بالايى ل

M[ با  [ ky T رى زيرمجموعة كا٠ي اين مىدهيم. نمايش زمت  نقطه توده از دويا

ر بزى كه است  مىدهد. نمايش ز مناسبى هشة ل و k قبول قابل مقادي

ز: به بايمشت ٣٠٣ ح آغا ض ر و  بيشت

ر نستكى ما اولين محاسبة  سطح در دادهها مجموعة اين ودى جالب ماندكا
\H ردكه وجود دادهها مجموعة ر د ((طوقه)) ميزن به نا مىدهد. ودى ر دا  د

است؟ شده ز٤متمر ٥دIد٠تود آنها امتداد

ر با  همسايكى يازمتر بهازى T = ٢۵ جكالى آستانة نظركرفتن د

 شدهاذد، نموتكى M[ky T[ از بهتصادف كه نقطه ۵٠ ٠ ٠ با &، = ٣٥ ٠
H مانستكى اولين بزى ى1ميله كد محاسبة  ر آشكا ز يكتا ر ننكا ما مولد بكا٠ ١

 دادءها مجموعة كه دارد آن بر دلالت اين .ببينيد ز ۵ شكل ].٣[ مىكذد

زكنده بعدى٧ دركرة اوليهاى دايرة حول ركد شدءاند. ي  نسبت ى1ميله ساختا
ر نقاط تصادفى نمونكيرى به M[ د [k) T است. استوار

1. Lee 2. Pederson 3. robust

۵٠ز1 تصادفى نمونكيرى ٠يك بزى H\ ى1ميله كد۵ شكل ٠  مبر ]١ ۵١ ٢۵ز[1 نقطه ٠
زدهنة مولد اين ىدهد.٠ دست به ز تنها مولد يف  قطعة يكط بين كرهى خط نشا

است. مبر، در اوليه دايرة بارز ويعى تاريكط، قطعة يف و دشن

زمحاسبة هدف  دادءهاست مجموعة يكطويعى((ينهان)) ماذستكى،كشف ا
ت. تشخيص قابل همبندى و خوشهبذدى با فقط كه  محاسبة نكوذهكههما ني

رين ٠مىدهد نشان بالا د ٠وع اين از ويعى ادءت كه1 اوليه دايرة ي  دادءها ست

زكنده آن حول  دقيق بررسى يكا نظيركرد؟ ن1مىذو جيزى جه با ز اين شدءاند. ي
زقطعات ٣ X ٣ الكوى يف اوليه دايرة متناظربا دة1ذقطةد  دشن ناحية يى با ز ا

 .هد د مى ن نشا ند ا ٥شد Iجد هم ز ا خطى نتقال ا يى با كه يكا ر تا حية نا يى و
رهى خم ريكا ناحية بين ١ ك  دايرهاى دهاى خانوا در و است خطى ‘دشن و تا

 ٠دد٠مىكر ظاهر ۵ شكل طبق شده، يازمترى كرهى خطوط بين زوية با كه
زكد كه طور همان  آستانه زى1به مولد اين ٠مىشود ملاحظه ى1ميله ا

رهاى زمت كا هم ويا  ى1ميله كدهاى بررسى است. ن نمايا شده انتخاب لى ب

 يازمتر با شده يالايش دادهها، مجموعة H\ مانستكى كروه اولين به مربوط
١ جكالى هم ۵ = k ٢۵ وآستانة = T، رمتغاوت مانستكى اولين  ز ماندكا

رى به ik كاهش مىكذد. نمايان زكي ر نقاط زI ميابكي  جكالى حساسيت و كمت

 مانستكى و،H\ مىدهدكه نشان ۶ شكل ى1ميله مىشود.كد منجر تر موضعى

ر iM\ شده انتخاب ذموذههاى ماندكا [k,T ]j اين دارد. ۵ بزبر ى1بتى عدد 
ر مجز دايرة ينح حضور معناى به  به توجه با بلكه نيست، دادءها مجموعة د

 دايرة بر علاوه كه ؛٣[ ود٠مىث مشاهده ^٥ بزى ى1ميله كد ومحاسبة مولدها
دارد وجود نيز ثانويه دايرة دو بزرى، ^ى بزى ^١ محاسبة از حاصل اوليه،

ر كه ريالجت م به تر يايين جكالى د ت مىأ.بذ. ب
،1بزبك ^ى زى ا به يكط هر مىدهدكه نشان ايره د سه اين دقيق بررسى

رقطع ز اوليه دايرة  دو اين هستند. جدا ثانويه دايرة دو حال اين با مىكذذد، دوبا
 طور ن هما شند؟ با متناظر است ممكن دادءها در يى ويعيها جه با ثانويه يرة1د
تنظيم تباين ناحية سه با ز تصاوير ثانويه دايرة هر شده، خاطرنشان ]٣[ در كه

ر؛ و حالتها اين بين و ىكذ٠ زيابى اولي. داي رو دايرة دو بين تفاوت ىكد•٠ د
زيش ترتيب، به ثانويه، رك  شكل است. ى عمود و افقى ن شد لايه لايه به آنها د

 ٠مىدهد نشان ز ثانويه ىها دايره معناى از تعبيرى ٧

متغاوت اما مشابه، ۴.٣

زيازمترء تابعى صورت به كه موقتى تويولوزيكا ويعيهاى نايدة  وذد٠ظاهرمىث ا
؟ مىشوذد محو و فىكتشاI دش ٠يك از بيشتر جيزى به اين آيا بيست

1. nodal curve 2. heuristic



١ سال نشررباضى،۵٢ ٢ شمارة ،٨

١, ٢۵[ بزى ^١ كدميلهاى۶شكل ۵[M رسىدكه مولد ينج لأاًثكا ر  از طئا
 زى1به ىكذد.٠ قطع ز سرم دايرة يكا هر كه سثود معلوم ثانويه دايرة دو وجود اينجا
jk( ٤بز، ٠مىشود قطع دوبار اوليه دايرة ا

١, ٢۵[ بزى H\ ثانوية مولدهاى ٧ شكل ۵[M زقطعة تفييزت آكذذدة٠تذظي بهعنوان  ا

زيشهاىبا ترتيب به بالا، تباين با حى نوا سهكانة قطعه به ندوكا تعبير عمودىو افقى ك
وذد.٠مىث

را آنها تجسم بالاكه بعد ز I دادءهاى هاى مجموعه بزى  ذجامد؟1مى ست، دثوا

رلسن تحقيقات هرجند زنش كا  تويولونيكا رويكرد است، جديد خيلى وهمكا

ردهاى٥د1د تحليل به رب ردكه متعددى هاكا رهI مؤيد دا ز رهاى ندكهIينك  ساختا

 علاوءبر رند. دا علمى لااهميتا1ب بعد ز I هاى٥د1د هاى مجموعه در مانستكى

راينجا مامفردكه دادءهاى مجموعه ر مانستكى محاسبات شد، بررسى د  ماندكا

رجندين زجمله، ،كارمىروند٠به متغاوت زمينه د زى سىهند ويميهاى ا  خمها(ب

زيههاى1 حاصل هاى٥د1د دنباله و ء۵[ نويسهها) ايتيكى تشخيص مثال،  زآ

I ر ٥شد شتهكا لكترودى رقش يكى . ] ۴ [ ماكاى ميمونهاى مغز نخستيب يىبينا د

زاهداف ه بودكه نكته اين به بردن يى ‘اخير تحقيقانى طح ا تويولوزى جي
 درست مىشود. ظاهر عصيى دادءهاى در تصاوير شدة مترىياز فضاى يكا٠

٠زد1ذد1مى شبكيه رى و مىكذد كنترل ز تصاوير جشم عدسى كه همازكونه

ى يا فضاى ر در و د٠مىشو تديل تصوير لآ ىابد.٠ اتعكاس ينايى تت
 مانستكى كه بود هد خوا آموزنده طبيعى، تصويرى هاى٥د1د مورد در

زى ز M ماندكار ريم. واقعى فضاى سرى بسط شبيه جي  ش٠فروكاه بينكا

 نع يكط واقع در تصويركردن، طريق از S يى به ها٥داد كامل مجموعه

 ا٠يك در )))قطعه «تكا (يا صغر مرتبة از جملات حنف بزى بهنجارسازى

 بعدى جملة نقش ،H\ اولية مولد تشبيه، اين از ييروى به دههاست.1د مجموعة

ربسط ز  قطعةدو كرهى خم ٤مىكذد ايفا دهها1د مجموعة هوموتويى نع د

زسكذد. هم از لآ سباين كرهى خمهاى بين دروزيابى با تانويه دايرءهاى تا.ب
در كهمىكذذد عمل بسط بالاتر ازمرتبة جملات عنوان به آنها، وديمان منفرد

٠مىآيد ييش وافقى عمودى ىانحزفها أنها

ر كلاين بطرى يكط [جب) ٨ شكل ).1ى1ميله دربزبركد شده (تصوي  رويه [زست؛ ش
رى رفتنI كهجهتذايذي كا مقابل صلعهاى زيكىك ا بهدست شكل طبق مربع ي .يد س

IزIبا .أ٠مىكذي ييدا ها٥د1د مجموعة درمورد عميقمر بصيرمى ينجامستكه 
رفتن1 زيش بررسى و M متعلق H\ ى1ميله زمعذاىكدهاى1 لهامك ر،ك  بيشت

 در طبيعى، نصريرى هاى٥د1د در عمودى و افقى زستاهاى سمت به ذاتى

رآن دوربببن كه قائمه لى قزردا زوية مقابل  ٠مىشود داشته نكاه وضعيت د

ر ردد:٠ أشكا جع ىة زما.بش با سدهدكه ]كلآرش٣[ /  رى1ءكلاىبرد تكلآرآ
ربينى با  ها داده از ى I مجموعه ست، I ٥شد داده قزر ̂ ا ۴ زوية در كه دو

 قعى وا افقى زستاى سمت به كزيشى آن ماندكار مولدهاى كه مىايًد ٠بهدست

، محور :هد د مى نشان ز قعى وا ى عمود و ر ييكسلبندى  در محوركزنى ز I كمت

است. مطح طبيعى تصويرى دادءهاى
رتى آيا ركدهاى ييشكويانه قد  است؟ نهفته دهها1د مجموعة ى1ميله د

زايزكونه زى1ذد1جشم ؛٣[ اخير يببشرفت ز تويولوزى رويكرد قابليت ا ر  ماندكا
ر مانستكى دومين بزى ى1ميله كدهاى ٠مىدهد نشان رحسب يعل،٢٣ ماندكا  ب

زت رذد وآستانه جكالى تفيي رين جملات نيست: تعجب جاى ٠بىثباتت زكمت  ا

ر مرإتبه زنا آسانى به هميمشه سرى، به بسط هر د  از نشانى اما ٠مىشوذد د

ر مولد يكط k معينى وضعيتهاى ر د )Zr به متعلق ضزيب (با ^٢ ماندكا j  I 

ردكه وجود T و رييشبينى بصيرنى ^،١ ياية مولدهاى با همزه دا ر د  ساختا

ت٩ زياد تباين با قطعاق فضاى راسًتاذههاى مىدهد. د  معينءكد جكالى د
،كاملشدة شده بريده آكام تبغ با طورمناسب به كه Hr ى1ميله  دوبعدى باشد

ر مانستكى ياية لاين بطرى صورت به ز كوجكة ^ى زى1به H\ ماندكا  ك

ريدكه ياد به ٠مىكذد القاء )٨ (شكل ر رية اين آو  عنوان به مىتواذد جهتذايد.ب
زى٠ فضاى رنى به مرح، بكا٠ يكىسا ر كه ص  محقق شده، داده نشان شكل د

زنشاندن نمايشى ٩ شكل .شود رفضاى يه٠رإ اين ا رييكسلبذدىشده د تصاوي

اد ىدهد.٠ نتان لآ زي كد كرد توجه ب زكامدسا ا طبيعى اي ك بايين لىب
ر مانستكى تعبير  تقاطعى خواص با وثانويه اوليه دايرءهاى است: ^١ ماندكا

 ضزيب با مانستكى رج يكا محاسبات خوشبختانه ٠مىشوذد ظاهر مناسب
z متعلق رين_٢ زمايشهاى بزى موجود متناهى ميدان طبيعىت ر1زياذه آ _د  ى

رييدا روية اينكه بررسى مىباشد. مند سود است، كلاين بطرى ،٠يك شده ماندكا

 بعد از و كسترده )M اى نقطه توده دادءهاى مجموعة كه ىكذبم٠ تأكيد
 يكا ٠ذمىكذد مشخص ز متمايز ىويميها ضح وا طور به وجه هيج به و بالاست

ز نكاه  نقاط با جكال طور به بعدى ٧ كرة كه ياندنما مى جنين دادءها، به كن

ج آن در طاها و مىشود ير دادءاى ر ه از كرد. يها ن توا نمى روتنى ساخآ
ر-كهما مانستكى عدسى يقطر ٥شد رى I ٠وهدفكل تنظيم مناسبطور به ندكا

١. O c c a m ’s razo r، ب اصلى و ف .اكام ويليام به ن ى ومنطتدان نيلو كلي  قرف ان

زآنكه حاكى ١ ۴ ن شبيذى٠يي و توصيف توان كه نظريه دو ميان از ا ا ك رين  رنددا ي ز سادءت
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مدل ٠كاملثد عنوان به يازمتر، فضاى در طبيعى طور به كلاين بطرى يكط ٩ شكل  
، داده نثان نتابيدة ازى٠يكىس فضاى در ىثود.٠ ندهنشا _د|يره،٣ اوليه دايرة ثده  

بار يكا عمودى محور حول هريك.. ئانويه دايرة دو ٠سييجد دوبار افقى محور دور  
به مخالف جهتهاى با رست و جب مذتهى|ليه در واقع دارءهاى (نوجه: ىييجذد٠  

٠مىكذد قطع دوبار ز اوليه دايرة تانويه، دايرة هر شدءاند). جبانده يكديكر

ىباتد رومحوسشو;د. بارزى _ويؤيها معلوم دقيق، يررسى محض به ظاه  
ربا مولدهاى اين كه مىشود رهاى ماندكا متناظر دادءها در رى دا معنى ساختا  

ركلى از لبكى قابل زىيازمترىسا الهامبخش و وذد٠مىث مجموعه ساختا  
ر نوع آن است اين هستند. دادءها رياضيات خوب مثال هر كه نوصيغى ت٠قد

٠مىكذد عرضه علمى جالش به ىربردكا
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