
سكه. يرتاب با آناليز

ى. دانيل و ر س ا

اذىيور٠ج س٠ى ترجمة

ى سخنزنى يى مبناى ير كوتاه نوثتة وين صغ و ه تهبه ت د ت ث س ر كه ا  د

ن بزى ١٩٩٩ سال رنوية ويا ج نن ضى كارتمناسس دورة دا ر ريا ه د ا ك ث ن ا  د

ى. ام- ى. آ ض اًن در دادم. ازئه ن م سخنز ن هدن ن با كه بود اً ا٠ي يا  مثال ك

ن ماضمقد نا هم ن ه كه د ون ك ت ب ظا ح لا ش، طبيعى م ى به احتمالا شها ين

ب . جال كا ز بار؛ در زرنى و ي ل ى ا و ضجر حفين ش ى بزى دس ن ذ هعد أ ي ب

ن كه آمجا تا ت ممك س ر ا ى د ح ط ى س ،با مقدمان د ده مثال ث هث زئ  بر مبتنى ا

 جيزهاى مطالعة به سكه يرتاب جاى اكربه البته بود. خط؛ يا إشير سكه يرتاب

ى٠ ببردازيم) بزونى ىسيرها جون ييجيدهترى ر مثالها از غنيتر جموءه|  د

ت( خواهيم اختيار ش .١د( ا

ر رياضيدانان نمام تقريباً ى٠مرحلا د  كه وزذد٠ىا٠ً خود تححيل لوزن از ا

جا جعأ نفد يكنوا تابع هر ما ؛ مفهوم (به م ا ك ب ق ل ت ر من ن (٠( ي  بنبال به ). ت

ف اطلاع ث ك ز ي ا ز ى ٠دلكرمكذذده ا ها ذد كذ حت ز رذا ى ٠مىرسد خب زاينكه حاك  ا

مشتق كه معنى اين به ذكببلذ|ذد دارندكه وجود يكنوايى ييوسن غيرثابب توابع

بأ أنها ري رث ت هرنفطه د ى ن )-٣ود(٠مغرم د ل اين ب دركاربردينيدي تداح ئبي

سى قضية عام سا ن ا ا ب ا ب ز آنها ٠مىكذذد ايجاد ترديد ح جب ب و ع  تلقى عدي

ى اين به ٠مىكذيم ب كه معن زد غال ى آن جزء توابع اين رند ندا انتظار ان  دسذه|

د ن ث ا ز غوريم.“برمى اذًها به عادى طور به كه ب د ر اينكه ب  از مثال سادءرين د

ت اين س ع تواح، د جتما ه٠باز ا ك ى ت آنها روى تابع هاي ت، ثاب  |ذد|زةكامل اس

ض٠ اين دارند. رد٠ ز ر ن كرد درمان ىث ن آن درمان لك ا د . طبيعى ب ت ي ن

كر ة هيج نوشنه اين ا د ى ناي كر ه دي ت ث ا د ، ن د ث ا مسد ب ك  رم اميدوا ت

ة توابع بزى بهترى وجهة س و ى بي وا كن ن ي ي ك م ت ع ر كند. ب ن وانع د ا ن ن

ر كه داد هيم خوا تبينها بررسى د ا يرتاب ر با ي ك ل،نا سكة ي د عا  ظهور مت

ن ني دير توابعى ب ذاي ذاب جت ت. | س ويمل ا فيا كه شد يادأور من به ب ري  ت

ى تلاش هم بيلينكزلى ه  ذكين٠ توابع به سته يرتاب طرينى از تا بود كرده مناب

د ر وجء- ب

ف قانون بزنلى اعداد ضعي

ى و ك رال ى د ض ب بازى ريا ر سكه رتا ط؛ يا [ثي ل با سكه اًن در كه خ ما حت  ا

p)١ < P < ل با و «ذير» )٥ ا ت q ا : \ - p ((خط)) ها ىاًيد،٠ د ج  ل

ى دنبالة با ها غير ى ت خ د ا م ل دو به دو ت سق iXy t\ س X ٠٠ ٠ ٠ iX fi . .٠ 

ن د. نثا د٠ دا ذ ش ن كه ى راً X = ١ د fi ب مين 1̂ نتيجة اكر  و ((نير)) رتا

٥ = X n ن نتيجة اكر ي » يرتاب م .با «خط د ى ث . ,(^ج اكر يعن . .  ء)١ .

و٠|ز رشته|ى د١ها ث ا ب ا (٠ه ه كا ذ )٣اً

p(X  ™اء'ء: qtiriء :ء ١ ء ... \ pH

يد نرض حال - Sfi كن  K : \ X m ده ى ((نيرها)) تعداد هرث  71 در ظا

. با اول يرتاب د Ep f)۵ جون ث l m] = \ p + o q = p«( ريم دا

=  x > [ * m] =  np
m: ١

nJ -  Ep["؟E p

=  X m 4 p \X m ] =  X m - V^ \ j ^ O^

ا،٤آذ

' S n i E X m j X m
m =  ١

£ p[5 n ] =  ٠١ E  p[s 'n} =  E  E p [J W m ']

LI

p [X m X m ' ] : ! ? [ X[ 771 = 771' ب !:

pXq = pq(p  + q ) : p q ؛ = qXp 

٠ = Ep[Xm.xm’] -  qX pX -  T(pq)X +pXqX ا= ج777خ 771 ؛



ى،1س/را۴٢ شارة ،١٣ سال ض

و Ep[5n[ - ٠ وبنازين

)١.١( y ي )]p — ١(E p [s l ] = npq =  T ip 

ى نكتة ايتجا غ ري ح ظ ط ود م ىث ل ة٠اج جون ٠م م ا است، جمله 71 ث

ك طوذ٠٥ ث ت EP]5ل رند داريم انتظار تجربه] بر [متدم ١ه ب  از ^ به س

ى وانع در ولى ٠باذد دوم درجة  خ وضعيتى جنين 5ئ بزى  دجا

ىدهد:٠

E p p n  + np Y[ -- ء?ج5لئ، 

٣)= Ep[5l ] + „pEp[^„] + (np 

npq + n rpi =

ل البته ي ل ف. اين د لا خت ن مغر ا د ن ن كي L.xU ميان Im ض با همز. كه  نر

لال، ستق ن صعر منجربه ا د ت ث لا ىغير جم ظ نطر س ر د Ep]5٣[ا د ر ىث  ٠م

ى جون ز )۶^( < ٠ هر دا

)R ٣| ؤPp(|5n?5„| ) R])  i| Ep[5l ] ؤ ١ ]̂Ep

1) ١ز د١. و ت س * ج ب (

ق )٢-١( R) 1 ي ۴أ ) (  R - % [ s 'n) < | rء  )ااء1ا

ى ك ى ي ها رد رب ن ازكا ت اين زبطه اي س كه ا

4

٨١

 ( : )Pp( ) أ |5n | )  nR —

ى ل با يعن ما حت ف ٠ tnRT حداكش ا لا خت ط (كه 71 ١ Sn بين ا و ت  تعداد م

ر ى ها نير)) (و ه ه ظا د ا1 ث ك P و ت ست ر ر٠د ت ز س ي نتيجة ■R با ا كيغ

(۴.١)٠ lim ء.!لآىل >

ف خوف١ف ل د١ءد١ ضعي ) ل ود-٠مىت ناميده <

ى ى ي ر أ ك ف ي ر ا ظ ك ج . و ما ك م٠ ا ه

ش سؤال اين يدكه بي ىاً ت بزورد ايًا م س د مد د ر( ٠اً ى برإورد )٣ " ١ د  است؟ خوب

ك، 71 ١ آيا اينكه ٠بهويز ه ى آ ى وانع زي مك ب سمت ه  به )٣ .١( زبطة ج

؟ ت س را غ ود. موضرع اينكه اميد به م رث انتظار متدارمورد ٠ة7أ ىبدجا روثنت

كه (ست روشن اً.٠مىكيري نظر در ة أ(ءغ

]X m t . د٠ا77أ١ ٠ ٠[ E p [ ^ n ]  =  > :  E p 

ن كه راً ع د م ج ى م m(همة لد mأ٣١ ٢١ شود٠ ا»هائىكرذته = )77,١  ى

ى1به ١ ، 771% ، 71 كه د توجه A ج )١١٢١٣١۴( ز ي هكن  محاسبة با ك

م ي ت ت ت به بنا يا س مب ر خا ع ن م د نميا ث كي لال و ها1٢٢أ ن ستق م ا ري دا

E p [X m \ . . . X m x } =  0 ( ١.٢)

ى بهءزى مكراينكه ت ن ك ي ا م دانته } ١١ ٢١٣١ ۴از{ ل> جون ج ني با

771 >7٢ - 771 •.٢ و 771\ل) - 771 ٠أ

ك هر و دارد وجود صعر نا جملة ۴ا71٢ كثرحدا رو اين از  از اذًها از ١ي

K ^ r؟p-١(p؟٠ ] ؛ ^ ]Ep ر شت . ي ت ي ت ب ن ر٤دي عبار

)٢.٣(

ه1 تكزرهمان با اكنون ك ى ل لا ن٠بهك ت اً (1 د ( )١ . ١ز  )٣ . ١( به )٢ . ١و

كه ىكذيم٠ ٠هد متا رسيديم،

ء )٣ ٢ا ء ( ؤ ا ء ي ء ) ؛ أ خ

ن ى ردت ت ى ا ري م تونيق. اين د رب ردا ظا ش انت ه ' أ زا را هت ى 71 ب  ز

ى ي رأ م هك ي ا م-٠ هم ووانعأ ب لآب از درواذع ى

١Ep [e^ - ]  =  {p e Xq +  q e- \ p)n= J =  n "^Ep[e٨ 

ه ىتوان٠ ابتدا *A ج E يدالآى ك د ي S بدالآى د t )1 ج )٠١ ١-jp

"ءد ي Ep]6ا

ه ج تي رن ،A < ٠ هر به(زى ود

')]exp[ - n (Afl+/3pA ي ( | ا ي - ح ) r ) v  Pp > ء ء ( ؤ - ء

عد : ٠A ذاردادن با وب ت   د م د - ر و سأ

، ء [ - ء>ء٠| , ( | خ - ء | ء ل ل ) 

ل اين با د متا بزى ٠حا ر ما كه ىم ريم، نوثته اين د  ب كفا )٣ .٣( دا

م بهدذبال ما ٠مىكذد ذ عداد ١ذوق ذودا١خ كه اً ن ز )٧بزرى( ا ي ت ن  قانون جا

ف ى.١ ضعي و يعنى ٠))كذيم۴.١١ ر. خ م1س ن هي م٠ ننا م د  كه ى

ء) . ت (ا ء ء ) ه '٠ا - ( . ا ق ل

هد. منظور، اين به داريم )٣ ٠٢بذابر( كه كنيد منا

ى لآ دا ى ( p ,71 ؤ m ي ) n~ \/K — ؤ ( Pp

د ر ( | ؤ - إ د - ' " )

٠ ,m ٠ ٥٥ ونتى ا ٠ „٣ا  ي ؛ غ -

ر( ب*الآى X( اين از ر ء.با ع )٠١ ١ه ن د رنت رك ظ 4 كافى داندازة 771 ن

م سجع ستل!ذيم ي ى د

, ،١لمر ( لا ؛ - ~ ه ء ل ۴أ

ل با لذا و ا ت ى ا زدي ء١به ن ت٠ا ى ت ذ و 7ؤ 1 ٠ ٠.



ل يرتاب آناليزبا ۴٣اسروك سكه/د|ذي

ش ي ما ى ن ر ك ي ز د ب ا ا ت ر ه ي ك س

ى مرحله م ما برنامة بعد ز ل ت كنا م د ا ريرتاب ا بينهابت هاي مد ئ رى ك ك  سكه ي

ا صورت به ك ى عدد ي ت. حفين س ر ا ى متغيرهاى به خواهيم ى٠ ذع وا د ن د ا م  ت

ط ضرإيب ج<:.م به }Xrn : 771 (١{ رى مقدا—.) ١ ١) ى ب ى عدد دودوي ن د ما ت

)٠١١[ )١.٣€ [Y = ± r m x  m

.٠ا٤ذ م ذ ر اين البته ك ا ك ى ر ا د ة ك ؛ و ي . ئ ت ب ه زئ ن ي Y ر  UATm لأ 

كتا به ه Y مىكذذد، معلوم طوري ث مي كآ به ز ها XfTi ه ري و ى ط م خ ث .٠ذ م ذ ك  ى

ز ك ن ط م و ن به مرب ه1 ء٠ ٠ ١( از ءهايى اً ك ت ن س ثا ي إ ت موجود 71 ( ٠ ب س  ا

ى xnt كه طورى به ح عدد حي ت. ص س ه٠بها1 رفح بزى ا زاين ىك ت ا س  ،ها د

ى ئ ل ي د ي ب كه ىكذيم٠ تزرداد سل ط ءا77أ (،) ٠لم771 ضري ب ر ى دو ل وي  د

د عين٠ طورى ، ج ]٠ ١ ١ل و كه ت

ى1به )٢.٣(  ٠ إي ، - خ ٢-”(،)„ء > ٢"- و ؤ ١ هر ر

ت اين در ر ر ة ،. ج ؛٠١ ١[ هر م ع مو ،)اا : m ؤ ١{ C }٠, ١{ ج  ء}7(

ل ر م كا ر و ط .٠ عين٠ د ذ ك ع ى رواب )ا د ، ى1لور٠به ا٠ء77( ي ط  قواعد با ط

ب٢-١ <٠ 

١- ' ب <٢ 

ب ٢-٩(،)™ - ٠ ج

m =  ١

د ي و ول ىت ت به د.٠م ر و دا ه و م رى ن ر ا  د

؛ ١

" ١, ع٣ت١( ؛ ، ' = ٠, ،7 = ١،؛(١=١ا ,، = ='

وغير.

ت همي ت اين ا ظا ح لا طر يه م ت اين خا س } نتيجه ازاًذها كه ا /f j 

)٣ .٣( ) = م٠\ ى لأ ،١ا ا ( » ' ) ا « ? = ؤ ء ( ^ ا

ت بزى ثبا ى ا س ر ب اين د طل ه م دك ي كن جه و ت

ب - Y= غ ٢-١" - ± r mX m
١ +m:n ١=m

ى و و ا ى تنها ت ت برنرإر ونت س ه 771 ( 71 ب ١ هر بهارى كه ا ت ن م دا ي ن ا  ب

١ = . اما د

ك „ىموجود ؤ ١( ت Pp(-Li : ١ ا771 ؤ TI ب ١ هر ىى1به ٠ا

ى = ٠ لآ P ت ١ ،n < 771 هر (دا p d ي غ

زيإ

Pp(X ت ١ 71<7ر^٠ارى٠(ب n

= l؛m Pp„^) = ١ ,TTl < Tl .) 771 ب (به|رىتجير
MiCO P ز •

٠ = lim pM =

ق زا ٠, ا

-١ر٠(بهائى " . „ -٢ؤ لا - خ ٢ى غ أ " لآ » )ءء٣=
m =١ m : n +١

ن ي ل وا د عا ت م س ).٣ .٣(يا ا

ة ج ي ت ن د م ي ي ن ت . )٣ .٣(م ز ى نانون 1ب ه دنو دا ع طةبزرى ا زب ))٢. ۴( (

)٣.۴( - .f - H' . ( ؛

ن ى رأ ى.١ د ٣( ر. .٣( (

ل ج خ emit( ، ع ]٠ا ١ر[٠ يهارى )۵.٣( ت )ا ل،

ى ر برإ بفهميد اينكد ز ر ك ن ي ب ٠ا ى است. جال د كتي د وب  77 بح ١ هر يهءزإى ت

" ؤ71>٣و .٠ل

))١+Pp( T- " m ^ r ^ r- n(m 

)۶٠٣( )p£ „ ( r~ nm) qn— Ln( r~nm ت

لا1ر1 ب١و1ئ ي ، <

ء ء)لل )) )٥(6( = rlnn٠Pp(-Ln ي F ٥ ؛؛؛(Pp

(،)„ء"أ
)٠m- T(٠n- E٠)m-"٠«(pE ح lim =

)i n( ، ) = E r - m، m(،) (AT ٠(،) + ٢"- و( ، ) ج  ة٠ة

د بهترت^ا ذ رتا ب م In مرتبة دودويى مميزهاى نزديكتريناز ءبا ت و ب  زس

.ع )٠٠ ١[ سة ، حا ى )٧ .٣( حد م ل ك ت ل ا ح ر ى1 د كذ م م ر غي ر كا ا ت، سا  اس

ة ا٠ا ر ك ع ه، = ا م ج ة به بالا م ك ل له٠ج ي شودكه٠ تبدي هم جمله تكح اًن ى



س،۴٢ ٢ شار؛ ٠١٣ سال نثررمإض

ت با ب س وقتى ٠max{p١ ز؟ > ١ (ينكه دليل به ع صعر به ممايى ر

ذ ك س ل د٠ب ج ب ر د و

)٩ ‘ ٠p ج )٠, ١( هر و X ح ]٠, ل\ هر بعازى )٣.  = (pp(Y  = x 

ت ن اكه٠دييرء حال راً . نوق حد محاسسة د ت ا ر د ي ز ا ك ى ا ه1 وقت ك  ت

ه ب يرتا سكة د ل ت عاد ر كه باشد مت ت اين د ر ر ر .P = ؛ م ت اين د  همة حال

ت لا ع جم م ج ت تعداد جون ٠لذا .٢ ̂ با برإبرند قوق م لا لآ بين جم ( ة - ى )٢ 

' ٣)ءأ6 - ٥( + ١ و ت ، ، ١ بزى كه م٠مىكيري نتيجه ا  ٠٠ ، a ة

)١٠.٣( Y  (  b) =  b — a ؤ r (a/ p  P١/٢)٥ > Y ؤ ٥( ت ١

ش يا معادل

)١١.٣( Y ر ف ى س ف د ا ىيكزا م ت °] < ١[ ل)1( خن س p: ? جت ا

ر اما ف ت ى م صادن ت ت خ وا كن ى ي كو ى ال ى معقول ش بز ت ى1ئغطه نماي  ا

ذ٠ت V كه د ر از ٠ا ا ه١ ء٠ ١ ١ل ب ى لذا ٠غود١١عو ١ب١س  زبطة ،P = ؛ وقت

ى )۴ .٣( ك ت حا س ت كه ا ع ا٠ ن L لآ< ١ه١ ٠د ه a طة ٩لآولآوش ى نف  نوع

ت م\هو X ع ]٠ ١ ١ل س ر .١ ط \ ر اينكه. دفينت ك ى ا ى X ي صادن  طور به ز ت

ت خ وا كن ز ي زة ا م. ]٠١٠١[ ا ني زي ع ;كا ب ي ؛ ٠اً ت)ا ف ا7( ى ة ى حوال ذا ب  ا

م قرن ت ي ل كه بود ب مي ب اين بورل ا طل ما بعدها و كرد ن عنوا ز م ي ض ما  كا

]K[ ن ت جزئيا ى د دإ اً ي ا ي ف ز س و . ت د و ا ن ي خ م ا س ه ود ى ]G[ ك  صورتها

ب ى جال ر ك ؛ دي د ي زا د ا و س ب كات د. ازئه ز و . دا ت  ا

ى٠س ا ه ل ر أ ة د ي ر ظ ه ن ز ا د ن ا

ت ممكن نوق ملاحظات از الهام يا  ازاعداد تا جند كه نجم بدا بخواهجم ا

ت٠ا ١[ ج د ايتك. ٠بهويز ذد.١١ادذع٠ق3ءل ] جعكذي ر ر( ك  ممريف )ا۵ .٣( بد ا

كنيم

ل )١.۴( ئ ج ه ي = ء [٠إ ح٠٠١: ء ح { ، € [

ى ٠ح١/٢ ٠عك< عن ت؟ ١ب(ثم جغدؤ ح١/٢ ي ليا دادن \س م كا خ ى اين به س س ر  ي

ر ى كا ى خيل ل ك ث ت. م س ح ملاحظة (برإى ا ى ش ب ازاين جالب طل  ديدى از م

لأ د متغاوت كام ي ن ك ع ج ل. اين با ].)DR[ به ر ى حا غ ي ك ^ ز ك د ذ  مىتو(ن ز ج

ش بدون ى تلا دان ت به جن س داد. د

ن ابتدا ا ث م٠ ن ه ع٢ كه ىد أ ست، *وول نسبتأ ا ى اين به ا ل كه معن م ا  ت

ى تعداد شمازي ت. نقطه نا س ر ا ( هر بهازى وانع د \{ ? ريم ‘P ج )٠ ٠ ١<  دا

ش٣ ر بنابزين ٠شp g اء ك ن ا ا ث م ن هي r/A مثلا كه د ت، ١ س ز ما ث ت نا  ثاب

د هد خوا ح٣ كه ث ء ست. نيز ر شماز ض اما نا يد نر ط كن نا  بتوانيم ز ح١ا٣ ن

م ري حا ى }Xn}r و بث رث ما ط ش قا زن ن ا ر باشد. اً ت اين د ر ر ( م ز  )۴ .٣ا

ض٩ .٣و( ق ا ذ ت ء = م ىل ز ا ه ب (

ع = ٠ y = (ا )p r(Y ج ح١ا٣( = خ ١/٣ / p ١ - ١

. هدخوا نتيجه د ب اين به ث ح٢ ترب أ ت. ر س ها(| قينا البته. ئ\ث همين ل

ستدلال ا ا ن  و ناشمازست AV ip ج )٠١١( هر به(زى كه مىدهد نن

ضح ت وا س و ،P ص p/ اكر كه ا م از جدا Ap' و Ap مجموعة د اينكه ذد.1د

ا Up؛?د <لح ح ح١/٣ م ى ازهم جدا دو به دو جعوءههايى٠ و ري ه و

عتناد اين ٠ىسذد ناشماز وردكه بهوجود ز ا أ ح١ر٣ مىاً ت ب ا٠بز ن  است- ئ

ى ا٠ا هد وا ف بر ن ق خلا م ا ى ر كه رند دا وجود ب ا ن  مىتوان اذًها ب

ت نتيجه رن ح٢ كه ك ؟ ى بايد ر ى خيل ج و د ك ذ ا ر ٠ب ىد واقع د ف كه ذيم1م  ي

ى متفير ن د ا م ت يكنوا ت ل با خ ما حت ا ا ك ر ي /r مجموعة د A ر رى مقدا ١ ختيا  ا

ا انداز؛ نظرين زبان به ىكئد.٠ذ ك ب ح٢ ٠ل ؟ ا مقو ٠ز١ذد١ ط ١٠عجموءه\اق ا ت س  ا

ر اندازة با جموءههاى٠ و غ ى اين با م ك ى وي م خ ت وذد م ىث  آنها مىتوان كه م

ش تعداد با ز ر ما ى١ث ه د ك ر ا ع ب م ج ن م هاثا جكا به طول و هك خوا ت، دل  اس

وثاند. ى ي ى1به يعن }fi{١٠ دنبالة ء، < ٠ هر ز ى / ها ر زبا ت بازموجود ا س ا

كه طورى به

ل ح٠ح٧ا ؟ ح و , ا ا » ا < ء

ن در كه II اً n I ٣ بازأ طولI/ .لامه است د هر اينكه، خ ن /r ب A  شماز ١

ت ب ن مىتو[ن ولى ن ما تعداد با ز اً  ٥لخواد به طولهاشان مجمع باركه وبىث

ا ك ب و وتا است، ك ند.ي

ى متعارف نل صعودى تأيع دسته ي

ى1به ه ز Fp : ]٠ ١ ١[ ب ]٠ا١[ -اء ٠٠ > P > ١هر ز دك ري كي رن ظ رن د

اب[بطم

)۵.١( )Fp(i ) = Pp(y < z

د٠ يفتعر ر ى متفير Y و ىث دن ما ه معرنى ت د ر ن ت. )١ ٠٣(د س ن ا  روث

} = ١ و Fp(°) = ٠ است، نانزولى Fp كه است \)Fp■ ٧ .٣( از(

I. ى حن ئ ٠ذتذج ز كه ود٠س

)۵.٢( )x < y ^  Fp( x ) <  F p (y

دأ Fp يمنى كي ى ا ود ت. مع س ون ٠ءلاو يه ا )٩ .٣( بر بنا ب

lim F p (y ) =  P p (y  (  x ) =  P p (y  <  x) +  P p (y  =  I(

)= P p (y  <  x ) =  lim F p iy

م ى"لر٠ نتيجه ت Fp كع ي و . ي ت ت عبا به ا ى د ر رم ت ن توايك ف  يه؛ئى كه ك

٠p ج )٠, ١( هر  Fp د تايعى كي ى أا ود ت و مع و ت ي س )( = ٠ كه ا .F p

(١و )زء.١=
ى ر •P = ل ونن ت ث ز ي ن ايتها ا وا ت: ست  ر٠ بهازى ٠) ١ ٠ .٣( بر بتا كف

ل٠,١ل عت ت٠ء ى اما ٠F\/r؛)r( = ت ء .P ص ؛ ونن ى ا Fp ا  مرموز حد

ش رسم است؛ ل نمودار شك ت. م س د بخواهيم كنيد نرضى ١مثلا ا و ا٠ك ط د ا



ل يرتاب آناليزبا ۴۵استرول سكه/داذي

. رإ أن م ي ا ورى ي م٠ اداً ذ ك ط تايع هر بزى كه ى و [ ي ل ب ل ا٠ل١ء ء : [

ن طول ح، كما را ودا ع lA( ن rc(F ة ا ن1مىتو ز س حا  )٨حد( م

ذ١س ل ئ ( 1ح =۶(Arc 

د ر و اً ت د د ن٠ كد ب ت ك د ب 00 يا موجود ا ث ا ن ٠ب و و بهارى ي  عدد هرد

ى ى U حقيق ب أ٠داري b و a منغ ح ظ هر بزى ؛قة - ؤ٠ة

ت F اتذولى د د س!ور.م ب

A( ؤ ٣ rc(F ؤ f\ (١ ب / =٠(F) -١(F 

م محاسبة با ي ق ن ا به (يا س ك م ضية ك س) ق ى معلوم نيثاغور دم و نيا نكز كه ت  يي

F بهارى ١ر۴  =  F\ / T د سب٠ك و ث ف ٠س طر ز ، ا و ي ى به د خن ن س وا  ست

دتصرر ز ى1۶ ييوستن تابع ر ى1به كه ك ى \نل اًن لآ  ئوق نابإبرى در ٢ بالا

ت س دد د ب ي د٠نظر به ٠اً ر هى ننمودار ك ي ن ى ج ه بايد تابع عل ف رهرن ى يا د ن ن  ا

ت د حرك ا ك ى خوب،٠ و عمودى؛ وي ت ايزكونه نمودارش كه تابع س  ذد1ذمىتو ا

.با بيوسه د ب اما ث ل ت جا س بدانيد كه ا

)۵.٣( T ت )Arc(Fp ١{ ب /٢) \ {٠ ,١? ؛ ؛ ( 

ت اءت بد ىتواذبم٠ )٣ -۵( اثبات بزى ور ( م م ب ك ل حد م٠دىخوا ):١ء

L غ١- n E

. ييدا 1ا م ب م٠مىد قزر ك ي

)”_١(٢ Fp({m t ي ا ا ا < م  An(R( = }٠ا

r - ” i?}< ( " - Fp(m ٢-

)”_١(٢ + m  <  r ™ : Fp((m < ٠{ = )Bn(R

Fp(mX- n) ^ r- nR{-

ن ت روت س ى1به كه ا iR < ٠ هر ر

ح - )L n
)m€A„(H

؛ ة ٠٠"
)m£Bn {R

ن بنابإين و ه X ( ر٤لز ب ج ه(٠ ب ك رد )١ ىث

ؤ١(ءي+ ء٢) ء ) ل١\)( + /' )١ + -ل

-")١(٢ + Fp((m + ”-ح )٢ + [ ' ) " ' ١( ) Ln
77ل)„مجا1(

- Fp(mT-"))+ E  "-٢ 

)ؤ١]'-('-*+١+ ح  (Fp((m+١)T- " ) -Fp(mT-")J

ت واضح اما كه ا

j(” - Fp(TO٢ - )”-١(٢ + F p ( (m[ ح

)m € A„(R

-" ) ]r " ) - F p (m ١(٣+F p ( (m[ ١- ح =

m € Bn( R(

ه بتابدإين ج ي ب  < ’ هر بدالأى كد |٠سةيد

T- " ) -Fp(mT-")D)١+E  [Fp((m -٢« ء١ + )'-('- ؤ (
)meBjiiR

د از ف ر (٣ .٣(بر بذا٨ط و (۶ .٣.(

-")]r i ) - Fp(m٣)١+E  [Fp((m

n(" < "n-5؛ = Pp(p5؟

)r < ”- ءا " )”-٢(١5- ' ?”لآ )٢( ( ( = P p

ه ت در ك س د د ىبز اوًردن ب ن از اول بر ت اي عي ق د وا و م ب ي ء ه ت ج

”, (m + ١إ٢ ”( كه  fl)[m٢„(Umeئ دقينأ ٥ ر ج ذ م أن ه
)٠ , ع١ ى ] ي ها ت ء ها به|زإى ى ا > pZn(x)qn-£n(x) أن  X-71R 

ت هيم خوا نتيجه لا اين از رن كه ك

ى٠به ع٠ص ة > ١) "١+ ء  Arc(Fp( ؤ ٢)١ "

ن اينكه شرط به ثا م ن هي ى د 4يز للخواء به R < ٠ بهار

) ا - " - ا و ) " ي ي ة ) ب ء٢٠ء ) * - ا ء - (٢( ( ( P p

جد متظورابذا بداين ه٠ ز ك م ب ك ى

ه. ؟؟<١ )۴( )٢? ) ء (٢} ب (١ /٢) \ ء٠٠١} ج (

ش ت اين دليل س ت معادل )۴ .۵( كه ا س يا ا

ء , أ د ه ه ء ء٠, | " ا „ + ا |

س X ج )٠١٣(  ؛ ت ج  تابع و ب دأ ا كي ب ا حد ت م س ر كد ا د

. ع ت ١ د و ت س ر غ ب با بالاخر. ه ن ه (۴-٢( ود و ن٢-۵أ ي ه| د )ب ج  ب

ر ه٣س ك

ل ك حت ا ا - = ٥٥ ٠د ب آ ' ء " ) ء٢٠(١" ) آ ' ء ا - لا٢) ؛ «

ن و ت روث ها جه اين يا ك م اثبات ٠س ك ل Arc(Fp( ؤ ٢ ح م . كا د و ن س

ل بون زتب ن٠ ا هاي مك ر تابزيرى ىداب ت د س جه تا عك را ز ذ ر ب ز ي  )٣ -۵(ذ

.٠ اثبات به د ر ى



۴۶، ى ض ؤ ر ر ث رة ٠١٣ سال ن ٢ شا

Fp اول مرتبة مشتق

ب ى بالا مطال ت لليل F تابع نمودار ررنتا اينكه بر اس p و بهارى ^ P \ل 

م. عجيب خيلى ري ت در شما ن )٣ .۵( حتيق ا ن L كه ىدهد٠ ن l i هر در 

F رذاإع1ود٠برذ مماس ىا1ذقطه p د يا ا ى ب د انن ث ا ر عمودى. يا ب ند ش اي  بخ

ى هد نوا ر ي ى د ك ت از حا ح  اينكه، دقيقتر داد. خوابم ازثه تصرر اين م

۵جموءههاى٠ اكر ه ۶ ك ر ن د تعريف )١ .۴(د ت د جه٠خا به ث رداآذ و رآ ل

م دراينجا ىخواهجم٠ ي ذ ك س ر ر ه اين ٠ب ك ت ا

( ١٠۶)
 ٠ X ج ح١ا٣

CO X ع ح٠
{ =  )3(Fp ب }١ /٢) \ ء٠ا١} ج (

ن كه رأ د

ئ ق ئ F( ق | 'p{x 

ء Fp مشتق ر ت د س ى (البء ا ث خ زادعا ي ه اين ا ك ت ت طدر حد اين ا ا ت  ن

است). موجود موردئئلر

) ت ا ب ث ىا ى)١ .۶ط ف ا ت تIك م ق درمورد ز إن ص ب شت قج حتي  ت

؛ م ت ى ك ت ض كا يعن س ن ا ا ث كه دهجم ن

(٣.۶)
X ج ح١/7

ج ع 00 1ا

I f i :  ;

hy  h { c

و وانع در {٠ بءارى )٢ .۶(ا ١ر /٢) \ ء٠ا ١} ج ت ) ر د. د ذكا. بات اً

by;

ح ١ ء }6- ل : ش = }١ء ا  Fq(x ) =  ١ -  Fp( \ -  x )

جه كج شد هد خوا نتي

X  / ج ح١أ

00 X €  Apع٠ \  h { o c

د ٠ءارت به ع ه و و جيز دي س ر ت به ددب  )-٢ -۶( اثا
ض اكتون د نر ي (١/٢{ ك / P ج )٠, ١}\ د داد، X ج ح١وأ ن. ٠ئ  بات

دكمكه )٨ .٣(بتابرنادكنارى  داربم )۶ .٣(وب

Pp(L„ ( l ) < Y  (  R nix(("٣ =

)= rnpZn(x)q7l- L„(x

ن و > (- ب ز س . ' ? م ن ٠ل٠ ازانن ■Pp = ٢١/P؟ > ١ وبآبدإين pg ن د ب

>]ء٠ ء(ئ)٠'٠ا .٠»اء

)٠6؛ ٠-” ة ي ة - ؛ ) ءأ + ا = ا]„٠ء

ى بدين كه ت معن  كه ا

ف با )٣.۶( سايى ر
I m .

n l ٠٥ R n (x ) - L n (x )

ت اين هرجتد با ب حا ى م ت جا ق اثبا ل اين با ىكيرد،٠ذ ز دقي ت قويأ حا لال  د

ى به )٣ .۶( كه ىكذد٠ / هر ار ر X ج ح١أ ز . رن ت ل بزى ا مي ك  اثبات، ت

„ ء) ن ( ري كن وب ك ص عدد ر د n < ١ طبي ك د ي  بدالآى و T,n(x( ( ٢ د

ف٠ذل 71 ؤ 71(ء) ى M( ن n ( x د ١ ) 771 ؤ 71 بزخترين شدك ى با آن بإ

ة = ١ „ )أ ء ) - . ة „ ( ء د ملاحظه ( ي ن كه كت و ب

)L M v ( x ) ( x )  ^ X - r ~ n < x <  R M n ( x ) ( x 7، ؤ 71)1( ب

و )أ ا ء )7 )h ( r n ) T l< . ا - آ ٠اًذكا ا

Fpjx) -  Fpjx -  h( >

r n - Mn(x ) + \ Fp(R Mn(x )(x )) ~ Fp(L/Mn{x )(x((

)R m „(x){x ) -  L m „(x)(x

ى٣ .۶( و نتيجه بنابرإين ذ كا ت )ا س ت ا م ثاب ي كه كن

ا١ )٠( ؛ لإ ل ي س ت
71 00>—71

ر اما ت؟ جه به (*) نبودن برتإ ر معناس ن د ى جني رت ر  T > ١ بايد م

ر بينهابت و دا ن آنها بدارى كه باشند موجود n از مت مد ر ((ثير)) آ  يرتاب د

ء) = ١( ام71 + ١ ن س٠ ب„ء)١( زاً د رخ ا ه ش كه ب  )١ - 7„(- از بي

ت آمد، «خط)> متوافى بار س  سى ٠(ء)عء = ٠ ؛TO ؛؛ k ؛؛ 71 (بدالآى ا

ع ها k اين يدارى م ج ت Ej);؛x( م ت). ثاب س شريع به مريوط ى A: بدالآى ا٠ا ا

ى اين ها رال « ط خ » ز م ا ر دا

T,k (x ) T in jx ) T in jx( (
T ً٢ا اا k

١E(: ايكه بزى „ (a  ر مبنى ما نرض لازمن كه بائد. ( به همو 71 
A\/r ع X ت ب طرف بايد ٠ا ل صعر به ج ا( كند مي ك ح  طرف و )كوشىم

د ناصفرداشته حدى ت٠ز تا برقإر )٠( لذا است. تناقض اين كه باث .س

 'است I ج ح١/٣ هر بهالآى ز )١ .۶( اول نين وبآبزين )٢ .۶( س٠

ل ت م٠ لرض دوباز )١ -۶( اتبات شي ب ?٠, ١}\(١/٢{ ى € (
د داد، A اكنون اما باثد، ٠ث p ىكذيم٠ نرض ،71 ( ١ هر بهالآى ٠تت ج 

ن ري كت ج و ح ( ء Em(x( - ذة7(ء)أ = ١ لورىكه٠ به باشد 771(71 (

بون كه ىكذم٠ و.لاحظه

X ١ة )L n (x ) <  IjN n(x ){x ء - ٣ جي

- " ز -١ <hؤ ٢ا " ه ٢+ ج ي رد٠ ت ش ى

))Fp(x ) -  Fpjx -  h) )  Fp(LNn(x) ( x ))  -  FpjLnjx

)١pE„(i )g7V„(i ) - E„(i-٣n ؤ



زبا ل يرتاب آنالي س رؤ| ك مكه و سر ۴٧ا

ى بنابزين ت كان ت ا ب ى كه كنجم ا .71 ٠ 00 وثت

٢TipE„ ( i )pJV„( i ) - E „( i )

+ ا00١+  -٠(’( ؛ ) " ( ا ر ء = )٢)ء(ء٢٠(٠آ

ن و ت اكر ٠۴٤ ١دئ٣)ع٠(تت - P ¥~~ ٠ ي س ت همانند در لا )٠( زبطة اثبا ا رب  د

ش م ‘يروم ي ذ وا ت ست م ثاب ت ^ — ١ + ٠ كه ك أ ( ء ر •71 ١(  ٠ذهايت د

ه ك ر و ط ز ( ها ر . )۴ .۵د م ب د م واكتون )P(Tp)٢٠»( < ١ د ك  موردنظر ح

ت. بديهى س ا

صة لام خلا ش اينكه ك خ ن )١ .۶(اوإل ي ثا هد٠ ن د ; كه ى . ا ٠لؤ ا

٠ = )F 'p{x را زإى1به ى۵ا ز ت ب ) ا ه٠ع ( ز ن1 ك ر (١١ .٣د صادف» به٠)  ت

ب خا ه انت د ف ناميديم). ن ه ازطر ى ديكرب لان ت ت س  Fp تاح (ينكه بزى و اول ق

دأ كي ى ا د و ى س ى Fp{x( = 00 بماند، بان  مجموعه دو هر •X ج Ap وقت

د. وان جكا

ض س F كتيد فر ه تا س و د ]٠, ١[ روى نانزولى و ي ئ ا  و F")( = ٠ كه ي

١) ب .۶)١= د ر إ ن

ه٠ ع ع ة٠,١[t ء ل { ء € ا

ت _خكببوأ١لدكث ،۶ تاح كه )٠مىكوي س  ١ لبكط اندازة دازى E مجموعة اكر ا

.با د ت به ث ر ن؛ لم٤ (كرديكر، عبا ه د ن ا ن د ء٠و١[ لاى بورل انداز؛ ن ث ا با كه ب

ب١ < ، ،٠ )F { b) -  F ( a = ءد١6(ل (( ه

ف د تعري و ىث د ٠م ك ب ود؛تكين ل ت fi اينكه با است معادل F ب ب  زة1ذد1به ن

ا ك ب ت اين هدف ).١١باثد( ١قكبلوإ ٠ل و ه اين ي ك ست ت ا ب ما ي كن

A)۶( =٢ )١ب.١ r c ط و \قد غ خ ۶ \ةو ن ض١ل شد.١ه .

ى هرعدد بهازى (ما ت ا م ٥ ن ري دا

ه . ; ه٠؛ ا٠ا ا

م ت٠بهدس لدا وري ىاً م

ء٠ - -٠ع ة ت٠’ح ب ء

(٠< 00( تاح اكر ديكر. عبارت يه - » ت اءن به ز : ؛٠ , ١ ] ر و تعريف م

م ت ) ١(٣"ل زإى1يه (ت)„/ = ٣nAm,n كه ك ا  ا771٢ل” )  > +

آنكاء

ز؛ ا٣(ب. دا ران د د ب f°*~ ل n - أ٢ م7ب  ل

أ ي ن ت لازم ا س ن ا زاي ب ا طل ه1 م مك ذب ك ة د غا زة fn س ك دراندا ل به ل ي م ر غ  م

ط اكرو ىكتدا٠ ت زة ن دا ئ وأ ت ئد ا ب ن ا.ل:> أندازة يه ن كي . ت د ث ا ت اين ي س  ٠ وان

ت يا مبتاى كه وث ز ١ ١ ن ت ذتيجه|ى ت|٠ه ن س ى ا ك ي ز ز ا  نضبن صورتهاى ا

د متوكيرئ ب ة١ ل غي 5[ رجع٠ در ٢۶ -٣ .۵ ذ ى ))ا١  مفهوم به fn يعت

ا I ابك ري ن ق يه هجا٠ه ت ت ث ن م ى نيكوديم—زن خث طلتأ ي ر ييومتن م دا ن  fi ا

. ت ز ك ن ه زاي ر fn رلا ا دا ت را ك د ب ر ٠ب ل ق ل م ذ مي ك ى رو م ك ط ا ق و ن  ا

ش ة مطلغآ يخ س و ر fi ي غ د. م و ن با ث ت ن ا ب. اين ب طل ب. م اً ) ١ ( ع ي ق ت م

ه )٣(ب. ج د ب و ش ٠س

ر رينادكنا يكط كارزبا ف خ  و 71 ( ٠ هر يهازى , مىكذبم 'آغاز م

"٢<TO^ ° د نزر م٠س

)T- " ) - F (m r - n)١+A m .n  = F ( (m 

ف ر بتا A)۶( = ٠ممري r c ن كه رأ د

L n = f f F i

طوركه ز لا وهما ره قب ثا د ا A( ٠ت r c ( F ل (ست. ح وا ٢ و ١̂ بين  توجه حا

ه ك د ي كن

- - = ٢-” ٣غ١)]١ + ٢"۵(„,„ - [ ء „٢

نوشتها ما
ئ ٠شلأ ىتو!ذد.٠ ء١( د رب ن  ]S2[ ثا ]D[ به ك

 ص[س]. ٢ .١ بخش يه به كنيدرجوع ٠ثلأ٠ ستواذيدا )٢(

د٠حإعكاش مثيررش. ظل٠ )٣( ب ] ١٢.٢.٨ مثلأتعرئن است. ل ة وا د. .لاحظه ز ر  كن

ى اتدازأ نثازدادن بزى Pp متاله. اين جاى ئ در و ايتجا. ا٢( حتال  ىرودكه٠ر1يهك ا

ل رتابهاى با ت ت كا م ى سكه ي خم ل با يراب.هر در كه ىثرد٠ مث حتا ر P ا د٠ ثي  ىاً

ى r واكر د م ثا P(٠اذًكا باشد. سكه رتاب ايزكوئه ستاى بر ي p (r ل حتا  r رخد(دن ا

. ت دا دريى رلىكه٠ذر در بد ازاين ا . ن بايد ز جعب طرف ساً ي ل خوائد: بن ا ن ا اينكه «

٠ = ،١x ٠x = ء٢ ١ .))Xn = ء7ة ٠.. ٠ ٣

ه٠ نثازدادن بزى Ep ازحرف )۵١ ت كه (ى١ثتط١و(ه٠ (،افي١أ ب ب Pp به ن حا  م

رذد د1 ٠سث ا ىمتفير يف Xاكر كه ىكذم٠ ادأورى ىكذم.٠ ٠ت دن ما . ت د ث  ر1ث ا

ت انتظاراًن مورد ب ت جيزى P احتمال انداز؛ به ن ي  اكر ٠وثد به ر. XdP جزانتكزل ن

X ش تعداد نثط ء٠ا٤آذ باثد. داثء متدار شا ) = E[X ] =  £ ix P (X. 

E[X [ار نعاد )۶١ د1 معنى اعن به ١ ك ت ا٠1(مثاديرموردانتظار س ى متنى د دن ما  ^ى X ت

ب A مجموعة ا به ٠مىثرد حا ب I ديكر. رتع a  XdP = ر4ل,E[X.



٢ سارة ،١٣ مال ضس، ربأ سر۴٨

ظزم ظريف تدرى ‘خمبف ئددأ١ازخ ١ذوئ 0ذد١ذ توثتربودن معناى )٧( بين تغاوت دربى وم

ع٤٠ه يا رئب ىد ه٠زي و \ ج ت٠٠ع\(١زيىدر٤٠أ ش٠ل خ ه ب د ى عب ^ ; ٣ع  ].81در[٣.

ا حد اين ا٨( ن ئ ا جوت دارد وجود ط ب ت رتع ت س ا كاهش ٠n انزيش با ز سي  بد.ن

ئlm ٠مطدب اعن ملاحظه برإى  دوبعدى بردار يف طول ز جسع٠ أأامءن در جمعوند م

ن ىاً ها ٠F(m ٣ء-١ تمرركذيدكهمؤف r- n b _ ( n-١(٣ +F ((m د ت وتوجه٠م

(1٢س بردارهاى مجمبع برد(را ائن كه كنيد و . n)r٠ ب ١( وع٠مج در )امTnx + ١م ت  ا

. مغحه در بردارها طول بزى مثلش نايزرى دتيتآ ادعا مورد يكتوايى ٠ىو ازاخن ت  ا

لال )٩( سد د دريى ٠زك زيايى ا ي ر سل ك ل م )Perlin( رلين ٠اً ل ن بزى طحكرد.٠ ب  اًا

دانوناليز اطلاعاتثان كه لا ت. تدرى ك س زا ت در بين و  طول مكه1د،1د نثان متاله ي

ع ل٠ نعردار كات ط اب و ت بزبر ]٠ ٠ ١[ بدى F نانزولى ي ) با ا  اكر ١ + ۶) ١( - ۶(.

ط و ونف ن۶ا س ب د. ل باث

ت بررس بزى )١٠( ح رانيد. دو توان به ز طرف لو ٠دءا٠ اعن م  ب

وا وابع در )١١١ ن ن ست ط مطلتا بخش كه داد نثا و ت ٥ انداز؛ ء مجوعه به ثمر ي ب  ن

هد ■٠سد
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. داتيل ٠ ل ش شكا. ا ع نى.. أى. ام. دا . ;
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ه در . . . ل ا ا به مربوط ىها ر ك ي ن ا ك ى نرق م صح ن وا ل تجربه، بي لا د ست ب همة ولى رذد.٠ذمىكذ نرضيه و داد، نزر رياضى، ا طل ن م ت. اي س ني

ط نداردءوما وجود مطلق نضاى ٠ ١ ق ت ن ى حرك ب ى ز ن ب ى واقعيتهاى حال، اين با أ؛٠مىكذي ل ك ني كا ب م غل ذد بيان جنان ا و ىث ى كه م  فضاى كوي

ى طلق ت م س بدر آنها كه م و ج ر دارند.قزر آن جا

ن-٣ ى اينكه مكر نارد معتايى هيج حرف اين ‘ربرند هم با زمانى دور؛ دو مىكو:يم وقتى ندارد- وجود مطلق زما ى قزرداد به بنا معناي  اًن ر

ل نا تريم- ن

ا تنها ٠ذ ما -٣ ك ز د ستقيمى شهودى ا ى بلكه نداريم، زمانى دورة دو ازبزبرى م كا حت ز د ى شهودى ا ستقيم ي م ن ما ز ه ز ه ا دك دا وي ور و د رد  مكان د

ف ختل ع اين من نداريم. مىييوذدذد وع٠بهو م ض و ش عنوان با ى1درمقاله ز م ج ح )Mesure du Temps( زمان سن ري كردهام. تت

ى هندسة آيا وبالاخر.، .۴ س يد ت ما اقل ق ي حق ر ؟ زبانى قزرداد ع ا٠يك د ت ي ى ىواقعيتها ن يك ن كا ن م جاد بود ممك بر جو ى ر س1ذا نضاى ي د ي ل  ق

ر كه توند بيان ب كمت س ت؛ مشروعيت ما معمولى خضاى اندازة به اما مىبود منا ش ن دا جيد كارى جني بود. امكازينير. اما را٠يي

ره هانرى وانكا ي

از نتل

Henry Poincare, Science and Hypothesis١ Dover (1952) 89-90.

ب كآ ز ي ى ترجمه ا س كلي L عنوان با ازعوانكار. اثرى ان a  S c ie n c e  e t V H y p o th e s e ل است؛ ص ى ا ر زن ل در اش ن ست. انتشاريانته ١٩٠٣ ا ا
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