
ىهند احتمال ٠س

وا رجمة زمانى تي

إ (( ن عنوا به اينجا كه لم خوشحا خيلى خن ر مسال I )) ر سمينا ن س  سما بر  د

ى و هستم،  بارةرد تا شده داده من به عالى خرصت اين كه مفتخرم خيل

ت شما با مىورز.بم عشق آن به كه مىرياضيا از بخشى ب م س .كن

ت جون ى انجمن مديرة هيأ ض ا م امريكا ري صي ن كه بود كرفته ت خنإنا  س

ع سه به سمينار ض و ل م ع ن ر با طارسا بى و م ك دي ك  شنوندءاى هر تا بيردازند ي

ى دو يا يكط ز1 ند بنوا د نظر صرف سخنإم ت از ز جيزى نكه'آ بدون كن س  د

ى ض هد،بد مكان  نيانتم. قبلى سمينارهاى سخنزنان از رى برداالكو برإى ا

ى I( قبلى سخنرإنان فهرست كه كرنتم تصميم س  سامى I دنبال به ما I كنم، برر

دربا عي خا جنين كه بكردم نى نا ا ن ه آنها نصيب رى انت د ت. ش س 1يك مطمئنا، ا

م از وح٠بهوض نام ه قل د فا وايل. هرمان نام بود: أ

\ رم اميدوا د / سي خ ب ل با كه ب ق ى ن خ ر ت ب طإ صى خا ث از شخ ح  ب

٠مىشوم منحرف

ز ن٠ ى عنوان به ١٩۵٠ دريايي و ج ت ا ن درير اول سال د ت ن تبتذا<|كردم؛ ي

د ل ٠ما ج ن قب ىيكا آمر ازدبيرستان ازأ وأ ي ى ل اكوادور ي حي ح خ|لت د فا  ٠ذ

ر٠ يودم. ن د. ا ت ر ي كا آمر د و يىي خ| ي صل فا ح ن لت ت س كه بود او و بود ر

شكاه به مرإ ن ير دان ن .كرد يت هد ي

ن١٩۵ه مبر نوا در م ع ، م س بودم. زندكيم رياصى سخنرإميهاى اولين م

 مىشدذد ايرد وايل هرمان نوسط كه بودند سم٠مو وا سخنرإمى سه اينها

ها اين بد. بود ((تقارن)) عمومى عنوان زى دا و ى سخمإني  تجربه|ى من بإ

شد موثى فرإ ها بود. مى ن ا٠ در سخنإني ك ى تالار ب م دي ى ق م ر شب ع  مىشدذد رب

ى ز I مملو كه .بود معشنانى جمعيت

ا با سخنرإمى اولين ك  كه شد شريع يونانى زبان به طولانى قول شل ي

اهيج ك اين شهميد. ز أن معناى أيزنهارت فابر لوير از غير به شنومدكان از ي

ا د شرع خت ش با ن ر ىها سلايد ا نماي ل ي ى زنان كه شد بنبا  نشان ز جداب

 ر سميا خود سالانة ايىهاى٠در/ده امريكا راضى اجمن .  .١

س رياغيدانى معمولا مىكذدكه بركزار ^( ى آن در رشا ران  ٠مىكذد م

ة اين ن ترجمة مقال ب غ ت. ١٩٩٧ درزانويذ سينار اين طانة ازسخنرانيهاى سخنرأنى ن ا

 .٦. 2. 

ى هد دا م دك ى ن لاهها ى لبه ك هن د با مطابق ي  بعد وكمى برسرداشتند، زمان آن ق

ى اسلايدهاى با ىد نشان ز كون ينتا و الحمراء كه ديكر د.1م ج دذ ى هي رن  از ح

ه شنوندكان نبود. رياضيات د ز ت غ ك  برنى و يرزرنى نمايش اين كه بودند شده ث

جا به ((فرهذكا» ى ك مد.1م جا ز دوم درسخنرإنى ذ  ازرياضيات بيشترى جي

، عنوان د ى سخنرإن نث سلايدها ى ا ها آزما بارة در كه ديكر ى ى بث ك ي ز ب  بود ن

ى نوضيحات آنها مورد در و داد، نمايش ه ا ن در تنها داد. هم ى1عالماذه ث

خرين ى أ زن ضور ووهها نظرين بودكه خن م ح ش ث ت.يا ر ر ن ‘موقع اين د

ب مل كا طور به بود، نشده كاسته ن دشا تعدا از مدت اين در كه ن، شنوندكا  جد

ى ا ن بزيشا و بودند شده موضع ت هميت ن كه نداش ى سخنإ  مورد در كم خيل

ى جيزى هر مورد در او قع روا د است؛ كرده صحبت رياصى  صحبت كم خيل

ت تدكر ن شايا بيمشتر كه جيزى بود. كرده ت اين اس  مىرسيد نظر به ٠كه اس

ن شنوندكان ى محتواى اينكه بزى ازسخنإ  يكديكر از وإ خود سخنإنيها

كإ سيا است كرده تهيه ت دورد طره خ، ين  وقتى .رند س  ٠مىآوردم د يا به ز س

صميم ضر حا ر ممينا سخنزنيهاى بودن كه فهمم مى  است، اى عاقلانه ت

ن كر I حتى .نباشد وايل هرمان سخنإ

ى ين I ن عنوا ي إ خن ىهند ازاحتمال تعريعى است. هندسى)) ((احتمال س  س

هر مانند ناورداست. ى ها زه ندا ا مطالعه سى هند احتمال باشد: جنين ذد1مىتو

ف اين ‘تعريغى د اينكه مكر ذمىو.بد ما ٠ب جيزى تعري ما به نوعى متال جن

خنرإ ين I ى محتوا لها مئا بن٠ ا ؛شود داده ن نشا .هستند مى س

 مساحت، طول، نند ما هبمى مغا ة لود شا كه ص خوا ،ييشى سال ١٥٥ حدود

ىنتزأ I صورت به هستند، يببشامدها احتمال طور همين و حجم،  و درآمدند ع

كدا .قإركرفتند زه)) ((اندا لواى محت كنيم، مرور ز زه اندا تعريف ريد ب

ف اين از هيم حوا مى جون ا به تعري ك ش ي . غيرمعمول لآ د ا ف ت .ا م ي
كا٠ ت تابعى دا اندازة ب س  يكط هاى زيرمجموعه از ى 1ه د خانوا روى كه ا

ى مقاديرى مىشودكه تعريف S مجموعة ت لزومأ نه و حقيق  .مىكذد اتخان مئب

ىها مجموعه ة د خانوا ف آنها روى اندازه كه ي ت شده تعري س ت ا ح ع ت جتما  و ا

ت بسته كا اشترإ س ا و ا تا تهى مجموعة مل ث .س

ع اصول ض و ت ز م ع ر م. مرور ب ل)ي م



٣٢

ع مو اصل و ١ ن

، رب) نثمر ى ٢ شمارة ،١٠ سال ض

ت. تهى مجموعة 0 كه س ا

Iل رI ٢ وع٠موض ص سدبا زهيذير اندا مجموعة دو B و ادر ك  ٥آنكا >ن

)4 U B) = fi(A) + fi(B) — fi(A n Bلم)'د/

ل اين معناى ص ت واصح دوم ا س ل اين -ا ص ى اندازة كه مىقو.يد ا مع  ج

ت س مبا داشته B و A مجزإى مجموعة دو اكر يزهو به .ا  آنكاه ،شي

)n{B + )ر /لم٠)ةر U B( = ),//ا

ى، به ركل و ش كه  متناهى دة نواخا هر بهازإى ط ضاي ع  دو هر و مجموعه ا

شند، مجزإ ان عضو ريم دا با

، ( ) = > ( )
A £ F  A e F

ى زشما كه ىكذبم٠ خاطرنشان أموكد مع م1ذكرفته مغروض ز زه اندا نبود ج .ي

ا ن هث دخت نمر٥ش جم زه،اندا مثار ي ا ح ك سم ي ما ج ر( ٠A صل ر ٠.,?£/)ا  د

ضاى ىI ف س د ي ل ى ,//بعدى ق ت. معمول س جم ا ا ح ك سم ي ب ج ifln(A( ^، صل

ر ع اصول د ض و ىكذد صدنى ٢و١ م جم ٢و١ اصول اما ٠م ن ز ح ربي نمام د

جم مىتوان . ذمىكذذد مشخحى ممكن ىها ازهند ا ن ز ح ربي  با ها زه اندا نمام د

ل دو صافهكردن1 ص كرد، مشخحى ٢و ١ اصول به ديكر ىشهود موصع ا

ى ل دو يعن ص زير: ا

ل ص ضع ا جم .٣ مو ل ار مجموعة بكا٠ ح ستق ت. A ازمكان م س  اكر ا

كا ط ز ار مجموعة ب ك ى دري ضا ى ن عد //ب ى, س قليد ب حركت با ن بتوا ا  برروى صل

ا ك ر داد، قزر B مجموعة ي ا٠ي زى دا B و A صورت اين د جم ك  هستند. ح

تعبا به جم ديكر، ر ت ح ح ى كروه ت ها ت د حل قلي ىا ت. وردانا س بالاحره و س

هافيز قول به ٠مىبايد د ،يكدان ل . ص ع ا ض و .وضع نرمالسازى م م ي ايزكار ك

ر با ز ننظر د ربت ا٠ ك ك هم بر عمود ضلاع I با P فتنيا تعميم لسطوح زىا متوا ب

ل٢ ٠ءت١ طولهاى به ; . . . ن و ‘:لم•77. . د ردا  قإ

ل ص ضع ا ۴ مو

م انجام هي د ى ٠م

صول، اين ط با همل. ا زب ى ش ستك و ى، يي سب ا طور به منا ت ك م ي ج م ح سا ج  ا

ب ر ز صل ى د ضا ى ن عد ىI //ب س د ب ل ن ق ع با مىكذذد. تعيي ر نI از س ر ي  جها

صل، ا با ا ك ى يند فل ي د ن ح ا ر د آنجه مان ك ن رسى د ب كتا ي سابا  ييمشرفته ح

ىآيد ت وا اين مىتوان ٠م عب د ز ق م كه دا ج ا٠ ح S كوى ك r ع به  '/'شعا

ر ى د ضا مىاًيد: ت٠بهدر زير روابط از ,//'بعدى ن

و باشد نوج ,// بعد اكر

. لرد .//' بعد اكر د ث با

ى در ناوردا اندازة تنها حجم كه رند دا عقيده خيليها هنوز ضا  /لمبعدى ف

ىاقليد ت. س س  روى كه رند دا وجود ديكرى اورداى اذد|زههاى دلآ|ةع اما، ا

ى اقليد ,//بعدى فضاى معقول رمجموءههاى٠ز تمام  زى دا و شدهاذد، تعريف س

ى هند معناى ىقابل س ه ج و ر من هدف هعتند. ن ى ح تث م ما ن ت  اذد|زههاى اي

سهنا. وردا نا

مطغ<  اول موضع اصل اكرسه ي نرمالازى' اصل جهارم. اصل اما ك

ى جه تفييربدهيم  ى جيز أيا مى!فتد؟ اتفاق تدبه جالب  جيز هيج يا ٠مى؛وريم ٠س

ت٠بة يدىجد ت يايه ى رها بز! ا به سؤال اين به سخ يا بزى آورد؟ نحواهيم د ضيا  ريا

ى منثارن وابع ‘تركيبيانى ت رياضب يايه ابررهاى مىأور.يم. روى ..ليبيان

ص طور به و هعتند، مقدماتى ه جند ز  اند رت عبا مشخ مل  زبر: //متعيره ى يها ا ج

'لم١'لم.)١'.لم.,٢١ . ٠ . = :لم.١ + أ.٠٣ + . ٠ . + 

- \ +٠. ل . ٠ :لم.,71( = :لم.١٠:لم٢ + :لم.١.٩:٣ + . . ,

ى اينجا در ب اتفاق  .//تابع اين از تابع آخرين مىكذيد^ مشاهده ز نوجه جال

ا حجم فرمول متقارن، ك ى ا زى منوا ي ط س ع اصل است. فته يا تعميم ل ض و م

ن مىوان ز ۴  بازذو.يسىكرد: جني

ل ص ضع ا ۴ مو

ع:٩.,\؛7ذ٢١٠٠٠بلم:,7(أ „ ( . //..,,.(/))

 .//')ام -١( متقارن تابع ,//'ام، متقارن تابع ى1بهج و بكنيم، بشى٠ آزما بياييد

كد ز ترتيب بدين و بعدى، سه فضاى يعنى، ,//'، = ٣ م٠مىدهي قرإر ابتدا ريم. اب

. روى جه كهمى'ذواذبم'نجسمكنيم بهتر د ه د ل س با مىتواذيم آيا كهبببنبم حا

 از استغاده با ۴ نرمالسازى اصل تعيير با اما بالا ازاصلهاى اصل سه حغظ

 اندازءاى مىدهد> ز حجم حكه٣.)٩:١:/'.,٢.,٩ذ٣( لأءجاى ديكرى متقارن تابع

  متقارن تابع ابتدا كنيم؟ تعريف بعدى٣ فضاى ى ها زيرمجموعه روى

م غ٣ متقارن تابع بهجاى هي ىد رم ز ل ترتيب ينبد و ٠ق ص ل ز ۴ ا  به ا٠ًمىكي تبدي

ل  ضع ص ۴' مو

//٢)( = :لم'.١'لم.٢ + 'لم.١'لم.٣ + :لم.٢'لم.٣

ا٠ اصل ين  آيا ك ىكذد يف تعر زه اندا ب ت البته. ؟ م  برمول ٠ سهت رإ سم

 ز، با و است. شده تعسيم ٢ بر كه است P لسطوح ا زى متوا سطح مساحت

ب مىتوان ه ز مطلب اين توضيح ييثرفته حسابان درسى درهركتا ك نا ف ا ي



حتمال ن ا جيا ى/ س د ٢٣رونأكارلو هذ

ط برخى با همإه ا۴ و ٣و ٢و ١ اصرل ى ملكاطور به ييوستكى، شإي  ي

ص٠س ز ناوردا اندازة ت كه ىكذذد٠ خ  فضاى در صلب اجسام روية مساح

ى رويه مساحت زيربزى مشهور فرموو مثال، بزى است. معمولى كو كا ي

Sr د٠مىآ دسست به اصول اين از سه بعد ر د , شعاع به: 

۴ وار (.,<؛.) = ٠٣

ه٠٠ج با ىداريم.٠بر ز بعد قدم حال ك ض ت ا ع دو مورد در خود ازمونقي  اب

اصل به ديكرى متقارن ازتاح استعاده با ز ۴ اصل هم باز ،ايم يانته متقارن

أ٠مىدهي قزر أ•٠مىكذي تبديل ديكرى
ل ص ۴" هوضوع ا

Xr + ب ;ا.٢ \X =  ( ١٠ ١.,٣(۶ )  =  ءر١)١ 

د اندازة ر ءر١ جدي ق ٣و ٢ ،١ اصول د ر ا٠بهءلاو و ٠مىكذد صد ل د ص  ۴ ا

ق نيز ى همان ١ درجة از متقارن تابع مىكذد. صد ث ق  در كه مىكذد بازى ز ن

ح دو قبل، مثال دو ر د متقارن تا . ايفا يك د د ر ك

ف اما ر تعريف اين آيا صبركنيد: لحظه ي ت؟1ساؤا س

ر٠ ا 7 ١ جديد ازة اند تعريف ببينيم اينكه بزى ؤا  كه ر7 ١ آيعنى، است ا

ط و دارد وجود واقعا است شده تعريف ۴ و ،٣ ،٢ ،١ اصول توسط  فق

حزى متوا دو نيست)، خياليردازى ط س كا٠ دازى كه ز ۶٢ و ۶١ ل  وجه ي

ر  بزبر ضلاعى  زى دا اول لسطوح ا زى متوا .يد مكير نظر ر د هستند مثت

ح ا زى متوا و است، عئ٣ و .7؛٢ .،١ ط س  دارد. y و بل،٢ iX\ بزبر اصلاعى دوم ل

كا٠ دازى لسطوح ا زى متوا دو  .هستند :را ٢. و X ١ بزبر ضلاعى ا با ا٠مدشذل ه٠وج ب

ح 1متوازى ادازة ط س  استعاده با ن1مىتو ز را7١)۶١ ٧ ۶٢( يعنى ،۶١ ٧ ۶٢ ل

ت ز  ب سم ت از ده ستغا ا يا ٣ صل  لرمول ج  و كرد، سبه محا آن ست ز س

ا به بايد محاسبه دو هر ك ريم دا نمادى زبان به شوند؛ منجر جواب ي

)۶ ٢ n 7(۶ر١ - )۶ ۶( + .ار١)٢ ۶( = ،ر١)١  ر٤١)۶١ ٧ ٢

٠مىكذيم تحقيق ز تساوى اين درستى
ت ح زى متوا اينكه ملاحظه با جب سم ط س ى ۶١ لا۶٢ ل  بزبر اصلاعى داز

١ X ، ٢ X ٣ ؛  و X ى سبه محا ست، ا ى حا ۴ صل  بزين، بنا .شود م ت  ك  كه س

Xr +  Xr +  y + ١.?; = )۶ر7١)۶١ دا ٢ 

ت حال، ت سم ريم دا مىكذبم. محاسبه ز زم

٣:7+ .٢+ ر: :7٠١.' = )۶ ر7١)١

 + ٠١ + ?:٠٣:? = )۶ ,رر١)٢

٢,'7+ . '١.'7) = ۶ى٢; ر١,7)١

ى باز اين كه ت مبتن ۶ بزى ۴" اصل بر ا ٢ ^ ۶٠ = ١  وقتى اينكه و ۶

ح  زى متوا ط س ت ل كا است تح دا (ي طب ست  صغراست. بزبر ازوجوه يكى م

ت ‘ين بز بنا ت ز سم با است بزبر ٣ اصل برمول س

)۶ ٢ n ۶۶( - ءر١)١ ۶( + ر7١)٣ ةر١)١

ى ما معادلات طرف دو  تعريف كه مىشو.بم متقاعد ترتيب ين بد و هستند، يك

ت. ف دلآاقع، كاملأساؤاراس ري ى بزى ءلم١ )۶(ت  دازى ۶ لسطوح ا زى منوا ي

ىهند تعبير تسادهاىا س لسطوح  منوازى محيط بزبر شود، صرب ۴در وقتى .س

ع ود(يعنى،٠مىث ۶ م ج  و حجم مورد ر د همازطوركه اصلاع). تمام طولهاى م

ن بريبوستكى مبتنى ذى٠ملاحظا با مىتوان يديم،د سطح  ز .ار١ ادازة دادكه نثا

 به مثال، بزى داد، تعميم معمولى درفضاى معقول صلب اجسام تمام به مىتوان

ب وجهيها،جند تمام وبه محدب، هاى مجموعه تمام حد ب.نا يا م حد  ممكن اما، م

ت ضكذدكه كسى اس ز ءت حزىمنوا ا٠يك بزى تنها ?ر١)۶(ا ط س  معنا ۶ ل

ون دارد، ح زى متوا ي ط س طى زى دا ل ت. يف تعرخوش محي س ى A كر٠ ا ا  جسم

ط كه باشد صلب حي ى مثلا باشد، نداشته حوششريغى م ش جه كره، ي يب

ة مىأ.يد؟ ز دا ن فا ري ع ن بزى ،م١)م4(ت سم جني ى ج رتقابل صلب  متعارى فهم با د

. د ر ع م ر ز ى آن باقيماندة متعارف ((فهم است: نوشته اينشتين ق هاي وري شدا يي

ه1 ك ت ل س  دائم طور به بايد رف متعا نهم اند)). شده القاء ما به سالكى ازهفده قب

توا با عي آورديم بهدست روس اين به ما كهءر١ جديد اندازة شود. داده تطبيق ق

ن عرض كب ز ث ناميله م سم ودا٠س ىكهمسما بى ا ل به ي لاي ى د ريخ ظ تا  حغ

ت ٠شد س ض .ا ى ميانكين عر م ي س ضا ر د صلب ج  ٠٣ا١ صول  با ملاكا ف

 رد.ندا بستكى مكان به يعنى ناورداست، بهويزه، .مىشود مسخحس ۴ و ،٣

ه با مثال، بزى سب حا ض نرمول م  مىاًيد ت٩بهدس 7" شعاع به اى كره ميانكين عر

ءد١)5٣( = ۴7٠

س، ا هر ىبعد سه رحالتد كه مىبيذيم ي ك  مقدماتى متقارن تابع سه از ي

ا به متفير، سه از ك  حجم با بزبر شانى دازى كه مىشود منجر ا وردنا ادازة ي

ت و حجم يعنى اول اندازة دو است.  ميانكين، عرض سومى، مسهورند. مساح

ت ا خته شنانا مل كا طور به يبأتقر حاضر حال ر د ى من .س س سم شتا ممى ز ك

ى كه س ن عرض مورد در شهودى ح كي ن بزى كه سهودى LT< أن مشابه ‘ميا

باشد. داشته داريم، مساحت و حجم

ر ما ن انننظار د م اي ي ت ن عرض ببينيم كد ه ي ك ن ا ن كاربردى جد ب ممك

ب ة نولدكنند .شد با شته  د ست ا كا حجم كه ند  د مى زمينى سي ب ي زمينى سي

ت اين از ه ت ج ب ه ى محتواى كد دارد ا ب غذاي ى سب ن ي ذ معين  ز ك ى ٠م

ن وى ا سطح ذدكه1مىد همجني ك ب ي ى سي ت مهم زين ه يون اس ف رد ك ىث م

ى كه ها ت آن يوست روى ويتابن ى م ز س مىتواذبم وذد.٠ض حد

ض به أكه٠بزذي ض اينكه مح . اوازعر ا ك آ ز ي ك ن ا د ب و ى ‘ت ر ى تبي ض غداي ازعر

ن ي ك ن ا ف ب ى٠ا ي ذ ب ز ب ي . ل د ىيا و د.رن٠ ؛متال اين من م ا ش و ي س ٢ ا ٥.
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ف س كا هر مىكذيم،كه ك  اجتماعهاى تمام روى و جندوجهيها تمام روى ازآنها ي

ا هر هستند. يف تعر خوش فشردة محدب هاى مجموعه متناهى ك  تابع 77 از ي

ا تعريف به متفير 77.از مقدماتى متقارن ك  مىثود منجر جديد ناورداى اندازة ي

 ميده نا نرنى حجمهاى زه اندا 77, اين است. حجم مفهوم از متغاوتى تعميم كه

ا روى درابتدا داتى حجمهاى مىشوذد. ك  ۶ منعامد ذعميمياذته جندوجهى ي

. ا٠ءا٢ تء'.ا١ با بزبرند اصلاعش كه مىشوذد تعريف . .  مىدهيم قزر أأ;?ذ؛ .

/ر٠).ي۶( ت . ١.7(أ?ت

1. Steve Scluuuiel



ر٢۴ ث ،ن ى ض ا رة ،١٠ سال رب ٢ شا

. ١ تي7(كه . س - ست I تىما مقد رن متقا بعتا مين ا  6 تع تي)١ع,٠ ٣١.  نيم توا مى سي

ى با ك ى تعريف ديد هيم اختصارخوا به كه تكني  ىها مجموعه به ز ذاتى حجمها

ر ت ي م كل مي ع مد ت .هب

 تاكنون نابزبرى جند ينكه بجز هستند، ازيكديكر مستقل ذاتى حجمهاى

 ز محيطى هم كلاسيكط برى بز نا نابزبريها اين است- برقرإر آنها بين ناشناخته

ت به ز حجم كه ح  ما حاضر حال در مىدهذد. تعميم ىسازد٠ مربوط سا

ى اطلاعات  اين كه نيست زيادى مدت داريم؛ ذاتى حجمهاى از كمى خيل

ت و شدءاند، مطح حجمها حقيقا ى ت  است. شده انجام آنها روى كمى خيل

ا ذاتى حجمهاى نرمول حتى ما ك ى ي  با حال ذمىداذيم. هم ز بعدى77. ساد

 جكونه ذاتى، حجمهاى اما محشراست، و عالى همه اينها ئذيد:٠مى نكر حود

ن نمىتوا ايا بهعلاوه، و إبذد؟٠مى تعميم كلى ى ها مجموعه به جندوجهيها از

ى بزى شهوديى .بعبير هبج جمها ى ح ت؟يا نان ف
 فضاى به داد. هم خوا سح يا همزمان طور به يرسسها اين دوى هر به من

 نه — درفضا زست خطهاى تمام مجموعة ذيدكه1مىد .مىكرد.يم باز سهبعدى

ل يبا ز جبرى ى ١ جندكونا ا٠يك — مبدا از ٥ رند كد لزوماً كي  كه مىدهذد ش

ود ٥ناميد كزسمانين ىث ى صلب ى ح^تها تمام كروه.م  روىكزسمانين اقليدس

ى كروه عمل تحت و ٠مىكذد عمل ها كت كا سى اقليد ب ى ناوردا اندال ي ^ 

أ تعريب با ناوردا اندازة اين دارد. وجود كزسمانين ك  يكتاست. ثابت عامل ي

 كليتر حالت در و صفحهها، ننمام مجموعه مورد در مىتو!ن ز مشابهى حكم

 بعدى'7,? سى اقليد فضاى در  بعد از خطى جندكوناهاى تمام مجموعة بزى

 نادر ها كزممانين روى اوردا اندازءهاى با محاسبات عملا رياضيات در

 بزى صريح لرمول ،—يك آوردن ياد به حتى ن ا ياضيدا ر ز ا بسيارى بزى است:

ت ر دشوا ها كزسمانين روى ناوردا اذدازههاى  تا ا٠صرفكذب وقت اندكى بياييد .س

 درفضاى زست خطهاى تمام مجموعة روى ا ناورد اندازءهاى مورد ر د تصورى

 دهندة نشان ٣ بالايى إ٠نديسر  ناميم؛ مى ١ ز زه اند ين آوريم سستد به بعدى مه

س ا و است، بعدى سه فضاى دة يايينى ندي هن زد . يعنى، ٠حط .يكا بعد شا كا  ي

كا زستى خطهاى ننمام مجموعه و فضا، از جايى در ز ^ مستطيل ي

اين اندازة ىتوان٠ أ.ا بكيريد. نظر در ىكذذ٠ برحورد R مستطيل به زكه

 م تما مين كزسما روى ناوردا ندازة ا لرمول دامستن بدون ز خطوط ز  مجموعه

 يا زست خط يكة مىشود. كه لبته كرد؟ محاسبه بعدى٣ نضاى در خطوط

 بنابزين ذمىكذداً برخورد اصلا يا و مىكذد برخورد ى1درذقطه R.مستطيل به

 مساحت به تنها مىكذذد برخورد R به خطهايىكه ننمام مجموعه مفدرراندازة

^) ٠.?/مستطيل  نظر در ز R' ديكر مستطيل كاه هر دارد. بستكى ءر،٢(

ت كه يم مكير ت بزبر دو آن مساح  تمام مجموعة ندازة ا آنكاه باشد، R مساح

 خطهايى تمام مجموعه ندازة ا بزبر دو مىكذذد برخورد R به كه خطهايى

ش ترتيب همبن به اكر ٠مىكذذد برخورد R به كه است معادله به برويم، يي

م٠مىرس كوشى تابعى ى تمام مجموعة اندازة كه مىكير.بم نتيجه و ‘ي خطها

كا بزبر مىكذذد برخورد R مستطيل ،—يك به كه زستى  صرب ثابت مقدار ي

ت در س انتحاب در جون اسست. ر ا/ ٣ )R( مساح  آزد زه ندا ا اين بزى مقيا

ا بزبر ثابهت اين كه أ٠مىكذي فق روا ا هستدم ك .باشد ي

م مسطح شكل هر مىتواذبم مستطيل، بهجأى اما  در باشد، جهكه هر ز، ي

مجموعة ندازة ا استدلال، همين با .يم بكير نظر در نضا از هى لحوا د مكان هر

rassmannianد )؛. variety . ل

ت بزبر مىكذذد برخورد C به كه خطهايى روى من است. ءلم٢(يم) مساح

م كه نرض اين كيد قإركيرد صفحه د در بايد ي : ٠مىكذم تأ ه ج  حنى ب

٠ ناورداى اندازة نرمول دانستن بدون ر مىتواذبم ١ روى ز اندازه اس مقدا

كنيم. محاسبه خطوط از مشحصى ى ها مجموعه

ى از ييجيدهترى مجموعة حال ت خطها  ٠مىكبريم نظر در ز زس

ى٣ فضاى در D جون ى مجموعه! ع كه بعد جتما  مجزاى هاى مجموعه ا

،٢ يم،١ م . ي . . . Cji ،ا در :؟يم هر كه طورى به است ك  قع وا متغاوت صفحة ي

ت خوا و است؛ ت زستى خطهاى تمام مجموعة ندازة ا تعبين ما س  به كه اس

D ا ر كا اين اما داد، انجام مىتوان ز ى1محاسبه جنين مىكذذد. برخورد ك  ي

 رياضيدانإن كه بكنيم ز رى كا ن هما يم مجبور جنانكه است، مةيبيالى» بوس ((كا

ى ى كابوسها با وقتى بيات عي مساله انها همادهذد: انجام مىشوذد جه موا ت

ى م ك -٠ تعيير ز د ى از ما ‘مورد اين در ى  عمل آن به احتماددانان كه رون

ر̂ لكو ا مىكذذد ىفعا د د ا تعد بر بز X (رئ)ومم كنيد فرض .يم مىك  خط كه شد با ت

كا محاسبه بدجاى مىكذد. برخورد D مجموعة به UJ زست انتكزل ،زه اندا ي

ه ز ب س ا  مجموعة روى يعنى ٠مىكذد تعيير كزسمانين روى UJ كه مىكذيما ب

ت خطهاى تمام س ضا. ز  بدون ز انتكزل اين نيم توا مى كه ديد هيم خوا درف

 جون كنبم. محاسبه نين كزسما روى ١ اندال دانستن

ن = ٧١ ل'ء

ريم دا هستند، مجزا ها ,'؟يم و

خ (س)اًدع(س)يبء* / = X D w d \ r\ (u

ا هر ما اما ك ب طورى ز 6؟ هاى مجموعه از ي حا مكرد انت  ،—بك در كه ي

ط هر بنابزين باشند، صفحه ت خ س ر يا ز كابا  يا مىكذد برخورد ,؟يم به ي

نتيجه در . ١ ذمىكذد برخورد اصلا

n tC i X e A j j y ix V

بإ.بن بنا و

ئ) = ة0٢)٠(ا ؟ده( ئ) ر٠( *

ت مىكويد؟ جه ما به د تحا ا اين ت ز سم ت بزبر س ساح اسست. D يه رو م

ت جيزماخازا.بن هيج ب ى م بكبر حد كد ب . مطرح نبرز وادعا م فرض كب

j و باشد، درفضا ى رويه! ((هر» E كنيد )X e خط باشدكه دفعاتى تعداد 

انتكزل صورت، اين در مىكذد. برحورد E روية به UJ ست ز

ا I حههااى٠صق خطها(يا از ى مجموعه! از ن نظركرد صرف با بايد ز حكمهايى جنين . ١ ن  بى ت

.كرد تعبير ٠رذد ا د ٥ اندازة ٠ك



ل ا ت ح ن ا جبا ى/ س د و هذ رل ٢۵روتا كا

ت بزبر lid زست خطهاى نمام روى  احتمالات: زبان به است. E روية مساح

ا كه دفعاتى متوسط تعداد ك ط ي  رويه به شده انتخاب تصادف به زسب ح

E ت بربز مىكذد برحورد .ست I E روية مساح

 مجموعة بزى ز استدلال همان و يم ر د برمى ز كامها همان ديكر بار حال

 ا.٠مىكذي تكزر زست، خطهاى نمام مجموعة جاى٠به فضا، در ها صفحه تمام

شود،كه داده نمايش  با مين سما كز اين روى وردا نا اندازة س باز. س  اندي

س ند وا بعدى، سه فضاى به بالايى كا جون دارد. اثاره صفحه بعد به يايينى ي  ي

ا به صفحه ك ت ز خط ياره ي كا يا س ري  برحورد اصلا يا مىكذد برحورد نقطه د

 يى ها صفحه م تما مجموعه ندازة ا كه مىدهد نسان استدلال همان ٠ذمىكذد

 L- يارءخط طول يعنى است، ءلم١بزبر(د) مىكذذد برحورد L خط ياره به كه

ت حا ر د ل هر به (( حمى هر F كر ا كليتر، ل ك  كر ا و شد با فضا در ))٥ لخوا د ث

X خم به  صفحة باشدكه دفعاتى د بزبرتعدا F آنكاه ٠مىكذد برحورد 

ت ز خطهاى بزى كه لى ستدلا I ر تكز با انتكزل كه مىكير.يم نتيجه كرديم، س

            

ر حال .است F خم طول بزبر ي ف ت  تفيير ها صفحه روى دًدا انتكزدكبرى م

 اندازه دانستن بدون ز انتكزلى باز، دراينجا، .زست خطهاى روى نه ىكذد٠

مىكذيم. سبه محا

ا٠ به دسثيابى تا اكنون ض ا سهودى تعبير ك  بسياركوتاهى زه ميانكين نعر

،١ با بزبر صلاعى  با P لععطح  زى منوا داريم. و٢إ ر٣أ زد  .يممىكير نظر ءإ

ى 1منتوازى به كه صغحههايى اندازءكيرى بزى ط س  ابتدا ٠مىكذذد برخورد P ل

 ر بردا دازى همكى كه م٠مىكير نظر در ز زى مئ هاى صفحه از ى ٠٥د خانوا

ه٠م ثابت يكه قائم ت ع  هاى صفحه تمام مجموعة ديكر، عبارت به هستند, It ث

ح1مإوازى مطلب، كلبت از ستن كا بدون ز. لل صفحه با زى موا ط س  ز ل

ى از يكى كه أ٠مىدهي ر قز فضا در طورى  U ر بردا و باشد مبدأ در P نسها

rبك آن در ’:: j L ى 1زى متوا مقابل در كه باشد قع وا فضا از ط س  است. P ل

م اضلاعى داد.) انجام ن1مىتو نوعأ ز كار (اين ز كه ا  با مىكذرذد مبدأ از ن

 ة د خانوا و شده داده ٠ى 77 ثابت برداريكه بزى ٠مىدهيم نمايش تل٣ و X ٣ \تل،

ع زستاى در مسيرى ز F خم برآن، عمود ى ها صفحه صل ر ا خطهاى)٠ا

)]٣+ ل +١٠ت ل ب٣تل),(١ت +٢ا[( تل)]١تل ا١ء ( ا١ال ء)١ء ]٠ء

ف ٠مىكيريم ترنيب همين با ح 1متوازى به 77 د با موازى صفحه ي ط س  P ل

ى F خم به اكر تنها و اكر ٠مىكذد برخورد ح ا زى متوا ^ ط س  يكط دقيقاً در ل

 با زى موا هاى صفحه تمام مجموعه اندازة ٠ بنابزين كند. برخورد نقطه

 با است. F خم طول با متناسب مىكذذد برخورد P متوازىالسطح به كه

ى ميانكينكيرى  هاى ده خانوا تمام روى ‘(وبنابزين U يكه رهاى بردا تمام ^

 هايى صفحه تمام مجموعه اندازة كه مىكبريم نتيجه زى)ا1و٠ هاى صفحه

كا به كه ح ا زى متوا ي ط س  ميانكين عرض با است بزبر سكذذد برخورد ل

ح،1متوازى ط س كا ضرب ل ري ه1ث عامل د ك ت  قزرمىدهيم. ١ بزبر ز بازآن ما ب

 هر ميانكين عرض جكونه كه ديد ن1مىتو صله بلانا موضع. اين به توجه با

ب بسته مجموعه  مجموعه اندازة با مقداربزبراست اين تعريغاكنيم؛ ز محد

ب مجموعه به صغحههايىكه تمام  دهايمكه1د نشان يس، ىكذذد.٠ برخورد محن

داد. تعميم درفضا محدب بسته هاى مجموعه تمام به ن1مىتو ز ميانكين عرضى

ا نيم ك ا ميانكين لاتى تعبير ي ك  ي

. م ي ن  ز B و A دو ك

د ىاقلي هو يد،بعد س ك د ي ن  باشد. A B ك

د بديهى رتكز با ز بحث ي ن  به ز ك

B ه ك ين  به ا

ت ر باشد A كوجكتر خ س ت I روش<لم س تبز لى I جنينس  س

ت با سب A B ن

ب بهجاى حال خا ا ننصادف، به ى1ذقطه انت ك ط ي ت خ س ف به ز ز ضاد  ن

ب در خا ه با ٠مىكذيم انت ك ن ي ن ا ط جني ى خ ست  تر٤بز مجموعه به ز

B ل ٠مىكذد برخورد ما حت ه ا ينك ن ا ط جني ى خ ست ر مجموعه به ز  A كوجكت

د برخورد هم ن ر ك د ق ت؟ ب س ن ياسخ ما ا  صمنى، طور به اكرجه ز، سوال اي

ن كرديم. محاسبه ىI جني ل ما ت بزبر حت س ت با ا ح سا  تقسيم )A مجموعه م

ت بر ح سا هبكوييد نيد مىتوا B مجموعة م ت. بعدى مرحلة ك  ال٠ح جيس

ا٠ ى صفحة ك ن ر ز د ر د ريم نظر د ه با ٠مىكي ك ين  به صفحه ا

ل ٠مىكذد برخورد B تر٤بز مجموعة ما حت ه ا ك ين ر مجموعة به ا كت ب و  هم A ك

د برخورد ن ر ك د ق ت؟ ب س ن عرض ياسخ، ا م A ميانكي سي ن بر تن  ميانكي

ت. م س ا

ى ضا رف قليد بعدى71 د ن با يبأتقر سى،ا ز همي لا ستد م تعبيرهايى ا ج ح ز  ا

i( اتىذ k {C( ب مجموعة ١٠يك بزى حد  كزسمانين زة اندا ن عنوا به )C نشردة م

داز خطى جندكوناهاى ننمام مجموعة ع ه — 77 ب ب عةمجد. اه ك حد C م

م هىكذذد برخورد ي ىيا ى تعبير و ٠م لان حتما ى ا ه ب ا ق ت ت. صاد س ا

ت؟ بءدى مرحلة ل جيس ق ت يرسعثى دو حدا س  ياسخ آنها به هنوز كه ه

ى بر علاوه يكرى د ناورداى اندازءهاى آيا اولا، .ندادءايم  وجود اتى ذ حجمها

ف ن1مىتو جكونه وثانيأ، دارند، ى تعري ى حجمها  از زبرمجموعههايى به ز ذات

ى ضا ر ن يت هكل ىك معد ى1ي جموءهها ب زم د ح ستند م م ه سي ى داد؟ ت  ياسخها

ى ارتباط يرسعشها اين ك ن كات ن خيا دارند. هم با ت ل س ت اين اول دوا س  كه ا

ة ما ف بزى انداختهايم. جا ز اندازه يك ش د آن، ك  نوعى دزثير لحظه؛ى جن

ل از لا د ست ى ا ئ ه ر.ا مك و ىت ن ه نا دا ك زي رفي ظ رن د د ر لنميرنا د ش ب ح ت

ى٠خ به مته ةاث ن ش شت ن به آنكه بزى تنها است، كدا زيكدانا هم نشان ني د

ى جنين لال سن د دارد. ر ارزشش ا ي ا ن ي خودما مقدار بكنيم:  سؤال اين از

يعنى ) X ،٠٠٠ تل، r (X ١ متفير 77 از ىا مجموعه صغر رتبة٠ رن تابع

)Xn ءذ٠٠١ م , . ١١( ت؟ 6٠ ل س ب من جي ه شما به رإ جوا د درستى وتوجيه آ٠س

 ٠ ٠ ٠ ءب،١ متغيرءاى (يعنى ٠

ى ه ر٠I — ٠ و )،شد ت رها ك ى متغي .باشد ته

جا يد نذلمر به دراين ىاً هم ن ك ك م ت م س ا٠ ا ك ى دا ذاوردا اندازة ب  بعد

ر مرتبة متانارن بح؛تا به بسته وا  مكل)دهيم قزر باشد. داشته وجود صغ

وءة٠ا يكط اكرى ب جد حد  ايًا .fio )0( = ٠ البته، ‘و باشد، ناتهى نشردة م

اندازه اين كه ت١حقياذ اين و دارد، وجود واقعأ دارد؟ جود ( اندازءاى جنين

ش من' لالمر بد ‘دارد وجود ت. ي ج ر نتر ب ى ي ا ي غ ت ت ك ر كنونتا كد ا د

ت ارمت. -ه٠ش رياضيات ه م٠مىكذي ثاب كه ى مجموعه! روى ى ا زه اندا جنين ك



، ربأ نشر٢۶ ى ٢ شمارة ،١٠ سال ض

ب هاى مجموعه از متناهى عى جتما  رده محد است. خوشتعريف٠ باشد نت

رة اين ى٠ب با كا ر ةي ه كا ك ض لاب ك ر ر ى | زتابع نالي زآ م٠ وام ا ب . ر انجام ة

غا بيرجاى ىدهيم:٠ ري ا تع ك ى اندازه، ي ساده توابع نمام روى خطى تابعك

ف ى٧ يعنى' ٠مىكذيم تعري خ تمام ل ى تو يت لئ e 1" بهازإى ٠ك (س)ر حت

ه تعريف د  نسرده محدب ىها مجموعه نشانكر توابع خطى ى تنقيبها و اند ث

ت با ابتدا هستند. ع ft = ١ حال ر  ى٠رل  كه حالتى يعنى. م؛٠مىكذي ث

ط تمام ط نقا ى خ ت حقيق ه د. ح ا كن ك اتا ي ك ع  ساده ح توا <دى ^١ خطى ب

م:٠مىكذي تعريف زير صورت به

ئ ( / ( ئ ) - / ( س + ) ) = ( / )١*

ى مجموعيابى كه عداد تمام ^ ى ا ق ت معناى مىشود- انجام   > حقي  علام

ذه1به ن به I( صا ري هت قطر از ن1مىتو شكل ب ا ي ك ت. مثال ي ريان د د ذي ضك ر  ا ذ

ن باشد. )ft, b[ بسته -خطتاحنعثعانكرياره  = ٠ صورت، دراي

ر   هر بزى iU مك J  :  b ١ جون = f(b ٠ اما = . / ( ه +  ‘بنابزين (

ر X\(f = ١ ىبيذيمكه٠ ر ك ع ا ا ا ن ىن ي ر ك a[ بار؛ ن , b[ . د ئ ا ب

ت به استقرإء، ادامةكاربه با حال ن .برويم يمعدى حال كإ و ن ت ،ن  كار اين د

كد ذمىكيرد. زيادى وقت ط ي  هر بهارى و أ٠مىكيري نظر در L رإست خ

، UJ نقطة د ر H د J ةاز كه م٠مىكيري ى1ابرصغحه ط ط بر عمود UJ نق  خ

L رد ىذ را ٠م ك ف بعدى درفضاى باشدكه سادءاى تاح ا ري  UJو شود تع

ط روى ى1ذقطه ت خ س  ابرصعحة به ا تحديد زئ/ آ٠مىكذي فرض باشد. L ز

Hu .ا ،—يك باشد ك ع ب أ ف زير نندما Xn خطى ت ري ع  أ:٠مىكذي ت

س/) ) ١((ب / )  =  Xn  -  Xn

ط تمام روى مجموعيابى كه ط بر لعأ نقا  ى مجموعه! تنها مىشود. انجام L خ

دها متناهى زل ى است. غيرصفر جمع عامل آن، بزى كه دارد وجود ا  وقت

شانكر تابع ر ب مجموعة يكط ن ى است، ناتهى فشردة محد ستدلال متابه ا

 اندازة د نيم توا مى بنابزين ٠Xn(Z( = ١ كه مىدهد نسان قبل استدلال

ى دلخوا متناهى اجتماع G كه ٠كذيم تعريف غلم٠ (ى) =   از ه

ب هاى مجموعه ت نشرده محد  است. G مجموعة نشانكر تاح ا و اس

كا وجود ترتيب بدين  اجتماعهاى تمام روى كه يم كرده! ثابت ز fio اندازة ي

هى  تمام روى و است شده تعريف فشرد. محدب هاى مجموعه از متنا

ب ىها مجموعه  تاريغى اداؤه. اين ٠مىكيرد  ١ مقدار ناتهى فشردة محد

ص همان و دارد، طولانى است. اويلر شاخ

ص اين اكر مىكذيد: نكر شما حال خ تشما عهدة به است، اويلر شا  س

ن كه ا ث ص نعنوا به معمولا ما آنجه با دهيد ن خ مشنا مى اويلر شا تمطا سي  بق

د دارد- ري كنا ى اين ب خنإن ى اويلر، فرمول آوردن بيردست با رإ س غل تل  و ،١ا

ها برإى يوانكار. جهي ى مىتوان  زبطه اين درواقع ببرم. يايان به بندو ري  د

ىكع٠دابط سادءتر.  ل بد ا ن ا ن آورد ق آ :1 ز د ذ ا ج ذ ك ض ت د ر ب  C ك

ى ى ي جه و ذ٠تع جن ذ ا م. ب ي حد رد. م ت د  بعد از ن ت ا  درون ( و ب

د. دء ت س فرمول اين صورت اين در با ما ص برإى ة ا خ ( اويلر شا

)"١( لم٠ئ).4((ء) = _

1 Schlafli

in( اكر t ( c داريم

Xn-\(fu  -  in t(C )> = B Xn f(عي٠ 

ط بر لد نقاط تمام ^ى بالا نندما مجموعيابى كه  اما، ٠مىشود انجام L خ

 وقتى است، صنر بإبر زست طرف هر كه مىبيذيم استقإء به

ط روى اولين c تقاطع آن بزى كه باشد L خ   H J نيست- تهى 

ريم ‘باشد اولى نقطة جنين  دا

٠( ر س ا ) X— ١ت n

 دا

ح fujf جون ) مجموعة نثانكر تا يك د^ن كه است،   (

ىجند ه ج ب و حد ت. يايينتر بعد از م س ا

ت يكديكر، دركنار اينها تمام قزردادن با وريم بهدس مىاً

= X n -\( fu - (سر')ح١ ( * " - = )).(

ى اكنون ه درموقعيت ك | ا ي هور فرمول ق ها بزى ز اويلر مت هي ج و  بيان جن

ى كنيم. ه ج و د ن ى ب ي ؟ ت ي ى ب ها هي ج و د ج ر ىا ه قا ى ع ا ت ج ا ' ى ه ج و د جن

ت. محدب ا بزى ام ك ى ي جه دو ، داده بن ه د ستكاهى بايد ث  ز ها وجه از د

ف ري ع ى ٠ بعد از بعدى. هر (در كنيم ت ا٠ ىكوييم٠ ). بعد تا نقطه) (ي  ك

ستكاهى محدب جندوجهيهاى ز ا  مجموعة ا بزى ها وجه ز ا د ك  جندوجهى ي

ت K ٥دلخوا  هاى مجموعه ٠مىشوذد خوانده وجه كه  عناصر وقتى اس

 كه طورى به باشند مجزإ ىرونهاد با ى  ناتهى فشردة محدب

K   ((
F e F

ا درون هشدرز. ك ت بايد k بعد با وجه ي  كه k بعد با خطى نضايى به نسب

ا درون و تود، نظركرفته در است وجه آن شامل ك است. نقطه همان نقطه ي

ق ط اين ت ي ز ف مىتوان ت ر ط و د ر ويل صا خ ى  تا و ا ن١و ‘قرإرداد م و ب

ورد مىشود)جمع هم با ذدازههاىآذها1 هستند، مجر وجيرها هردودرون ستاً هد  ب

)(( = -ر - ر١ ؛ ر٢ - - - - + '- - ) .( ') =  Y j  ٠/
F G F

f كد i بعد با وجوه تعداد براير i . ت . اويلر نرمول اين ا ت ا

س به مىتواذيم حال و ش د ر دهيم: ياسخ بود ماندء جواب بى ٠ك ي

ه ب ىها مجموعه از  ذاتى حجمهاى تعريف بكون ه محد د ر ن  تمام به ن

ب ازمجموعدهاى سناهى ا۶اجتماعها رده محد ن ٠اكر دهيم. تعميم نن  جني

' اجتعاعى د ت ا ذر!رمىدهيم ب

n  ءب)٠ر( ت / •،/ )ى/،



و هذدسس/جيان احتمال رل ٢٧روتاكا

يبو

/،( (? ل( ل ك ر ، ( < : ل )  ت

ة ضي  ه,لمر، ق

 بعه

ى  ب

 

ى س س ر  ي

د  كني

B A ا ك د ي  ن

B 

ى، ط ١ از اركيب  و رند دا بستكى A به كه ضرإيبى با ذات

ن در با ضرإيب اين ثالثا، B به نه ركربت ظ مىكذبم ىلآن ن

ى I يايا ت ا د ا كه س ك ب ت I ن  و س

ر بسيارى ت بود. اين د س ه٠ا رند. ا د ادامه ك
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