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ن يه كه وتنى ا ت ر ي ما د ت دبير سرذت ديا ى ا ي ل ك ز از نى داستا ا ي  ١ربر- ج

ش به زن م(ا )أ والتر يتهان نا ىا طالعه ز سن ى. د هر ض داد. ن٠ به بز ب

ن سال راي كابا س مكه1٠رسسد نتيجه اين وبه خواندءام، ز نداستا ي ك ر كا ه ي

» والتر «ءتدة ى دارد. سن
كا كا شناختن بزى زه ي ص ي ف ذد1مىتو شخ س ى خيالبانى (( ك ها

. والتد د ث ا وب »ا ى سن

ر ت ش ر ي كا ن ض ا ا ر ما ري ن د سا ر ي ب ى دور؛ در يا د ه ا ك ن ن ا د ز ئ ي  ب

ى٠ ىها ى والتر خيالباذ ى مطلب ىكه٠هذكا ند.بود ى٠م ض دجد ريا  نز ز ىي

سم رذ ىق ن ٠م ما ر ز حود ل د ى حا ف ا ب ل ا ي ة خ ر ربا ى د ها م مي ع ى ت ل ا م حت آن ا

 اًن تعميم دربارة نهميديم، ز ى1دوجمله ضزيب كه همين آ.٠مىياذتي مطلب

ى به ح كه حالت خ ى است، منغى م ض به .كرديم خيالبان  جيزى آنكه مح

ر ت بارة د ا ق ت ت به آموختيم، ش ت سم ى مرتبة از مشتقا ر  برداشتيم. خيز ك

ر ك شتا ريمان زتاى تابع با زمانى ا ه آ د جا ابم، ث ر ر د  بارة در رمانتيكى انكا

ركند ز ززآن كه تاح اين از جديدى تعبير شكا ثدءايم. اً

ى اين به ت٠ سخزن س د. ديكرى عنوان ىبا .٠ دا د  بعدى ((دورة بايد ىث

ش  ((تعوير)) رشته د شامل سخنزنى اين ىكرفت.٠ نام مىتى» والتر زن

كا٠ توسط كه سمتا جرزنه تخجا ىتىكه٠ والتر ب  نمايش شته،Iكناركد ز ل

ا با تصوير هر ىشوذد.٠ داده ك ى ي و سرخوثانه خيالبان ت هد خوا ر ا٤ر ت ا  د

ت به ٠كموبيثر كه است. ييوسته حقين

ن ي ول ر: ا وي ص ى ت ل ا ث ت م ا ي ب ي ف ن ت ز ش ا ي ى ب ه ا ن ت م

ا٠ با بياييد ى نداستا ك يل غ _ت ى خ ري  بكونه ريمان كه تصوركنيم و آغازكنيم تا

ت ممكن س ف ز ريمان زتاى تاح ا شد كرده كث .با

1. James Thurber

ن اين -٢ ستا ت دا ح ن ت م به ن عتوا همي د I قل ى ح ر ي ث ل د ك ج ر د ت ة ٠ث ع و جم ر.  ((داستاف ود

د د(ستان)) نتد و ب به ،اول جل ا ت رسيده ب .م٠ا

ر ر ون د ن ي ا ت٠مىداذ ري ى كه ل ى جكال ب ى از صا ى اهمين د در بنا

د .است ر برخوردا اعداد نظرية ر ك  صحيح اعداد مجموعة از زيرمجموءه(ى ا

ى اًذكاه باشد، N مثبت ، مجموعة حسابى جكال ههر د  زيروجود د٠ح كا

ه ثت ود زرتعريف صورت به باشد، دا ىث م

-ا7ء||{ -’,١, ٢^ آ} | dens(^4) = lim د
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 باشد، ۶ اول عدد ىبها مضر مجموعة د7اكر< .dens(N( = ١ مثال عنوان به

Vاذًكا ١ ٠ = )dens(^4p. ن1مىتو ى1ساده محاسبة با اينكه همه جالبتراز 

و بزى دادكه نشان رد = (Aq و p اول عدد ه  \/pq tq ٢١ dens( ^ p- اكر 

ى كا جكال ز ل احتط اندار ي  ييشامدهاى مىكرذتيمكه نتيجه بود، ا جمعى—(ثما

ش خ ه انتخاب تصادف به عدد كا٠ي يربودن١ب د كا هر بر ث  اول عدد دو از ي

ى متأسفانه، هستند. مستقل ال ك  و.بؤيهاى - همة نه و — برخى حسابى ب

كا ا اينكه صحتر وا همه از دارد. ز ل احتط ادازة ي م نيست. جمعى-ز ث

ن يرونور ا از ى٠٠ي ريا ك ش دوره ي كا ش،1 در وتعمق ك  مونق ذدسههاب

د ى كاسشيهاى برخى بزى جارءاى ن ل كا د. ييدا حسابى ج د ا٠يك وى كن  عد

ى  ١ ا 715 مساوى ز  مثبت صحيح عدد ندازة ا و انتخاب ز >5 < ١ حقيق

ر مساوى  مجموعة اندار ترتيب اين به كرد. تعريف دا ت به زير مق د دي م آ

ت اوتوا بنابزين كا ن ر ي  اعداد مجموعة روى Ps ا جمعى ز_ شط ( ل احتط اندا

ح حي ت ص دن قزردا با N مثب

( م ا " « ت أ ق ذ ء٠غ



ى و نغويرهأ رل كا ن جا ش/ يا ب ي ٣٧رده تا

ىكرد٠ !حساس مدت درتمام اذًجه اثبات ت به ريمان سبى كند. يف تعر

ت كام ردائ ى ‘ب ش يعن بنيادى وي

P s(A p n Aq ) =  p s ( A p ) P s { A q( = -
pq

ىييناديكر عبارت به ها S شيذيرى٠بخ يعنى Aq و Ap مد j* صحيح عدد 

ب تصادف به خا ك هر بر 71 شدة انت ت ،7 ا P !ول ازدوعدد ٠ي ب حتمال به ن  ا

Ps ل ق ست د. م ستن ه

ىتايع بالاخر. ىخورد.٠ جيزى درد به ر.ب*ان زا

ى بدخنر ك از ي د. لغظى فا ست كه كرد هم خوا ا ى از اكنون د رفن ن٠

درس| دركلاس ٠يهكارمىكرذت مؤثرىطرر به ز سم دورة شنا ر آن كا ن دا سآ ا

مد ن دعنوا راً ىد ه صورت س ف ن ن ىكرد:٠ ا ر زير بوخنركلعات ر و ون د ي

ه لت ن ا و اًذكه د ة ع ر ش ت ز صد است))| درس t ى خهاي ر ؛ ض. ت سر زا «ي

بودءاند- جه او ض ش د همكزنا هكن نرصهاى ك

س روفعور س ن ي ع اين نثازدادن به ريما ض و ا م د  سبإسا كه حت ر

]A مجموعه دى٠ فنى يىفرضها

lim  Ps(A ) =  (^ )

ى1 ها ه ع خ مث ة Cr ز ن j است؛ cT زI روهى٤زي دارندكه توامى ه j توأم 

ت بيزى ها مشخصه از ى1دذباله م ي زكا1 جز ن ه شت ت ا٠ اكر آنها. ى ها ف  ك

٠x دنبالة ٠ ١x ل طور به مشخصه و از ،٠٠٠ ٢ ق ست  ]نتخاب تصادنى و م

ه د ى دنباله توأم **هل اًذكه ل(حتما باشند، ث و ى داده روه٤زير ما ءا د  از ث

Cr مانن Cfi ،ر باشد د ق است؟ ي

I ل ا ين I حتما ن ي هي ك د L م a ف ب I فدتصا به مشخصة ي خا د نت ا I ٥ث  ملث

شد Cn روه٤زي ت، ١ با س  و دارد وجود CT كرو. بزى مثخصه ٣ جون ا

T ز تا ن ا ىها مشخصه جني د حوا صنر Cn روى ي نبنا شد. هن ي  احتمال ز

ى توأم هستة آنكه ب تصادف به دنبالة ي خا ة انت د ٠x ث ٠ ١x ٠٠ ٣، " Xs ازو 

ل مشخصه، م شد Cji ٠رو٤زي ثا ر با ت زب س ل اكر ). ١ l)s با ا حتما  ز آن ا

ه كه ا ٠x ىها مشخصه توأم ه ١ Xs ،Xr ى و  با شود Cn زئعروه سا

Pcn ش ما نماي هي د ٠اًذكا د حا ر ات ريم ز زي دا

ا٠ روههاى٤زي مرنب جزئآ مجموعة كردهايمكه استعاده واقعيت ازاين اينجا ك  ب

ى رند.شما مرتب جزئأ مجموعة با Cr دورى كرو. د ها ت T صحيح عد خ كري  ي

است.

ت، احتمال تاح يكأ حسابى جكالى كرجه يسى س ط تحت ني  مناسى شزي

ت. احتمال توابع حد س ا

ز يسى مدتها  نثان ننى، فرصهايى زساس مجددأ ريمان، ذشت٤د ا

 اعداد مجموعة روى كه هستد احتالهايى تنها Pg احتمالهاى كه شد داد.

 بر شيذرى٠بخ يبثامدهاى آنها زى كه طورى به مىشوذد تعريف  طبيعى

ت اين كه ىرسد٠ نظر به هننند. ستقل متغاوت اول اعداد عي ق ه وا وان  ىا ينت

 احتمالاتى ى روتها وسيله به اعداد نظرية در حكمهايى اثبات برنامة زى

ح زاس ن رأى تا ا ي ات. ر

 اسح يانتن منتنرنكرد؟ ز درخثانش ايدة اين هعز يرونررريمان جز

 از برخى حدى نزيند ازاين اسفاده با كه است درست .نجمت دثوار بندان

 قفية مانند - هستند اثبات نابل احتمالانى صورت به اعداد نظرية هاى نفيه

 قضاياى تاكنون اما - حابى تصاعدهاى در اول اعداد بارة در ديريكله

 شال بهعنوان ماندءاند. دور نت رهيا اين لترس از اعداد نظرية عميقتر

 يرونبرر است. نثده اول اعداد قصيبة اثبات به مونق روثى اين با عى٠هجك

ى با ريمان ه كا  انداخت نباله درسطل ز خودش ياددانتهاى ازايزكاستى، آ

 امروز تا و دارد خود بر ز او نام كه نرضى بيان با متغاوت، لأ٠كا زهى از و

 توزح و ريمان رأى تابع بين ييوند برقرإرى به است) نده ما باقى نشده حل

.يرداخت اول اعداد

ن اين بر! سا ه دا وتا ىك خيل ى-ت خ ري ؟٠ نتل شعا يزى <! ا م د  بون ى

ىحنا  نعبير إ٠مىخواه م ريمان زتاى ارتاح ديكرى لا ك د ك د ها س  تعبيرى با س

كا مم كه ن ي د مطح ا ى به ث ت. متغاوت كل , ا

لا ٠يك بررسى به بياييد أ ى م رش ف بيردازيم- تركيبياتى شعا  دورى ٠كروي

ن IV مرتبة ر Cr مان ة هر ٠مىكيريم نظر د ص خ ى ،cr انكروه X ش ها ت  ه

. Crjl زيركروهى داردكه ت ى ا ل ك ت ل ا ح ر لا د ٠x هردنبا ١ XT• ■'■٠ ،X

ل از اكتون و م ه اعداد نظرين در ييوسمو وارون ل ل ا ط اين از ء-٠ىكتي٠ ا

مىاًور.م هدست٠ طريق

ل ( ؛ ) م٠ة ء . . ه ة
n|٥|r

د نظريه در موبيوس تابع لر٠و) ( اينجا عدا ت. ا س ا

س ى ي ويغ ع زت ى d متفير ا ت توانيم م ت عبار م ت س س ت به ز ز صور

: زير م ي ن سك و زن با

١

3$
ح٠( / ، ( د

١
Pen

ت در j متفير م ست س  صحح عدد ى ها ٥رند شما از ى٠زيرمجموءه روى ز

T ت لازم كه ن نكزن نيعم م اً ي ث ا .تفيير ب د ذ ك ى م

ل ع اكر حا م ج ت م ت سم س د همة وي٠ر ز عدا ح ا حي ت ص  تعيير j مثب

ه ٠مىكرد كا ت آن ت عبار ت س س ى ز و ا د م ث ى با ٠م

١ ١

( ء) 71ء (

ى ت رتعيا يعن م ت س س ت مىتوا ز س ب ن س ح ر  بيان ريمان زناى تابع عكس ب

رد را ٠ ث ن ز خود تركيبياتى مسألة نيم بتوا ك ا ن مد تعيير ب  .»»■£،وز درسحت كه هي

كا ع ي م ج دنا م ي ق ت٠ م س د ه اوًريم، ه كا كا آن ى تعبير ي لات ما حت ز ا  زناى تاح ا

مخوا ريمان داشت. هي

ى دورى اينكاربهجاىكروه بزى ه و. iCn متنا ر ك ف ش دورى ي ىمتناي  ه

ود.٠ نظركرقته در ى٠ كرو. ىث  يد. بكير نظر در ز ١ ييمانة به ازاعدادكويا ه

ح عدد هر زى حي ف Coo كروه ٠7ة مثبت ص Cn يكتاى متناهى روه٤زي ي



ر٣٨ ر ت ض٠ذ م ٢ شمارة ،١ ١ سال ل

يك و ات؛ نثرد. كرو. ٠يك ء٠٠از  شخصة كروه .رد(د عضو 71 با

ى متنا يبش ٠كرو ٠ )7.0 كروه است.  احتمال اندازة يك كه دارد هار اندار  ه

و آن روى كه است مطلوب ىت م1م م تعميم ز يمشين محاسبة ذي هي .د

ى همة مجموعة صدها ى Cry كروه مثخ  عضوهاى همة مجموعة (يعن

ه كرو. ك ، ء ا ف روى ئ  هار اندازة دازى صذرمىشوذد> Coo jل Cn روه٤زي ي

ر است. ١ ا71 ا١ دنبالة يكة (كر ٠ي  ز هتأ٠ معشخصة ء از ، ٠ ٠ ٠ ٠يد٢ ا
سقل طور به ة آنكه احتمال كنيم، انتخاب تصادف به و س ن ل آنها توأم ه م  ثا

د Cn كرو. ث ا (ا مساوى ب \7ه ه احتمال مجددا اكر است. ) ا زك ة اًن ن  نرم ه

صه و از  ٠ ٠ ’ ■ iX دنبالة خ Pcn با كردد Cn كروه مساوى ش
م نمايثى هي م ز زير اتحاد ٠اًذكا ،د ري دا

ع اكنون كه م ج ت م م ث س س ى ز متناه ت. نا س ده با دوباره ا سنفا نرمول از ا

ت٠ب موبيوس وارون س ىآوريم٠ د

» - ة ئ / * ( ي ) ?٠غ

ىاحتما تعبير همان اين ى موعود لات اسنفاده با است. ريمان زتاى عتا ز

ى تعبير اين از خ ي ر هن  اثبات ئابل الاتى٠بهطوراحت ريمان زاى عتا ى و

ن ت و بهعتوان — ه ه٠س بانى ضرب- لرمول مأ ك د ي كدام ببسيم ا هن ى و

ر ل طريق اين به ريمان زناى تأيع دك ا . !ثبات ت ن ت ه

ث ح ى نعميم ز I ذموذه(ى بالا ب ة ي ل ا ششما م ى اى مجموعه روى ر ه متنا

ا روى شمارش به ك س٠يي مجموعة ي آ ت م ى كردن يكزينجا جنين است. ش ي

ى مجموعة ه ا٠ي با متنا ش ))ومجموعة( ك ا يب ت ى م ي ه ا ه د ا س ر ك ي د ر ى٤ت د  يبيات

ر نيز ي ت م س ر اًيا .ا ز ف ه ت٤تو ي يا ب ى ي ه ذا مت ى يث ة به شانه ٠ي ن ا ت ث  تركيبيا

ى مجموعه ى ها ه م خوا متنا ت هي ش ؟دا

دورى مشتق تصوير: دومين
ى معشتق ل و ا س ك ى ي ه| ا جذدجمل ك ه به هاوسدورف توسط متغيرهي جمل ايها جند

ت به ناجابجايى متغيرهاى با صورى توانى سريهاى و ر ر سيم م رت داده زي

ه د ت. ث س ر ا ر٤شر جب د  از جموءهاى٠ توسط رإكه c )٥١ ٥١ ٠ ٠ ٠ < c, x ت

a ٥١ ٠ ٠ ٠ ١ C( 2{; مانند حرنها ه توليد }١ د  متفير X حرف بكيريد. نظر در ت

ود ناميد. ىث ى .ىثوذد٠ ناميله ديكرثابت حرنهاى همه ٠م جمله ي كا  در ى1ت

ر اين نجب رهما ذي ه1 جيزى ث^تي ك ت مه بايد ىكذيد٠نكر س كل مانند ى1باذدا

771 =  axbaxrbcxd

ه هر جمل ى تزكيبى ى،1جذد ط ه1 خ مل ج ا ك ت ت1ز س ها ى ى سر ى توانى و رر  م

ع صورت به م ج ى م ه متنا ى نا ى با ها ى جمله] ت ها ى قيد سب د روى منا ث  ر

ت جا ر ها د ف جمعوند ري د تع و ىث ى ٠م ها ى با صررى توانى سري  متغيرها

ى، جاي جاب ى نا ل  ))٠١ ٥١ C( ٠ ■ ٠ ١ جبرؤؤتل ي شكي د. ت هذ ىد ن ما م جني

ى٠ توانى سريهاى f(با ر ور i x إ.١مىدهيء نعايش

ق ه! هاوسدورف منن مل ج ىكردد٠ محاسبه زير صورت به in ى تكا

H a x b a x r b c x d = 77(ا# ( 

a x b a x r bcd ؛ b a x r b c x d  +  Y a x b a x rb c x dن =

ى از استغاده با تعريف اين ط ى و بذدجمله(ىها به نبود خ ا ه ي توانى ر

ى ىيابد.٠ تعميم مرر
ك 771 اكر ه ي جمل د ديكر ى1تكا ن ا ق يانتن زى انتظار مورد قاعدة 1 ب  مثت

ى هاوسدورف ريم:دا ز حاصلخرب ي

H'ا )77(را m m  =  p (77i )77i

ق كا٠ هاوسدورف منن ا٠بز نارسايى ب  قاعدءاى هبج مىرسدكه نظر به دارد. ئ

ه ى مذتقكيرى زى زنجيرى ناعدة شاب زي  عنوان به رد) ندا وجود ب٠ز تاوع ا

ق مئال، i ى1جذدجمله هاوسدورف منت a x ) n حرنهاى ىكه٠هذكا a ء و 

ى ىشوذد٠ذ جابجا و ت. ٥a;)n)7i ١٥ ما ع ر ني  الكوى هبج ورد٠ اين د

ى ح ض ا وا ث ود هده م ىث م .ذ

ق مفهوم از ديكرى صورت ى در كه دارد وجود مثن  زنجيرى قاعدة ي

ب٠ت تحت ساده  با كه است دورى مشتق همان اين مىكذد. صدق تابعى كي

رد.٠ داده نمايش D حرف ق ىث ود.٠ تعريف زير صورت به دورى مثت  ىث

ف زير صورت به وإ T كردن عملكركرد ابتدا ري م:٠مىكذي ت

ف) جمله ١٠يك حرنو ولين اكرا (ال كا ، تلز متفير ،771 ى1ت د باث  ىدهيم٠قزر ن

٠ = )P (T 71.

ناكر (ب) ي ول ى حرنو ا ف ي دنباX متفير 771 ى جمله] ت  كه طورى به ث

771 = x m، ر ي ز ه د ا م٠س '77 = 

ز اسسغاده با لم٠ اين (ب) ى ا ط C به بودن خ x ج١ ٥١." ٠ ))ب تعميم ه

٠مىدهيم
كا٠ دورى مشتق جمله ب كا ب 771 ى1ت ح ر  صورت به كردكردنعملكر ب

ف زير ود.٠ تري ىث

ى P ىكذيم٠ فرض (الف) د ى1جذدجمله ي ث ا  همة كردن جمع از كه ب

ى ها جمله دورى جايكثت ى مد بددست 771 ى1ت د. ٠اً ث ا ب

ص (ب) د ر ر إ D( ق m T p•

ء با ز اين (ب) د ا ط ى ا ط خ ز تعميم صورى توانى ى ينيسر همة به نبود ا

م٠ ه د ى
ل بهعنوان ق مثا ت ث ى دورى م ! ه ل ج ا ك لا 171 ت ا ر ه ى ركامها د ٠د ي حا م ر ي  ز

د:٠ و ىئ

م ى همة . ١ كا كثتها ى دورى جاي ! ه جل كا a ت x b a x Tb c x d و ز ذ ي٠س  .٢ب

از: ذد1ءبارت جايكشتها اين

x b a x Tb c x d a b a x r b c x d a x a x r b c x d a x b

x r b c x d a x b a x rb c x d a x b a x x b c x d a x b a x

b c x d a x b a x T, c x d a x b a x x b x d a x b a x f bc , d a x b a x rbcx

م ت در -٢ كأ ر ه لا ئ ت از يكى ا ىكذيم:٠ اجز  زير عمليا

ه يكط حرف اولين اكر (الف) مل ج كا ف آن شد،نباX ئ1ت ى جمله ت ز بإ ا ا

ت ر ه ف ن ٠مىكذيم حن



و ه ى/جي ى يرها ت ٣٩ندئ نكارلو1مبيءت

ا حرف اكراولين )ب( ك ج ي ش ف رإ اول حرف .باشدX ئ1له٠"  ٠مىكذيم حن

)و )a( عمليات وقتىكه ة ى هريكة روى رإ ( ىها جملها  نهرست ازتكا

ت كتيم>اجز بالا ر ه ت به هترىكوا ن وريم دس يعنى ‘ساً

baxrbcxda) x rbcxdaxba, xbcxdaxbax, 

bcxdaxbax1, daxbaxrbc

م ى .٣ كا ع مم با ز ها ى جمله؛ ت ت دورى مشنق تا ٢٠مىكذي ج د د آيد: ب

D{m) = D{axbaxTbcxd(

= baxrbcxda +  x^bcxdaxba t  xbcxdaxbax 

daxbaxTbc +  + bcxdaxbax٢

ى ال ث ر م ك ي ت٠به د ر ت و ا ر ي ق :ز ه دورى مشت جمل كا  ax bxcxdx ى1ت

ى و ا ت م با ا

D (axbxcxdx(

= bxcxdxa t cxdxaxb  +  dxaxbxcx  +  axbxcxd 

ى دورى مشتق بتازين ؛ ه جل ى ى )ax)n ت و ~n(ax)n سا \a . ت ا

ى محاسبة با ه د ن1مىتو شاب ر و اً دت ه ~ب \D {x + a)n =  n (x + a)n 

ى زى و ها D داشت خواهجم مررى توانى ري {ex+a) = ex+a و 

D ( ea x ) = eaxa *; ه ياد كه داتت د تي X حرنهاى با ja ىتوذد!٠ذ جابجا 

ها اين در ل ا ق ف ج به تناظر هاوسدورف شت ى الكوى وجه ه ح ض  رد.ندا وا

ق ق مورد ىويديها ازهعة دورى شت رشت ظا برخوردارات. معمولى انت

عدأ بدوزه ب برإى زنجيرى درنا ى دو ري ى مررى تواتى ر ىكذ-٠ مدن
ى قاءدههاى بيان بزى ر كي ىأ دورى شتق كل ت ل حا ر  ديكرى عملكر به د

ر كد ك ش درهم عل ج ش٠در ر٤ءل ريم. دا نيان هىتردا ناميد. ١ ي ج  به مي
د مررت ب ن ك ر ف ر ن ف ي ر ع ت ر ي  حرنهاىدلخواهى  • ٠ء٣ ٠ء١ ز

ن. ى يف. g(x(اكر بات ىدهبم٠ قزر باثد. هررى توانى ر

\cng( x) +  cng{x)c . . .٣ C c ١c r . . .  cn \g{x)) :  C\C(

١ —Cn9(x )c\Cr. . .  Cn . . . . Cr + ؛ . .  cng(x )c\Cr ا

/ اكر ل) كد ( د مررى توانى سرى ي ت ا ش درمم ععلكر ‘ب ج ي

(C f(x)\g(x))

ىثرد.٠ تعريف نبود خطى از استناده يا

ء)ء(ا٠)ء(( (٣>ر ) )ر)ء((1٠)ء= . (

))( / ( >٠)ر)ء|((١< = ٠ء

و حاصلضرب دورى مشتق ىشود٠ داده زير اتحاد توسط ((تاع)) د

wrapping 1٠

D f x g x  =  D f x g x  +  D g x f x

مىايًد بددست مثال عنوان به

= )~ \)bx - ه١)١ ل ) ه١ - - ( ( 

ع١ل، ت ) ت١)١ - ل ه١)١ - 6ل( ل ) - - ١( 

ه١ه . أ ) - — ( ة١ — ل(ت,ه١\ ر ) ل ' ( — ١( + 

ت. برقزر هاوسدورف مسق برى اتحادى جنين نيع

 طور به صورى توانى ازريهاى دذبالهاى هر حاصلضرب دورى مشتق

ثود:٠مى محاسه ايًيجش٠دره عملكر از استفاد. با مشابه

D f x h x fn {x 

)>n(x/ • • (ءت)٣(تح) ٠)|/١( /٠< =

iD A iY H x

ء) ر١(( ا ا - - - - ( ء )٨( ء >1ر١( ه ( ر „ ( ء ) ) + ••• + 

ش٠ب اكرن ي ىمتتق املى و : دور م ر  سرى دو زنجيرى. ناعدة سر-

f صورى نوانى ( x و g (x ءذ,تء در)ة■ ٠٠ ١ؤ ه داده €ع>>١اً د  ات. ث

٠شطيط اين تحت ندارد. ثابت جملة g{x صررى توانى سرى كنيدكه فرض

(يب٤ت )f ( g(xهجايكنارى با ( ءذ ىكد ( *رجاي  توانى دررى مشرع در

 صورى توانى رى نمايش زى است. غرشتعريف٠ ظاهرتده، صورى(ل)/

 دورى تق يعنى در((ر)ر)ء -. درهرجاكد (ت)ء ازجايكنارى حامل

Dg ىذويسيم٠ ات، ظاهرثده iX صورى توانى رى f x قاعدة اذًكاه

ى زنجيرى ق ز ت ٠ب دورى ت رر  يود: خواهد زير م

/ ( * ) ) ) ٠ ء ٠ ) ٠ ٠< = (* )))٠( / (٠ 

ريم دا ظل٠ يهعتران

eaxbxaxb ؛ D eaxbx  =  bxe ixbxa 

است: زير صورت به زيباتر مثال يكا

١a" (ax- ا١ -“١)ء١"٠(ء٠) ه ء ه١-“آ٠( = )١ ( ( ء (

برحب كوبا صررى توانى سرى يكا دورى مشتق كه كرد ثابت ذوان٠مى

د ناجابجايى حرفهاى ز ت ناجابجايى توانى سرى ا س وا  مشتق وهمجنين ك

ى د دورى ب جبرى صررى توانى ر ح ر د ناجابجايى حرفهاى ب ز ا  ب

است. برى٠ج صررى توانى سرى

هد وجود با وا ل ن بزى مشتق طبيعى صورت دورئ مشتق اينكه بر دا

 نيت. ش٠رصايتبخ نظريه اين كتونى وضعيت است، ناجابجايى ىجبرها

 يى يناه در نظريه اين اتكه لازم است. تجربى يكةكثف دورى مشتق

زد نظرية ك ى ر  نظرين دربناه هاوسدورف مشتق همازطوركه ترقزركيردا٠جب

ات. قإركرنته هويف جبرهاى



ى، ض شررمإ ٢ شعارة ، ١ ١ سال ن

ن مي و ر: س وي ص ا ت ك م ر ل ت ة و ي ب ض ه د ق جمل  ى ا و

جموعا ول٠غر ن |ويلر-دكالورن يى . ي ز ر ي ك ث ج ز ىا ك ضيات نرمولهاى ي  ريا

. ت ب بعا يكة بزى ا ا ن f م ( x ى متفير يكة از اين 1 مختلط يا حتين

ت د فرمول ر ر ا زير م ى ن ي ود: ل ت

)f{ x  + n + • ■ - + )٣ + f i x + )١ + f(x )+ f(x
1ب'71ب ١

f i x(( - )١ + f(y)dy  +  B \{ f{x  +  n

+ Iy y D { f ( x  +  n + S) - f ( x( (

■•■ + ))f i x — )١+t  ff-D ١r(/(x + n 

Bو برذولى!ذد اعداد ها D است. معمولى مشتق عملكر

ن فرمول بودن مفيد ر و زدل ويل لا ٢٠ ٥ ازكاربرد ا ر طوم آن ا دست
ى ويلر_مدلورن1 نرمول همه اين با ىنا ي ب ا ت سرى دارد. جدى ر ت سم  رإ

ت' همكز هرئز تقريباً ب ى به آنكه مكر ن ع ب جم ى م ه ل متا ي قل  بد.يا ت

ت: اين ما يرسش س ه1زتو1 بردارى نضاى .بى اًيا ا ك ل ع م ا حداكثر ث

دبا مقدماتى توابع از ممكن ا و ٠ذ ك ن روى تويولوزى ي  بردارى نخاى جني

ت كه ب ت انً، به ن م ى اويلزمدلورن فرمول زست ي د همكرإ سرى ي اث ٠ب

دارد؟ وجود

 مربوط ديكرى يرسنى ياسخ به غيرمذتظرهاى طور به يرسنى اين ياسخ

ى ندبتوا k ىكه٠هذكا ، ل) دوجمله!ى ضرايب ((رسمين)) تعميم است.  عدد ي

م منغى صحيح كدا د ى است؟(ين باث رن س يرسنى به ز ما خود نوبة به ي  ر

د رهنمرن رد ى ب تعميمى كهبيمدريا ىتواذيم٠ بكونه ٠م ضإي لهاى٠دوج از

ت؟ ((زستين)) س ى ياسخ ا ئ ت: آسان سرم ر س  دوجمله!ى ضرإيب تعميم ا

ت ((زستين)) ثرد: منجر ى1دوجمله نضية از ملموس تعميمى به اكر اس

ة درجوانى خي ى ن م٠غكر ااًما] ى.عاشتم■٠ بديهى ر دوجلها ك [بعدا] ى

سم ر إ رإ ل من ت ن ر ى .ك ف ب ر ل ي ر ن و ه ش نم نمىتوا كه 'ش  بياورم ياد به ز نام

ه ونت ت ن س م همة كه ا ىتو وإ عال ى روى از ن1م ن دانه ي ط ث ستنبا (و .كرد ا

ت . ا ى تاز بنش بخش ىكردكه٠ اضافه م ضيا در ل٠تأ با مىتوان ز ريا
ه قضية جمل ج ى1دو ستنتا كرد. ا

ت جارءاى ي م كود وارد اينكه جز ن وي  ضرإيب ))زسسين(( تعميم و ث

ى دا ج و زكنيم. ز د ن ما بيا رييثى ز ٠ز سوليتري تعريف وابتدا ىكيريم'٠ د

م تعميم ز ناكتوريل هي د ى ى 77 كنيد فرض ٤سر ٠م ت صحيح عدد ب ب يا م

د. منغى ن .٠مىكذيم يف تعر زير صورت به ز ]۶روس![ة ناكتوريل با

]n[!ت 77ل ^ ح ٠ اكر

77 > ٠ اكر
١) أ أ )—١ب

)77_١اً( _
[n ]! =

. ازكجا تعريف اين د م  ر كا به تعريف اين كه بكويم سادكى به مىتو!ذم است؟ آ

ت همة اين اما ٠مىآيد ما ر نيست. حفين دا ل مت ى ؛77!( ناكتوري 71 بإ

حح عدد به!رى ما كاتا ما با است بإبر منغى  از استعاده با■, ١ ص

ل رري ك ب روس' نا زي س خ ت به I لا ر ىكذيم:٠ زيرشريف مر

ا ى1دوجمله ضرإيب با لآهى ضرايب ،77 < < ° كه هنكامى ك نب

ب ik و 77 صحيح عددهاى همة بزى هستند. زهمة رومى ضإي ى ا  ويديها

ث نند ما دوجمله(ى، ضرإيب متدماتى د مند بهره غيره! و لسكا يا مثل ن ت  . ه

ى اما ريم دا مثال عنوان به رند. دا درانبان نيز شكفتيهاي

س معناى هيج اين آيا ا٠اأزا. ابتعاده با نيم مىننوا زيإ بله' دارد؟ ملمو  تعميمى ن

است. زير صورت به تعميم اين بيابيم. دوجمله|ى ازقضية

ى بسط آوريد: ياد ٩ ز ريتملكا توانى ر

ة۴ج ء + ظ ءه + (« = 1٠ء ( 1ء

ط اين ى ب ب ستداذيم ز توانى ر ح ر ز ب بخ ت به روس ي  زير مور

ىكذيم ياز;وب

ع٠ئ ج + ه = ا06ح  ا06ء؛) + (

ى شبيه ند بتوا نرمول اين نظر به م مي ع د دوجمله]ى قضية از ت و كه ن

ش لكاريتم آن در  كه ديكرى توانى سرى بسط ٠مىكذد ايفا رإ صنرم توان نت

ت زير صررت به ىثوذد٠ظاهر رلهى صإيب درأن س ا

ات)٠ + )(ه1£)جه + (ى - ١( =

tt a logr(log X.

ه الكويى آيا د ه ريد بسيارخوب، مىكذيم؟ شا سط بكنا ديكرى ننوانى سرى ب

: ينى أزما ؛ م كي

  ) — ١ — )log (! +  a( ؛٣،) + (.'ء

)١ - a i ( lo g i ; -   ) +١-T ( l o g j. = 

ia+ ع٣ا0جةل +

ذم كنون ا وا ى به ست ا ر ك ى خيزبرداريم. تعميم ي ب 'زاح ز س  (ء:)ر سا

هىكذبم نرض

٠ل7)ء(



و تمويرهاى رل لا اً ن جا ى/ ن ي ۴١ردتا ;

ننا انتكزل عي ىبكتا م f !نتابع ي  (x د ث ا رد. ثابت ب ردا ن صف كإ  ن

د ي ث ا ب ت (ين .ن - عذىدارضاهد٠ديكر لحغله(ى عبار د ث

م٠ تعر.بف ك ى

n D n ogx = )(ل)د١ ا

كة 71 اينجا ح عدد ي حي ت ص ىتا ٠|ت منغى يا مثب د x يعها ىلكا ا  ريتمها

ز ما .نا مرتبة ه د ي د م و ث ى داريم مثبت 77 برإى ٠م

Iه ن لبت جني م داريم ه

د١(بت)ل ي  ؛

I م وضعيتى در ستي  با ى1دوجمله قضية تعميم نيم ه

ا ك ز ىيتمهارل ا م ست I زير صورت به تعميم اين بيان ه

*ه١(ء)،ذ د ا

س تويولوزى زميتة و رجتعه و كه لكاريت خ ر كنيم. تعريف هيم1س جب

ى٠ لورق سريهاى - ور ت ف با سءلان  تويولوزيكا جبر اين ا ري  د ت

ى جبر روى زيولوزى ر با كو.ا ابعها غي س و X ن ل سي ي ك  جبر اين كردن ت

ه كه شده انتخاب جنان تويولوزى اين كرد. تعريف تويولوزى، به نعبت ثت  دا

مبا ل جبر عضر هر - lim X = ٠ شي مي ك كا٠ شده ت  صورى ٠لورل سرى ب

ى ا بعن ك صورت به سرى ي

Y j anXn
n<d

ر زكا ابهى كردن تكميل فا.بد مىخواهيم ما درمىايًد. ا جبر يكا روى ت
! م ي ن ك ز ج را ك ي ع٤ شكل به نابعهاى همة توسط شدهتوليد جبر د ] أ0( (  تح7ا

ح عدد يف 77 دراًن كه ح ت ص ى يا مثب ح عدد يف ،و ٥لخوود منغ حي  ص

ى ص ىبر است. نامنغ خ ش ر اين ىعضوها كدام اينكه كردن م ت به جب م ي

يايه اين نيازداريم. جبر ين از! خوشرذآررى٠ ١ياذ به ٠سشوذد هحكز مغر
ى توسط ريتمها ز لكا ا م زهم ، ٥دلخوا مرتبة با ه شود٠ ن ن .ى كا اي ريتمها ل

٠مىثوذد زيرتعريف صورت به

"-08ء(ء ( د٠!["]٠ا ء ) ( ء )

 هر بزى مثال عنوان به .71 صحح عدد هر و ٤ نامنغى صحيح عدد هر بزى

ريم 77 نامنغى صحيح عدد دا

لا اتحاد سه ى1به اتحاد اين خاص حالتهاى با هستند. = ٠ ١ , ٣ لآ

ز لكاريتمهاى به ى1دوجمله تعميم ازآنجاكه ا م  نماهاى رموردده

ن در ىيابد،٠ تقليل زير اتحاد به منغى ز هيج مورد اي ي دجد ب ت٠ب ى ي د

هد٠ذ ىد

ا مثبت نماهاى بزى اما ك  ى1دوجمله قضية از ذكيز1حيرت و اصيل تعميم ي

وريم بهدست ىآ ت، 77 بزى An تت)ل( تابعهاى مىكذدكه بيان تعميم اين ٠م ش

ض ^ بزى و

ى نرمولهاى ح ري ز لكاريتمهاى بزى ص ا ه ش خت  بزى شدءاند. ثثا

ز لكاربتمهاى ا م ٢ مرتبة ه ري د = )log (بذ٢ دا ر) ذ)إ ت 71 بزى و (ت  مثب

إ log+ءت٣ ) + -- x(٢ ؤ )٢ + ؛ + . n ( ( lo g a ) ( ذ د٢ل

ى توانهاى ييمانة به ٠مىكذذد صدق X منغ ى ى1دوحملهدر به معمول

داريم ز زيد اتحاد ديكر عبارت

(x t  a )" ( log(^ t  a )
٢

ه غ ة ) س ا l o g l —

ت !ست. حز ابن در مع ى توانهاى سمانة به اتحاد اهن  مرقرإر X منغ

د ز د٢ء:),(,٠( = ٢ع " )logء ؛ ا ؛

ح هرعدد بزى حي ن ، همازمرتبن لكاريتمهاى it نامنغى م رها ميم د  قضيذ تع

ىكذذد:٠ صدق ايم ديده همازمرنبة لكاريتمهاى بزى ىكه1دوجمله

ا ء إ ض ه٨( ة I ء مد + (ع = ي ل)('

حاد ى يا تركيبياتى تعبيرى اى ٠مىشوذد ر ات لات ما حت ز ا م اين ا مي  تع

س جمله قضية لكاريت ىد ى1دو م1م ست .ذ

ت سريها همة كه كردءايم نرضى اينجا تا ب ط اعداد تويولوزى به ن  مختل

د. همكز متن ىكهدر اكنون ه ظ ز همكزيى حال غ م ح ذي ىك  ز تويولوزى ٠م

م تفيير هي وا داد. خ

ى ها م ريت كا ز ل ا م ر بزى ى1يايه ه ب وليد ج ط شده ت س و ى همة ت  تابعها

ا اين روى تويولوزى يكط هستند. (:٤ ب ر ط اين جب ر عدد بزى ش  هر

ى غ مذ حذا حي ٤ص

« = )i،)(x؛lim  A



ضى.۴٢ شررؤ شمارة ،١ ١ سال ن

ف ري ع ا .زيولوزى’ ‘توبولوزى اين م.٠مىكذب ت ك ى ل ن ن ي  -دمىشو ناميدء ر

ل مي ك أ ت د ر اين ت ت جب ب ى تويولوزى به ن ن ن ي ر كا ر ل ى جب ها ي  توانى ر

ى ى  از مور رينن كا ر يا ل ىلكا جب ن ن - ري ت  ا

ر هر ف ر ع س جب د لكإرينن ك ى تركيب ي ط ى از خ ر توانى -ريها به همك

ت صور

t n<d

ت س ه ا ى آنها در ك عياب جمو ى مجموعه بكب روى م ه انجام ٤ مقادير از متنا

ود.٠ ىت

ى نرمول به ىتواذيم٠ اكنون عاب جعو ن م ر و مدل ز ويل  بأةرديم: ا

ه- ضب /x( عضو حو ق١جل ق ا جبو ز١ ) \ ق ب ت ب ) ب لا  \، (\-ل< سم

ب١ ف—لي ض ذوبولو؛'لله د( عكدو( ل\ست\٤٠ع دبي(ي

متناهى سرى ‘مثال عنوان به ىلكا درتويولوزى زير نا ت. ريئن همكزس

)77 log(x t + • • ■ + )٣ + log(,x + )١ + t  log(x ء log 

)١ — 77— X log X) -١، +log(x +  r )١+77 + ((ة٠ل =

+  5 ١(!og(X +  7 7 + ) ١ل  log 2:)

رد مثالى ك . صورت به ي ت ا ر ع مىد(ذيد كهطور نهما ز م ج م

X +- n ) k( + . . + *X + ١ ء( + )X + ٢د( + .  (X 

زأو نرمول توسط ن1مىتو ز ل ه صورت به مكالورن ي ت ن كرد. بيان ب ي ن  ق

ه ركفت ه ىعبارتها به يي ت ت ب ر و ى ه ه اب ى برى مت ل به مجموءيأب ك زير ت

د منجر و ىذ م

)٢ fc log(x  t)؛ ٢ X( + )١ + k log(x)١ x k lo g x  +  (X t 

)77 X +  n)k  log(x  t( + - - - +

ر لكاريتمهاى كا ز ما د اجازه رند. دا ديكرى هاىبرده ه ى ب ك  آنها ز I ب

.نكركنم خاتمه در وإ

فنعر ب٠ح در ز جا تفيير عملكر ي ى تغاصلهاى ا ه نا آوريد: ياد به مت

)٠ + / ( * = E af ( x

ى٠بء ح عدد بكت ل حب منغى ص ر ٠7ل? نا ك مل ت به E\ ع ف زير صور نعري

د ن ك

\E

ى با ر دكنا ما ى، ن دما اين معمول ن ت آن ن س م كه ا ويي ك ب

)n/١ - . . . - ١ - ١/٢ - ١/٣ - log re( أأ;ق = E Xn

ت ز زير دوكررة ستوان ب كرد: ثا

ق٠ء كزاره. ه\ ةل E ١د a و )E سوذدا١١عك ١ج\دءه

د كزاره. ي حد و \ز ١هه؛يوجعلش D ١٠ستغك عمنكو ن ض م ) سط كه ^ نو

ز ١ب\ق٢٠د€'(بم ا م ت \S>t ٠١ئ١7ع ( ه د س ب ول ١ددذى١١ شود١هى ن

ق ذا س ه\ ق١ذو ١د ها ت (ورادذدو١و Kpc ١١ذ\عخغك ذ س \٠

ز دو اين از ر ت بر!ى مىتوان ك د ه ى١١ آوردن ب ها ع ب و نواح لكاريئنمى)) ت

ص ه خا د ا ف س ا كرد. ا ن ك دب ي ث ر ح ه با ز ب د ن تر ا ل ي مه مثا م: خات هي  د

ع ب و ى ت م ت ري ا ك ة ل ى دنبال ها يل ر و ت ك ا ن زير ن ى ‘ي ن ع ى ي ىها جمله(  جذد

)١  — 71 ( - - - )٢ — x)(١ — x)n =  x(x(  سبه . محا ىكذياً  اين م

ه دنبالة جمل ر ىها1جذد ى معادلة د صل ق زير تغا ىكذد٠ صد

۵ ( )„ = 7 1 (2 ')„ _ ١

ى ح آن ر د كه صل رتنا ك : عمل ت /A( = :(:)ر + ١( — )^x( ا ( x• اين 

قرإردادن با ن1مىتو ز دنباله

(X + ١)(X+ ٣)...(X  +  „)

ريم دا و داد؛ توسبع منغى هاى 77 به

١)_ ,،_A (.x)_ ,i  =  -77(x

ت 77 بزى ع توانيممى ‘مثب ب و ىلكا ت م ت قإردادن با ز دنباله اين ري

ل عتوان به كنجم- تعريف ا ع١ ‘ف .x؛١ — ب

ر م ى جبر أز زيرمدولى ٠ب إ؛ئءذ عنا رينن كا ط كه دارند تعلق ل و  ت

د2(ا ا ) ى ) عداد همة 77 كه وقت ح ا ب ح شود توليد ٠مىيديرد ز ه ى عملكر ٠م

ى ح ت زيرمدول اين لآ را زيني و ر ن وا ى م٠مىتواتي وبناري ىعددها ة٠ه ر

ح ح م رقز  نامنغى ص هي د

ل•) ۵ " - ء( -ا'

ى نتيجه دم و صر كه ن ط x عن س و ى ت ودأ داده زير ر  در كه مىث

ى تويولوزى م ريت كا ت: ل س ز همك

ش - ذ + ' ت : - '+غ ا

ى يكس. اين اما : ش ت س شنا ع١ء همان اين آ ا1 _تا ك ه ك ت س

+ log(x) )x؛(١=

ى وس زن ن ما ك ا رب ز أ

سكا كرد. معرخى ى معادلة ))(ورآتين جواب عنوان يه رإ ئع1ت ٠ و ضل تغا

١

١
A $ (x + ١) =



ىاتركيبيا ىيرهانصو زكات 0۴٣رلورلجيا

ى اكنون ما كرد- معرنى ست س در س حد د دنيق طور به ز كاو ر ك ت ب ا !يم.٠ث

ت سا حا ر م ن بيثمت عا ن د۶م ن ذ ه د x و )x(١ ( عنصرهاى كه ا X نيزبا 

ص تابعهاى ه معرنى خا د ط ت و ما و أ4د تابعهاى يعنى كاوس، ت ا  سئ

ن ا ك ، ي د ن ت ع متنا سريهاى توسط دقيق طور به سرإنجام كه ه ىنا  ه

د تعريف ينمىرلكا تويولوزىدر .٠ث د )

رحال ى ى هوا و ب ه ب ى مىتوان شا كا توسعها  جذدجملهاىهاى ريتمى ل

ىهاى برنولى، كا و كرد تعريف 1(غيره و رمبتىI جذدجملها ش ود رآ  مى'ث

ى كه ها ط س ىطور به جذدجملهاىها اين مجانبى ب ع ي ى عنوان به طب ضا اع

ى سعها ى 'بو م ن ي ر ا ك - ظاهر دوباره توابع اين ل د ذ ^ ى رواقعم تويولوزى د
ى ريتم كا ى جاى به كه مىدهد اجازه ما به ل ها ط س ىسمريها ،مجانبى ب  ي

ه ك د همكز لكاربنمى تويولوزىدر ن - هعتن م هي رد قإ

ة خاتمه، در سال م و ه حل د د ن ت نكركرد. مىتوان ز ن خ ه ن ك ن ي ا

ى بسته صررت به عبارتى إ بضرإ ب ط ب س ى ب رب ض هل مانند حا

ه خته شنا يتمى ر لكا نى توا سرى به د ن ت در ينكه ا دوم است- ن ى. حال كل

ى ر ب ى ا تةيبيا'نى ت حتعالات ب ا ضري ت [؛؛] روس از د ر نداريم. د

.متثكرم ديد دا نز كوش م سخنا به [ينكه از
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(Colloquium Lectures) ه اين وثت ن متن ,ن ب ى ر ن رإ ى خن ر ازدخنرإنيها ا ن سي

ت دو ث ة ن ن لا ن ا ج ن ت آمر رياضى ا ا ك د ١٩٩٨ زارية ٩ در كه ي إ ي د ا ٠ث

ت ا .

ء رياضى يخش در متاله (ين نوثتن هنكام در روا جإزكارلو ٠ ا ك ت ا كار تى. آى- ام. ب

ت ٠لىكرد ا .

ى ا ه ب ا ت ك ز د۶ ا ر ش ذ ص1ز ا ك ش ذ
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