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ش رييدا ت سي ٠ا١٩۵-ه١٩٠ه١ رباضى احتمال در دق

دوب* جوزف

ه ترجمة لل ءا طا تقاء ع

مقدمه . ١
 احتمال در دقمتا ظهور تاريخجة از اسمت اى شته غيررسمئ نوشتاركوتاه اين

ض سنا نيمة طى ريا خ  در تنها مسخحن حكمهاى و نتايج ٠ بيستم قرن ن

ءاند نكر صورنى د  حائز رياضى احتمال منطقى ييسرفهت تارخ در كه ث

ند. ا بوده اهميت

ى مها زكا ا دذباله|ى همجون علوم نماى و نسو  وذد٠مىث اشته برد جلو به كه ي

ب نظركنيم، كه واقعه يسى ز ا نيست. شرف ى كار يي ط ريرييج بوده، ء ب خمى و مسي

ت ز ذ 1حهس و آورده. در ها بست بن از سر و رنته كج ن فزوا سرنهاده، ي

در است. نبود. لوزن ييترو دانتعوزن قبول قابل كه يمول. ٠لأ جهاتى در

 ز آنها جون مىنكريستند تمسخر ديدة به ز باناخ هاىفضا ١٩٣٥ دهة

 و رسيد فز موضعى كوز ي ها فضا نوبت بعد مىد|ذستذد، مزخرف مجرداتى

I جديد ى ها ايده دريديرش هم رياضيدانان است. ذوبتآذاليزذااستاذده هم كنون 

ن ميا رآد ك زدي را ستند ثائقت  نيمة تا رياصى احتمال وكمال تمام يديرثي و ني

 واحتماددانان ازآماردانان بسيارى ءلى|لخصوص نيديرفت. تحقق قرن دوم

و ذمىد|شتذد، حوش ز زه اندا نظريه بهو|سطة احتمال رياضي بندى قالب

 باورند: اين مؤيد ذيل اقوال .نهندليزمىآنا يرون ز رياضى هنوزاحتمال برخى
ى: لان ت ي س حعبف د عن ىكوذه جدي د \ ا س ٠كح ىذود٠٠ذ ع ف\  ءد١هتف (\ (

د حنكه مايدا٠دذ ١\ذ\ق به (\ ١س١( .١( و كند غ ه سبو. ١دديق ا  غب

ا كه ذد٠ءىجا ف ؟ذج\سو ( ق \ز \  هىكذذد ١١خ\لك ١( صحنه و (فته هبا

د و ق ش وة د ١د جديد د فا( جدجد] نكدش [نب ج  ٠سا

كود.ا١٠عك احداع ١٠جدجدث دتح١ت نفد ١جلث كه موقعى ١\دق f ساحت\ نكاره: يوا

( بنداق و ن كه حود ط د ر ح (وزا١هووزل١ لدل... دص؛به ١( ع

ا ها ى \ حع وا ع ن ا د ب ا كذذد١١عك ا ق ن ها ن ا ب خ ا ا ق ا ي ل د \ د \ \ د ( ا ط ح كنندط ا

ى \ز و ج احداعاف \ ق جيد هب كد سود عايد م دي س ٠ذ

ت مي ر ر :ا د ى به ى1ذامه آ ي ت ل ي ست ق \ز ١عل )ا لا سغبا ي ى (ا ع ب وا  .١هثعغ كه ن

ك جا ذد\(ذد د و ١١ذكو\ ح جأ خود به و دي ى ٠د

از بود عبارت طولانى، مدتى بزى ازآن يسى هم و ابتدا، در احتمال نظريه

حليل آرمانى صورت طة از خارج در واقعى زندكى يديدءهاى برخى وت حب

ت نيمة در اذدكا|ذدكا اما رياضيات،  بخسى رياضى احتمال قرن اين نخس

. رياضيات از معمولى د  و ٠مىطلبيد و٠ ى ها ٥ يد I احتمال زى سا ضى ريا ث

ت رهيا نيازمند بهويزه ا بود؛ يديرفتنى ايدة به يدى جد ف ك  به توجه با بود. تاح ي

ى فوق هاى قول نقل ت ف ك ى1ري اين يليرش نداردكه ث ز سا  صورت آهسته ض

ت كا حتى دلآ|قع ٠روبهروكرديد مقاومت وبا كرب ين  ازآن احتماددانان برخى ا

ب دارندكه بيم س جانبة احتمال رياضى بندى قال ىا  باشد، نده ستا زازآن ذ|ت

سو؛ I و جانبه آن تعبيركه اين به است، ايشان با حق لبته ا و  ضيات يا ر حتمال_ I ب

 فسو؛ I شده: شقه دو بود، عيررياضى تعاريف بر مبتنى كه قديمى و مبهم

ت جانبه و واقع جها؛ احتمال  بسيارى كه كرد تاكيد بايد وليكن رياضى. دق

ج ازاساسيترين  احتمال عيررياضى ازسرجشمة رياضى احتمال مبحث نتا

 همكان كه است نداشته تعريغى حتى هعز كه وذد٠مىث جارى واخ جها؛

 احتمال و خ وا ن جها احتمال مابين ازتباط حقيقت، در باشند. متعق درآن

ع هم و جان بلاى هم رياضى است. بوده رياضى احتمال رشد الها؛ من

ضى١ مسألة .٢ جيست؟ واقع جهان )غيرربا

 است. منعدد |ززميذههاى برخاسته مىذاميم واقع) آجهان معمولأ|حتمال آنجه

 يذههاى٠ز آمارى لينيك.، و بيمه، قمار بانيهاى آشناى زمبذههاى بر علاوه

ل اين از سادءاى ر س^ا ش ا دوجرحه سوار فردى كنيد فرض هستند: هم قبي

لاد.٠ ى ى ط و كذ٠ يازل لأ دوبرخهاش فرد اين باركه هر ‘متوار رور ٠د ا ى
ى فوقا نيمة ر د جلو جرخ تيوب لو وا شد خ٠۶ح ن ى مايه ر قد ن هما ،با فت ك ت ا ش  س

ي يرتاب ده كه ري د ز ا ي ك ه ي ك د به همه س من جا ربين هدا .شي ر مع كا ش ه1آ ك ت  س

ر د ى ٥ شد ٥ ييمود مسير كر ا )جرع مورد آ  كر I )سكه مورد ر د آ يا ،شد با ٥ كوتا خيل

ى از سكه ا جاي ك .ب ا٩سرء و شود رها ش برود ؛مكا به زد ي ب د ر آن اولية ك
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ى از باشد، كم سته سكفت د هد خوا كا ل قضيه حتمالاتى I جنبة و ث ح  ترديل م

ش ينكها نتيجه بود. هد حوا  مربوطه زمينه بايد حتمالاتى ا هركزإرة ازبيان يي

ى ز ي م .بررسيد ن ه ر ك ت نلسغى بحث ا صوعي  جاى خود اين باشد،كه داشته مو

ز بايد دارد. بحت ن سى يا اً كرد. فيزيكى وميتة يرر كميل  ت

بزربى اعداد قانون .٣
ا در آنجه ك ل آزمايش رشته ي  به ز آدمى سكه، يرتاب همجون رى،تكز مستق

ت جيزى مىسازد خيره يكباره س ن به كه ا و ه موسوم ١جذ(ك \ءد\د قان ت ت  ك

ت س ا به كه يد٠مىكو قانون اين سكه يرتاب مورد در .ا ك  تعداد اكر معنا ي

^ شيرمدزها ر سيم ^ به ز يرتاب د  هركاه مىكذد ميل ؛ به حاصل كنيم، تق

nش ري ما ينجا I رد بابد.اف ىتكل س سا ».دعغ١يلثبه از(( ند عبارته!ا قانون اكر \

ض حكم د 4 اعداد ت ريا كر يعنى ‘ا ى ا ض مدل ب بزى ريا رأ ي

ه سكه ت ث و اعداد قانون كه باشيم دا و  رياضى قضسه!ى عنوان به آن در (

ب يا قضيه اين باشد، شده بيان س ح ر ع مفاهيم از يكى ب ن  رياصى حذ مت

ت درست  بكه در بزوبى اعداد قانون باشد بنا اكر ديكر، سوى از نه. يا و اس

ت واضح اصلأ ثود، بيان واخ جهان غيررياضى زمينة ي  مفهوم بتوان كه ن

 در كه است آن معضل آشكارترين كرد. نرمولبندى معقولى نحو به رإ حد

 صورت محدود زمانى در مىتوان آزمايش متناهى تعدادى تنها وابع جهان

س هر داد. د توضيح متعلمان به ىكوشد٠ كه ك ه  به ى١سكه ىكه٠هذكا كه ب

ت ر ،١د(\(هدد د( همجون عبازتى مذبوحانه ٠مىدهد رخ جه ود٠مىت يرنآب ك

ح ... ٠ذلديذث كه (سد١ءى نهب له ىكذد،٠ ببق جي  ل\ آنها نظير و هىكذذد، ن

د بهكار ر ف ر مفهومى به شايد بلكه م حو! ى ث د. شكل خت  امر واقع ولكن بب

س هر كه است قزر اين از د يرتاب دنعات به ز سكه!ى ك  مىبيذد عينه به ك

^ ثجرها تعداد كه رمد مى نظر بسياربه جندان نه دفعاتى از بعد كه ر  يرتاب د

سيم سادءترين ٠مىشود ذزديكا ؛ به مىيأبد انزإيش 71 همجنازكه ^، بر تق

ا كه خلاص، زه ك ز برجسته بيزى آماردان ي ع ل اين ٠٥يد ب ح ه ت محتوا بى ز  :س

ىاينكهباره در صلأ1 ميرتابى1سكهوقت ي ك ى  صحبت شد هد خواجهم

ا ممنوع! ك جتر زه ي ش اندازه همان به كه زي ح صايتب ت آن مىباشد ر س  ا

ظرمورد بحث آيا كه مطلب اين كه ت محدودة در ن ضيا ت ريا س  در نه يا ه

 از ى1ذشاذه ناميدءاند ق\ذون ز كرره اين ينكها بسا جه شود. كذاشته ابهام

ت ابهام همين س ى قانون اين بارة در .ا ها  ٥رند نكا ز ا (تأكيد ند ٠٥ زد ز زير حرن

ت س ):ا

س: ن )١٨١۴( لايلا ن م ١هخطؤذ ضعو( كه قخيبهأ \ي ب\ كد\(دا١١عك مخه \

ه \ذ\دبو ئ ل سو\( ق ١١د \ د د ود١٠٠عك ١\ ٠س

ذ ١ددحع د؟١ )١٩٣٩( :١ويل <ي شدا د(ست كر\(« ض كع ض  ز١ ١٠لق3 ه\
ذ ١\ئبل\ت كه \ذج\ لا ن ١خ ن٠غلوهم م ل٠\(،ل\ج خوسط به \ ا٠س١ ك  ذ

د ف \ د ود ح ىت ر١ ١ب ه ه \ خ ش و كود. 0١٠دب ١ف<١ س

ربا ز (نرجمه : وئ ط زمينه ا و رب ط زمينه به تاس به م و رب ن سكه): به م  \ي

. . .ت٠خ\(جغس كه ٠شد ئ\بت أمبه٠ذ به كه \ست و\خجبت ١دلث

هك ١جل<ؤ ١ع\ق71 ١٠به\(\ث ن ؛ (١ ١٠\ذم\ ا ث سبى٠ به كه دعد١٠هك ن

د١ءو ١بدحلث و ٠ث

ر بيانات اين ك ن ا ت ت ماناى ونساف ن حثا  .ند١واقع جهان احتمال بارة در مبا

ن ت از ليك ن بد، بح دانا ضي ش ريا سوكس ز ش بارة در كه ذد1داشته بدي س  ر

م يا نمايند. تأمل زير ك ست ى آن بارة در د ساي مفر  كنند. قل

جيست؟ احتمال ٠۴

ت در ل\ يىنظرها ى جه وي ك خ ا ش اين به ي ر ز و ي س’ نحوة ييزمون ب ر ن

ظه زير در موضع اين ح لا ىكذيد:٠ م

ا يوا ك ى ةة١(١ )١٩١٢١:ر ن جف ى١<<غلا قم خل س ق ي ل٠حت١ ١م\ م ا ا ن ى ب ل د ت ن

ت\ <س

1. Ville 2. B auer



ش بداي ا دقت سري ق ا ر ض ل د ه١٩٠٠١ ريا ٢٣دوب )/جوزف١٩۵-

همانو كب ل نخدية ا ١ ٩ ١ ۵( :ويج ر ما حت ش ٢٠ءذ \ (ي\اش ذغع\دم د( سنف

ب,ا ود عحهذ\٠ س سود (ياخجد\ذ\دأ كه ١\سد ١هدب ى ١\ (\١\ف كل

دانند. هم ب  شاهد و \ذد٠ثةلدجد ١عمأق ج\هعى نحو له ١\ق دخب\دق هفا

ق ها (ي و\ شدة دذ سدا(ذدا حدن

ت هعلو؟ د(و\بح )١٩١٩( ميزس: فون ش وخح كه نس د سحث ف ما حت \

ا ةز\< جه \ز ذ س ل \يغكه ٠جل \ ة يلت هعحت \ي نبست. (ياخجاذش (نت

كا٠ شكل به ز آن كه رفت ييثى زستا اين در (او ض رشته ي  ريا

ض احتمال كه شيو. اين به دزورد، متا دذباله|ى بر ز ريا ز  هدات ا

)Beobachtungen( ى كهحواصى با  رياصى خوشتعريف دنبالة ي

ت آن ناقد س  وى كه شده كفته شوخى به همجنين نمول. مبتنى ا

كا و صعر بين عددى ز احتمال  هيج آن بارة در كه كرده تعريف ي

نيست.) معلوم جيزديكرى

د ازمحاوره؛ (نقل ؛١٩٣۵( ييرسون: ما حت  كة ٠خو(د كؤ،ا اها( حا ١هذاف٠\ذ \

ها جد\؟ذة ١ذد(ص جند هد ن ر ا٠١س٠١ هغدو( ا ش و  دتذاهة\ث\ا ١ج

ن. \ست ١(ق١ة د سا ؟(

Iى ك س سين ا در او ؛ ١ ٩٣٧( :و ك ب ي  كه رإ زبر تعريف سنفاده،يز درسى كتا

ي ىكذد:٠ ازئه بود متداول درسى ىدركتابها زمانى د\ سا(؟( \

ط د ض و عجل'\ دةدو5د هو(ؤ 77 ،5 ن فا (١ نا 771 و ٢د\شب شته١د ه

د ٠t\ بانندط A (ويد\د هساعد هو\(د ١\ق ما حت (\ A (ياخمى \

٠٢كفل١ءى خعديف ؟
ا اهميت بايد آمد نجهآ ك ي ك غ صى احتمال نظريه ت  در آن زكاربردهاىI زيا

 در س٠هيجك وجهكذيدكه٠ نكته اين به وليكن باشد. نموده هوضوح٠ ز واخ جهان

حتمال كاربردينيري كا٠ت واقع جهان در رياصى ا كي  ٠وذتيكا قمار، ٠ذمىكذد ش

كا و بيمه، زي هستند. سرجايشان آمارى ذي

 زيردرباب توضح بجز البته ‘يرداخت خواهبم ١لي\مع احتمال به ت ليلاء

كا سكه. يرإتاب ني كا ا نيوتنى م ك ض مدل ي  بددست سكه يرتاب بزى محدود ريا

ت جامد جسم سكه، دريرتاب ٠مىدهد ت مىكذد. سقوط تأثيركزنش تح  ح^

ط نيوتنى مدل ر د سكه و ود٠ تعيين نيوتن قوانين ت ت ٠ىت صحب  آنجه دريارة و

ص خالى قوانين اين اعمال بدون سآ.بد سكه سر بر  اين تنها بود. نخواهد ازنق

ؤ اهميت و تأثيركتى رند قاد كه فلسنى، اناصات نه و قوانيزاند،  آغازى شزي

ت يايانى و ى1هم به مربوط اظهازت و داده توضيح I( سكه ح^  آمدن حتمال

ط شيرو ر قوانين اين البته كنند. توجيه ز خ ت بهترين د  تحليو مىتواذذد حال

 تحويل يرتاب ياياني و آغازى شزيط باب در ملاحظاتى به ز سكه يرتاب

ط اين اما نمايند، جه به حتمالى»1((هم كه باشند اين نشانكر نند مىتوا شإي

ت بستهوا س آورند. فزهم آن بزى مناسبى و معقول تعبير رهكنر ازاين و ا

ى احتمال .۵ ض ق تعريفهاى عصر از ييش ريا دقب
 احتمال عرصه در بعميارى مهم ييشرفتهاى ميلادى ١٩٥٠ سال از ٤يسر

ض ت را ر ر ت م ع اين اما ‘ينيرف غ و د هر نبود. رياضيات هنوز م ن از ب

ض احتمالانى زمينهعائ و تغاضلى معادلات يبيات،٤ت در مسائلى ا غيرريا

ل معادلات ى ن بنيل به توجه حداقر ‘سر;رمىآورد ديغرإني خ زميندها اين ريا

د معطوف آنها از بزمده محض رياصى مسائل به توجه حداكئر و ىث اين ٠م

ى بزى كه زه اندا نظرية جه ،بود ير ناكز نابزبر توجه ساز ى مدل ص  زمينهعاي ريا

ى لات ما حت ن ا ت مورد قع وا جها س زا ا ي ع هنوز ن ه ابدا د ت .بود ن

ه ت مي ل I هر ر د كه بود روشن مر I اين ه ما ض حت ا ي ى ر ك ي س لا  عرصه كه ك

ى مفهوم ،د كرد ل جمعيدبر ما حت جنازكه ا ر آن د مورد د ى1لآي ها ر به دو د ^ا سا ونا  د

خ جهان ت وا س زرا رق ى منهومى ،ب س سا هد ا ن البته .بود خوا دانا صي سيار ريا  ب

ش ى نابعهاى با ١٩٥٠ سال از يب مع م از كه ها مجموعه ج هي م مفا ج  جرم ،ح

مثال و ى بودند كرفته نشأت آنها ا شناي د آ شتن ن .دا جني ه هم ت ن را  كه بودند د

ها به مربوط زمينهعائ ل به ميانكين ما حت ى ا مد1م جا ا غالبأ .ذ شك  بزى كه بود ر آ

ح ل ط سائ كها ولى ،جسمت سود زمينهها از بايد جكونه م ا جكونه ين ك زمينه ي

د فرمولبندى مى'ذوان ز كلى رياصى كا مى'ذوان بكونه يعنى ‘و ر ي ا ت خ ا

ضى ف ر.يا دنشا درآن ز كوناكون زميذههاى بشود كه نمول تعري ضح ،ن .نبود وا

ى شد معلوم بعدأ ط ر ر ش ى ز I ضعيفت ى آن با كمتر كه جمعيدير ي شنا د آ شتن  دا

ى شرطى س سا ت. ا س جا ا ين را محوا سحن معمول غيردقيق زبان به د ت هي ف  .ك

. ءئ،٣ عت،١ اكر . شند اعدادى . ت به تصادنى كه با س  A اكر و آوردها.بم د

د ى !مجموعه عدا زا شد ا ل ،با ما حت ى دسمننكم كه ايزن ا ك د ي عدا زا دنباله آن ا

د ر د د ت ا رد. ب كي ظرب  اين از مدارى كه رإ اين احتمال ديكر عبارت به درن

كا نقاط بر<دى حركت  محاسبه با بكيريد. نظر در كند قطع ز A خط، ي

ع هر ز I جشميوشى و ( معمولى ت؛ ن د في تاح دق ز ي ا  شود مى يف تعر به(د)ف

ت در كه  ٠مىكذد صدق زير نابزبرى در في قع روا د نيست. جمعيدير كلى حال

)۵.١( )n B ( د)في>l\B (د)في + ل)في5( - د)في

تI نكته ٠مىدهد نتيجه ؛ ١.۵( در ز بزبرى في، جمعينيرى آنكه حال  ينجاس

ت كه ب سم نI ؛١.۵( ج لI ي ما تI حت X دنبالة كه س Iهم ها A هم و B 

ىكه قطعكذد، ز حتمال ت بزبر حداقل ا ى و د)في n B(با اس كل حالت ر  د
 نابزبرى نمايد. قطع ز A n B دنبالة اينكه احتمال يعنى است، آن از بيشتر

الكتروستاI ظرفيت بزى فوق. (بوجمسدبتوق نابزبرى به موسوم ؛ا١.۵( ك ي  ت

ا ك سم ي  نظريه مابين ذزديكا ارتباط به اين و است، صادق هم R در ج

ستم قرن دوم نيمة در كه دارد، اشاره احتمال و يتانسيل لا بي ح د با مف م  ك

ت رشد ذيكا٠لكتروستا I ظرنيت بزى ش^ه نظرية .ياف

ر نظرية ييدايش .۶ اندا
كا كه مىكذم يادآورى ز جبر؛—ى (= ١بدو(د ١هبد\ز ي ى٠ز ا ها ه ء و جم ا رم ك  ي

ت نضا ر هها از |زكردايهاى است عبا ء جمو رم ت كه زي ى تح ها مل  متممكيرى ع

شكيل و ها ت ع ما جت سته ز شما اشتزكهاى و ا  دو(ل هجموءههالى ردة است. ب

ى—ى كوجكترين متريكة فضاى يك_، ر ت جب جموعه همة كه اس  باز هاى م

ضاق دارد. حود در ز نضا آن ى \ذد\(وبديو ف ج و ).5١ (§ جون است ز

ى S كه صاي ت ف ى—ى از است رت عبا S و اس ر  .S ىها زيرمجموعه از جب

م٠\ئد\( هجموءةهاق ز § درون هاى مجموعه ذ  آنجه در .م٠مىذامي فضا ب

ر—. باشد متر.بكا S اكر ٠مىآيد زير در حاI جب ىل  فضاى يكة به ز آن كه ق

ذ زه اندا ل يري دي ب ر—. ره هموا مىكذد ت  .بود هد حوا آن بورل ىها مجموعه جب

RW(بهويزه , i N( ى نضاى نماد ٤j اقليدس Jj j N ت  هاى مجموعه با كه اس

ل اذدازهيذيرز نضاى زوج بورلش شكي د ت هذ ىد اين iN = ١ هذكامىكه ٠م



ر٢۴ ث و ١ شمارة ،١٢ سال ضى، ربأ ن

ى نويسيم. نمى ز نماد ,١اذدازهيد.بر( فضاى از حديو١٠\ذد\( تخ٠١ذ ي §١(  به ء

)٣١ §٣( اذدازهيدير فضاى ت تابعى ء  كه خاصيت اين با S١٠ به و١ از اس

باشد. §١ در ى1مجموءه §٣ درون ى1مجموءه لآن1و نكارة

د رسالة با اندازه نظرية ب ن )،كه١٩ه ٢( ل رآ س حجم تعريف د ر  د

 كام )١٩ ١٣( رإدون آغازكرديد. ‘بود شده داده تعميم بول هاى مجموعه به

R بورر هاى مجموعه عموميتر اذدازههاى و برداشت ز بعدى  N روى (كه ز 

ى فشربه، زيرمجموءههاى ه  معمولأ|زطريق ز اندازءها اين ٠معرفىكرد )ذد|متذا

ز شم ر ندكى ا ردءهاى به ن زي د هاى مجموعه ردة از ب و م ب ب  ٠مىدهذد ت

. دكتري ازرسالة بعد سال ١٣ ٠)١٩ ١۵(فرنه سزنجام د ب  تمام |ءلامكردكه ل

 هاى زيرمجموعه ز I ى-جبرى رند دا جحتيا I زه اندا نظريه وعملهاى تعريفها آنجه

كا ه1 مجرد فضاى ي ك ت ا آن روى س ك ا يعنى اندازه، ي ك  شماز ى مجموعه! تابع ي

 توابعى مزحل، سلسله ازاين قدم درهر باشد. شده تعريف مثبت، جمعى

- Iد علامت هاى زه Iند I — نيستند مثبت جمعى شماز لزومأ كه ى I مجموعه جزو ر

 نيكوديم—زدون قضيه معلومكرديد شده، درزيراشاره همجنازكه شدند. نظريه

د بزى فىوكا لازم نرطهاى حاوى ٠)١٩٣٠( . ه ك ن  شماز ي1مجموءه تابع آ

ى ع م  كرد، بيان ها مجموعه روى انتكزلى صورت به ن بتوا ز ها مجموعه از ج

 احتمال بنيادى تعريفهاى فرمولبندى بزى نياز مورد اساسى نتيجة آخرين

س سال ٢٨ اين است. رياضى ى نظرية بودكه زآنI يب ب  ذدازةكادىىترس1 به ل

ه داده ك د و ش وليكن باشد. بسنده احتمال رياضى بنيان بزى ن ر ست ك ين  ا

ى ن آورد هم نز منظور به نيان  ن عنوا به اندازه نظريه يربت. نيد انجام احتمال بزى ب

ف آناليز از بخشى داشت، درآناليز بلافصلى هاى وكاربرد كرفت، يا كلاسي

ل از . اندازة به (نسبت يكنوا تاح يكة معنتقيديري جا همه تقريباً قبي آ د ب ل

 معمولأ رياصى احتمال كه است شده رد وا موضع اين به ايزدهايى

د جمعى تمار( بلكه جمعى تتها نه  در \حتمال \ئ\ كه ل١سؤ (بن .باشد باي

 اين به باند، داشته معنايى اينكه فرض به است، شمازجمعى واقع جهان

كه ست عذاً ى مدلهاى آيا م ن ا  شامل روهأ واقع جهان حنشالاتى ا يديدءهاى ري

اً قع دروا نه. يا هستند سماؤاجمعى ى ا مجموعه تابعهاى ب ه  زميذههاىً ج

 بر مبتنى آنها بزى مناسب رباضى مدل كه باشند داشته وجود قع وا جهان

 تابعهاى جنين ولى شمازجمعى. نه و است جمعى متناهيأ ى1مجموءه تابعهاى

 بسياراندكى غيررياضى،كاربردهاى يا رياضى درزميذههاًى جه مجموعه!ى،

ش تابعها ايزكونه و ٠ذد1داشته بود. هند نخوا ما بحث مورد اين از بي

مبحث در اندازه رسمى نظرية نخستيب بردهاىر كا .٧

احتمال
 زمينة از مانده بهجاً رهاى يادكا كه احتمالاتى، اصطلاحامى به بحث اين در

ل٠\حتي ١١غءل\ئ داشت. حواهيم نياز احتماداند، نظرية تاريخى  است عبارت \

ف از i(S( مهتا.بى ي )S .P كه ,§ ى )5(  اذدازهاى P و اندازءيدير فضاى ي

ت § روى ̂*) = ١ كه اس )p. ذد\زة رإ بهنجارسازى شرط اين با اذدازهاى\ 

م ز هتغم مىخوانيم. \ط٠٠\ د ا ى از يذير٠اذداز تابعى از است عبارت ١ن  ي

5١S( احتمال فضاى , P( ى به 'اندازءينير فضاى ي )S ' . S.( 5' فضاى. 

و ٠ا د )ا5ا١(ء§ بذو.سيم، دقتقذر ا ق ي خا ك ١ف ى متفير ح\ ن د  است. شا

ى شيوة به ذصادنى متغيرهأى دو^دوى ذعلالاسا سي لا مىكردد. تعر.بف ك

ع زي و ى ت ى ضادمتفير ب ت عبارتX ف ع از اس ب كه § وى٠د اندازة ا

:دمىشو تعريف ايزكونه

P *(i4') =  P {٥ € 5 : ® ( ٥) € i4'}

ى روى تصادنى متغبر متناهى تعداد توام توزيع  با واحد احتمال فضاى ب

ا به X تبديل ك  يند ١ فد ٠مىشود حاصل معتضى نحو به ٠لآ و S' تعيين و ر بردا ي

(٤ج, 1{ همجون تصادفى ازمتغيرهاى دهاى خانوا ١ذحءد\دفئ  است )ذق)٤,٠,

ى زي S,5( احتمال فضاى ا , P( ى به ت فضاى ي مجموعة ٠)5'١(ا§ حال

I س هجيوعة ز ذد س ٠مىذاميم فزيند \ ئ فزيند هر ي ف د ما  دو با تابعى ت

x( متفير، {t) S از رإ )،٤,(و I  X S ى به ت فضاى ب  مشخص حال

. تابع ٠مىكذد ))x(t و ز صادفى متفير آمين٤ ،5ا به ا  تابع است؛ فزيند ت

x((و { i اكر يا ٠ذموذهاى معمير يا ٠ذموذهاى تابع وآمين ،5ا به ر از I ى  ي

است. ى1ذموذه دنبالة باشد، دنباله

ل و ش كردكه خاطرنشان )١٩٠٩ ل(درسا ب  L$\x عدد دودويى درنماي

كا و صغر بين j\ . . . شكل به ٠ي X \ X رقم هر كه ، ٠ X j صغر يا Iت ى، يا س  ب

ى اندازة با ز ؛٠ , ١ذ بازة اكر و iX از هستند توابعى رقمها اين ب  نظر در ل

كا كه بكيريم  معجزءآسايى شكل به تابعها اين است، بازه اين بر احتمدل ندازة ا ي

 درمحاسبة كه رند دا ز توزيعهايى همان دقيقأ مىشوذدكه فى نضاد متغيرهايى

 منسوب ر احنشا با است بزبر ٢ يعنى . روند مى ر بهكاً سكه يرتاب احتمالات

كا لآير|دكه، اين به ري  معينى دنبالة يراث 71 نخستين سكه، ب يرا آزمايثي د

ت به خط و شير ز ا ) ندازة ا —( كل طول همجنين ٢ و بدهد، دس د ب  ل

ه1 بازه متناهى تعدادى ك ت  دذباًلهاى با دودويى بسطهايى آنها به منعلق نقاط س

ص س دارند. خاص جايكاه 71 در يكها و صخرها از مشخ ا ي ك  صورت ي

ى ان ى٠م از اسمنآ عبارت سكه، ئر*اب در زركا٠ اعداد قامون ري  وجود ء

كا (T?x,71 < ١( تابعى ميانكينهاى دنبالة بزى حد ي / n• + ٠٠٠+ x ١.{( 

ى مقدماتى احتمالات بر مبتنى محاسباب سي لا اين كه داد نند توا نشان ك

ر ميانكيتها از دنباله ر د دا د ميل ( به ا ذ ك ضى سان ولى ٠س قويترى را

ت د به بول كه بود حكمى بزرو اعداد قانون از كا طى - آورد س  برهان ي

 X هر تعريبأ بهارى ميانكينها از دنباله اين كه — ضحبح غيرقابل و اشتباه

ى). (اندازة ىكذد٠ ميل Y به د لب  اين بزى درستى برهان فيبر بعد سال ي

 آمدءاند. بددست هم ننرى ساده بسيار برهانهاى هنكام آن ز ا و كرد ازئه حكم

ش بورل ((برهان داشت: نكه ز بول حرمت إئرشه  در است. كوتاه حذ از بي

ت شده ف حد ميابى استدلار جندين آن  فرض برهان بدون نيزاحكامى و اس

 قضاياى از جديدى ع از ى1ذموذه بود، مهمى قدم قضيه اين شدهاذد.))ء

ن (خوشيخنانه) كه كنيد توجه احتمال- نظريه در همكزيى دانا  محض رياني

هاى سكه يرتاب حال در واقعى آدمهاى واقعي دنياى در قضيه اين بنعبير به

ى قع ى ندارند. زىنيا وا خ ر ز ب ل قولهاى ا د اين نشانكر شده نق سنن  تنها نه كه ه

ن به يدنبا اصلا بلكه ندارند زىنيا ي ى جن ت تعبير زند.يا دس

ىرهيا )١٩١٨( دانيل ت  آن در كه كرفت بعكار ز اندازه نظريه به زرف ب

ي ش ل انت ىرهيا و ٠مىشود تعريف اندازه از يي ت ) جندان ذه١ ف ت رل  به س

ى متغيرهاى نامتناهي دذباًكهاى  در شده تعريف اندازءهاي طريق از ضادن

ا ك ت به بعدى بينهايت اقليدسى فضاى ي آورد. دس

1. Faber



٢۵ ش ت سيرييداي ادق ق ا ر ى ل د ض دوب )/جوزف١٩۵٠-١٩٠٠١ ربا

ىنصاد يندفز Rدر بزونى حركت ل ت بزونى حركب رياصى مدل ٣ ‘اس

ى ميكروسكويى ذرهاى حركت يعنى ري هدر سبال د ب ا آن مولكولهاى ح

ت ٢٠مىكذي فرئى مىكذذد. اصابت ذره آن به سبال ى Iمبد زI حك ه ي كا س  د

R در دكارنى مختصات ف و شود، بهنجار يندفز تا ود٠مىث آغاز ٣ ت ي  ح^

ت عبارت R در (بهنجارشده) بزونى ى فزيند از اس ع ا٠ زI مختصاتى تاب  ك

ت يندفز ٠مىشود آغاز صغر از كه ،R در بهنجارشده فزيند  بزونى ح^

لآ (بهنجارثده) ^ ر ه1 فزيندى د ك ت ت فزيند N توسط س  دوبيردو بزونى حك

ل ق لآ ست ر  تصادفي متغيرهاى توأم توزيعهاى بودكه معلوم .رد۵مى تعريف د

ف ت فزيند ي ى حك ف د دا ى در كه مىشد فرض و باشند، بايد حه ت ىI ي و  ك

ش باشد. بايد ١ راحتما زى دا يببوسته مسبرهاى ردة مناسب، رياصى  از يب

م قرن آغاز ست  كه بود كرده استخزج متعددى مهم توزيعهاى حتى ١ لبه باشه بي

ت فزيند به همكى ىبز حك به مربوط توزيع زجملهI بودند، مربوط R^ ون

د 'تعر ي ت ا طول در ي ك ن زمانى. بازة ي ظر ى توزيعها وى منظور بدي ا با متنا ك ي

ىدتصا زدن قدم س و مىكرد ييدا ز كسسته ن م ز حد سي  قدمها طول ىكه٠هكا

ت به ىكر ميل صغر سم ت ۵م س هد ورد ب هبا آنجه بكوييم، دقيقتر .مىاً شهلي

زيند بزى كه بودند توزيعبايى نمول استخزج ت ف  داشتند، كازيى بزونى ٠حك

ت يندفز عنوان تحت جيزى اصلا آنكه فرض به ك  داشته وجود بزونى ح

زز بسود اينكه فرض به و باشد، ٠زد تقريب تصادفى هاى زدن قدم آن با آ

ى كه كنجد موحلا ك ت٠ وجود ر د ش ؛ يزونى ة ت ود٠ ز زونى حركت ب  ىت

ى هنوزبرهانى ولى نظارءكرد. زيرميكروسكوب زيتد ز كدئ جودي شادفى' و
كا ا ي خب ت مطلوب خواص با رياصى، سا ردس  فزيند )١٩٣٣( وينر نبود. د

ت مطلوب  ساخت. ود۵مى ناميده وبني ذد\يذد كاه امروزه كه ز بزونى حك

 با اى زه اندا تا كرد ٥استفاد زه اندا نظرية به دانيل زرهيادت1 منظوزوى بدين

ت به ييوسته ح توا از S يفضا بر يلذ خواص ي١٠( اكر ورد:آ دس  متغيرى ،)ت

شدكه تصادفى و تاح خا٠مقدار با با ر  باشد، شده تعريف t زمان در د

ت تصادفى فزيندى تصادنى متغيرهاى اين تصادفى فزيند  اعضاى با اس

S ؛ ٠ذموذهاى توابع ن عنوا به ت فزيند بزى كه نوأمى توزيعهاى و ك  بزونى ح

ستيم .فى د تصا متعير م توا ى توزيعها ن عنوا به دا

هبا كه نتايجى تد به ليه ث ود سال سالهاى بود ٥آورد س  قع ودروا ماندند، مفق

 يتانسيل، درنظرية او همانندكاربنيادى شدذد.كارويذر، زنوكشف Iبار جندين

م تأثير ستقي ت جاى بر جندانى م ش دا ب ى مجله. در زيز ك  انتشار كه شد جا

ت ندا هاى كسترد ع ى ها جلوه ز I يكى ين I .ش ب  ب دربا حود يزوهش كه بود و I ن

ت ك هم زمان درآن هم ز بزونى ح  مىد|ذستذد اغلب زآنجه I اطلاع بدون بعدأ و

ى برخى و زتكنيكها ى ا ى رياخ مات ل' نظرية مفيد و مقد ما حت ش به ا زد. ي
I استخزج بزى كلاسيكة استدلالات دادكه نشان )١٩٣٠( وس ينها شتا 

 بازاى برروى 1لبك اندازة يديرفتن با مىتو|ن ز احتمال متعارف هاى قضبه

ى محور بر  متغيرهاى تعبير و يايه، احتمال اندازة ن عنوا به ،١ طول به حقيق

كا زهيذير اندا ح توا ن عنوا به تصادفى ب  متغيرهاى رياصى ونعبيراميد بازه برآن ل

ف آنها، ننكزل ا ن عنوا به تصادفى ري ب ب  برهان هيج داد. جاى دقيق قال

ب به كلاسيكط كان وا ز ا مناسبى ترجمه تنها بود لازم آنجه نبود؛ لازم تازءاى  قال

 زه Iند I يه نظر توسط لات حتما I زى صىسا يا ر آنجه همه كر ا .بود او تازة

ت مىتوا  عيررياضيدانان نخقيزميز يدكاه د ٠مىبود همين آورد ارمفان به نس

مىبود. موجه دقيق رياضيات به نسبت

1. Bachelier

ل .٨ و ك شت كا كن ١٩٣٣ تاريخ به وكوروف٠ت

خى ن بنيل )١ ٩٣٣كولوكوروى(در آورد. يديد احتمال ننلرية زى بإ ذيل ريا

ب (!لف) ل نال حعا ض ا ت ريا ر ت با د اس ي ز ى ا غا ل ب ا خ  ).S,ا§ P(ا

ؤ واقعاذد؛ جهان رويدادهاى رياضى متناظر Sعضو هاى مجموعه  نقا

S ى مقدماتى، رويدادهاى متناظر عن ى ي  مربوط (ممكن) ى ها ٥هد مشا ت

هستند. قع، وا جهاق به

ى (ب) ى متغيرها ف د صا s,5( روى ت , P( ، ر ظ ت توابع متنا هدا شا  م

د فرض واقعاذد. جهان ي ن }ج {لا ك > ( £ ,• ) ىفز ،, د ى ين ف د صا  ت

ف ري ى ب ضا ل ف ما حت ى با )5١S١P( ا ضا ب ف ت. 5ا حال  اس

ر 71 از ى ا مجموعه في د مت ا ح ى ت د فز ف ن ى توزيع ي مال حت روى ا

s  n .ن اين دارد ي ئ توزيعهاى جن ه نا ى مت ا دوبددو بعد ك ر ر ا

د ن ت س ن ه ي د ى ب ن ع ه ،١ ك 771 > 71 اكر كه م كا ن  توام توزيع آ

, ،٠٠٠ ٠،)تح١١٠( • )x ( tm روى iS'm د771 توزيع ع شده ىب ء ا ق ل  ا

عد 71 توزيع توسط . ى ب ) \,x ( t n l )  . . . .  iX ( t 11 روى S .است

س مجموعه هر زى1به كه كرد ثابت كولمعوروف ديكر، سوى از (ب)  اندي

ى و /، منروئى لا مناسب شزيط با )5 , § (زيدير اندا فضاى ي  (م

ى ند مىتنوا زيدير اندا فضاى  با وكامل جدايىيد.بر مترى فضاى ي

 دوبهدو ى يعها اىازتوز مجموعه و )شد با آن بورر ى ها مجموعه جبر ل

سكد ند ا است) مثبتى صحيح عدد 71 كه ( S روى ر ا٤ سا  ٥ شد رى ا ي

ى لا، متناهي هاى زيرمجموعه با ى و احتمال ندازة ا ي ي د تصا لزيند ي  ل

 شده تعريف ل احتظ فضاى آن بر كه دارد وجود )ءذ)٤,٠(5٤ ج {لا

ت فضاى كه است، ت S آن حال ى تصاد متعير ى توزيعها با اس  توام ل

I ش ز ى او حكم اين اثبات بزى شده. داد. يي  روى احتمال ازة اند ي

ى  فضاى يعنى ،5 ر حاصلضرب فضاى رمجموءههاى٠ززIجبر ى ي

ت ،5 به لا ز I بع توا تمام  شكل به ز لازم نضادفى متغيرهاى و ساخ

.آورد بهدست S مختصاتي بع توا

د (ث) مي ى رياضى ا ي نضاد متفير ي  عددى، مقادير با و انتكزديدير ل

منروض. احتمار اندازة به نسبت آن ازانتكزر است رت عبا

ى تعريف (ج) سي لا ا سرطي احتمال ك ك د اندا مجموعة (= د رويدا ي ي  ير)ز

A( ض به ى بر د ل احتظ با B رويداد ي ي ك ت مثبت، أا ر  از است عبا

)Bبد )?؛، ه و شي ن l بزى ي j B ،د احتمالات مشخص ي د بهدست ىج

j بزى تنصادفى متغيرهاى رياضي اميدهاى و ٠مىآيذد B< مغروض

لاقI ينI برحسب عامنرازآن، .ندمىكرد محاسبه جديد ١٠٠سوهلك حتما

ت در فرض به ضا متغيرهاى از هى لخوا د كردايه داشتن دس  فى، د ن

ت رياضى اميدهاى و شرطى احتمالات  شدة داده مقادير به نسب

ى متغيرهاى آن دف صا ى كه نيازند مورد نن وابع  به منسوب مقادير از ت

ي متغيرهاى صادف ١P( اكر هستند. شرطىكذذده ت § ى )5,   فضاى ي

باشد، شده داده تصادفى متغيرهاى از ى ا ايه كرد اكر و باشد، احتمال

IF نكوجكتر ز  تصادفى متغيرهاى همه كه بكيريد § زيرى_جبر ي

د نسبت مغروض ذ نا هآ نI.هستند زيذير1ب ي ز جبر—CJ ي  ٠خوليدسد وجن

ي\دحل نوسحل ك ن ق f ٢ح\ ه\ ي ىن ض ١١م\دةك٠خ ١ه د هغدو مذ ىذا ا به ٠م ك  ي

ئ اندازيدير تاح از مغروضى ايه كرد روى شده يف تعر و مقدار حقيق



٢و١ شارة ، ١ ٢ سال اضى،٠ر نشر٢۶

S(ال يذير٠ز1اذد تابعى ن عنوا به ن1مىتو تصادنى متغيرهاى ) F( به R 

ت. ر. ك ى 4كول ١ثلهلى٠ ١\ىد(ب\غى ن  تصادنى سفير د بإ

ى و انتكدديدير كه )5, §١ P( بر ^ ت باثد، ر مقدا حقيق سب  وجبر7 به ن

C ت عبارت يدير، زه اندا هاى مجموعه از س  كه تصادفى متغيرى از ا

ت سب ت زهيدير1اذد C به ن س ن ا  هر روى X داردكه ز انتكزلى وهما

كا تصادنى متغيرى جنين وجود دارد. C درون هاى مجموعه از ي

ى و ي آ ك ا ل\ ?-يوج هاى مجموعه تنريب با أن ي ردون-تيكود,بم ش

ن ي م ىكذد ق ميد ٠م ى ا ض ت X شرطي ريا سب ى ى1بهكردايه ن  ازمتغيرها

ى ن د ا ن ز ك ف جني ميد ىكذذد:٠ تعري ت X رياصى ا سب ر—a به ن  جب

وليدشده ى با ت ط ي إ ى ث ى متغيرهاى ^ دف صا ل .ت ما حت ى ا ى شرط  ي

د1اذد مجموعة ر ذي هي ق ز ف طب ت تعري ت عبار س د ا مي زا ى ا ص ى ريا  شرط

ى متفير يكط دف صا ها و ١ بزبر A روى كه ت ر ىجا ك ت صقر دي س .ا

سكذذد ١٩٣٣ تارخ به أورف۶كولم توصغى مقالة يو رماً  ار ىI٥شوي

 حتا صل مقاله اين ئ صفحا نحستين ر د وى ٠مىكذد ترسيم رياصى ييشرنت

ويد٠ ى تصادنى متغيرهاى كه ىك  و اذدازهيذيرذد توابع همان مقدار حقيق

 در حتى وى كه ىرسد٠ نظر به عهدا،٠ آنها. انتكزلهاى رياضئ اميدهاى

ل ضدانان شتهكه1مىيذد هم ١٩٣٣ ا  در نيستند. آشنا اندازة نظرية با ريا

ش درخلار وقتزكه حقيقت، شت كا كن ى متغيرتصادنى تعريغو به ت  مقدار حقيق

ق به زحت ٠مىرسد حا ت اول صف  متفير دكه٠وذمىكو ذمىدهد ارجاع تكنكاش

ى ا اذدازهيذيرى بلكه اذدازهيذيراست، تابع همان ضادف ك ى تاح ي  مقدار حقيق

ىكذ تعريف عملا ر ه نيز و م ي ف ى ريا اميد دىخواهد و سفير يكا ش
ده صاف كند تعريف ز تصادنى سا ه٠ذمىكويد و  با است مقداربزبر اين ك

ت متغيرتصادنى انتكزل  عملاء ز انتكزل بلكه مغروض. احتمال اندازة به نسب

ت در باز بعدأ ٠مىكذد تعريف ش كنكا  كه مىرسد لبكط قضية به 4هنكامىك ت

ل علامت تحت ز همكز تابعى زدذبالههاى1 حد كرنتن  رد،1مىد مجاز انتكإ

ك به ب صئى برهان بلكه ذمىدهد رجماعI ل  .مىاوًرد دارد ز نيا آنجه بزى مغ

 ،١٩٣٢ سال در تحصيل هنكام در كه مىاًورد خاطرء به سطور اين ةنويسند

 كه سمينارى در بحث مورد قصية عموميب تاييد عدم از حاكى صحبتهايى

ن ساكس  اكنون قضيه!ىكه همان ٠ابززمىشد اساتيد طرف از بود آن سخنإ

س—ويتالى قضية ن-ساك  در مهمى ابإز به زمان آن از و ود٠مىث خوانده ها

حتياط مؤيد خاطره اين كه است، شده بدل احتمال نظريه  در أوروف۶كولم ا

 منظور كه مىاوًرد ياد به همجنان إنويسنده است. اندازه نظريه يرى٤كا به

ت ازأنكه دززيس زمانى تا ز تابعى فضاى روى ازاندازه كولمهوروف  تكنكاش

است.؛ يانته درنمى بود، خوانده ز وى

شيد طول مدتى ينيرنتند. احتماددانان را ييسذهادىكولموأو,دف بنياي تا ك

ا كه ايده اين ك كه نيست، تابع يكط جز جيزى آرياضى؛ تضادفى متفير ي

ى هر ناقد ا بود. ميز تحفيز احتماددانان برخى بزى است، رمانتيكط خوا ك  ي

ي متفير دو ايًا كه يرسيد ١٩٣۵ درسال برجسته آماردان ن د ا  مقدار حقيقى ق

 ذيم]1[مىد ازيكديكرند، مستقل لزوماء صقر زلها،ى٤(اذت ميانكينها با متعامد

ا دازى كه اضافه فرض ادن با ك  هستند. جنين باشند، دومتغيره عكاوسى٠توز ي

 اندازه با بزبر احتمال اندازة با ]٠ , ٣۶٢[ بازة بر وكسينوس سينوس تواح ظل٠م

د ب و متعامدند كه تاح، دو اين بود. غيرمترقبه ايشان بزى ٣۶٢ بر r* ل

1 Saks

ل ولى صنردارند ميانكينهاى ق ش نيستند، ست  ذيىكه ضاد متغيرهاى ازقما

د عادت آنها به ن ت ث  در دريابندكه اينكه از ن نا ليندا آنا بعضى شايد نبودند. دا

ود٠ نوريه سريهاكا بحث حتمال بحث به ىث ى اميد و درا ص  متهمشان ريا

ت ممكن هم ازايشان برخى و ثوند، خشتود كرد،  تحقيرشدكى صظس٠ا اس

كنن.

د .٩ س ف قهقهإيى ب سانكولهو/رد ب
ى٠ كولموكوروف كه بنإنى ل ا ا ت ى ا خ و يابد ط مىتواذد كرده ازئه ريا

ى نظر به ض ع ز ب ت لازم احتماددانان ا ط كه اس س  كه احتماددانانى - يابد ب

ى ن هند خوا م مينا ط ى دادن ح به مشاهدءكزن ا خ ر  قزردهند مبنا ز ها د ا رويد ب

شيوة به و باشد داشته عددى رياضى وجه لزومأ اطمينان اين آنكه بدون

 برسند- جمعيديرى به نهايتا و اطمينان اين عددى ارزيابى به موضوعى اصل

ى جنين طيل ث ت  مدلى عنوان به رياصى احنمال بودن مناسب به زجع دربح

ى رهيا هر اما بود، ند توا روشنكر واقع جهان هاى يديده بزى  موضئ به فت

سيكا محاسبات از توجيهى به كه لا  قابل رياصى نظر از و شده منتهى ك

 طور هر حال ٠مىكردد ختم كولمةو<دف ييشنهادى بنيان به باشد استغاده

 ذمىدهد صورت كارى احتمال اى زه ندا ا نظرية بنيان جه لزيد، بيان به كه

ا آنكه جز ك سيكا محاسبات بزى صورى دقيي رياضي جارجوب ي لا  و ك

ت به آن ظريغتركنونى صوزتهاى ب جارجوب اين مىدهد. دس  است شده سب

نظرية مثلا رياضى، ديكر هاى حوزه بسيارى در بشود ز رياصى احتمال كه

جنيزكاربردهايى جند هر دكاربرد. ‘جزئى ديغزنسيل ومعادلات نسيليتا
شو دركنشته ي ى ن عنوا به اندازه نظرية ازينيرش ي نيان معمول احتمال بزى ب

مىكرد تداعى ز رياضيات حضرر نوعى تنها احتمالاتى جارجوب ولى بود،
ى باشد. رياضيات از لاينفكى جزء خود اينكه نه ن  ن عنوا به جوابها مع

رى بردا بهره مورد و كرد نرمولبندى شد نمى ز رياضى اميدهاى و احتمالات

قزرداد.

انديس ى ز٠ شما نا مجموعة .١٥
س مجموعة اكر ، نضادنى نزيند به مربوط I انلب ج ر  اى بازه ،)تلئ)١ ٠,( (

ى خط در ب نضاى اكر و باشد، حقيق د متغيرهاى حال ا  باشد، R نى ك

ت ممكن ييوسته ى1ذموذه ننواح ردة  ن عنوا به مشكل، اين نباشد. اذدازهيدير اس

ش فزيندهايى در ‘مثال ب توسط به كه مىاًيد يي ف كولموأو^ذى ساخ  اندازه ي

كا روى  ننصادفى متغيرهاى وأم توزح حال ٠مىشوذد استخزج تابعى فضاى ي

 اكر كه كنيد نوجه مشكل، اين دركأ بزى باشد. هد خوا س جه هر نزيند آن

كا به مربوط I انديس مجموعة ى نزيند ي ت فضاى با ضادن  بازءاى ،Rحال

ر باشد S\l 4 ،)تلت١ (و تاح آنكاه ازر، زيرمجموءهاى و ? teJ- اذدازهيذير و 

 اكر است. ز ناشما ل وقتزكه لزومأ نه ولى باشد، ز شما ر آنكه شرط به است

 در بايد شوندء واقع بحث مورد ذموذهاى توابع ييوستكى و كزندارى باشد بنا

كا٠ نضادفى متغيرهاى لاني احتظ زبطههاى  داده لازم تعيير تصادنى نزيند ي

 دوب اذدازهيذيرازكاردربيايذد. توابع بالايى، كزنهاى كوجكترين جنين تا شود

 تا رهيانبكازمدترى ولى ٠ازئهكرد ١٩٣٧ درسال ى1صسهشكسته رهيانب

س نشد. طح ١٩۵٠ از ي



ش داي ري سا دنت س را ض لد  بدب ء/جوزف١٩۵٠-١٩٠٠١ ريا

ر نظرية ينيرش از احتماددانان اكرإه . ١ ١ اندا
ن حتاددانا ت ا و ش درمقابل ى ياد ز مقا ن اندازه نظرية يرى٤وبهكا ينر  نتا

ف زمان در هم دادند. رو ى زير قول او. از ص هم و كوبو ت نتان ا

ن از برخى ازاكرإه ضيدانا ت جداسازى به نسبت ريا ضيا الهام منسا ز I ريا

أن.

ه و\٠وسو\ جهد< \جنكه ): ١ ٩۵٩( نمتس ست م د ن ة (١ ب\ طدي (. ن د\ ذ نطوية د( \

ش ٢كذب ٠\سنخ\د ١حتيا\ل٠\ ت ه به س ف ل و سي ب خ ١هق ٠د\(د ب عأ٠ت

د طوغد\( ق \ د ءتغ\د كه جم\ ٢هسذ د،ا١\ستف ح خ \ س  نطوية كه د\<؟ (\

ل ا م ت ح ز \ ب ه (١ ١ب ك ن طويه له ؟ ذد\( ن  هددوط ١\ف ١دفببت ععذ\ئ\ حه ١\

(د ش١ذفي \(ذب\ط آهاؤ و ١فوجلث ذ\دببلآ،١ ط سد ط  ٠د\

ى1ري با تو|بعكه بين جديدى روابط .١٢  احتمال ضىساز

است شده ممكن

iX\ نبالة د نمونه بزى داد. با،دست تواح بين جديدى روابط احتمال نظرية \ iX 

ى متغيرهاى .از . . ى ضادن ى٠ مقدارانتكزديذير حقيق ى د  احتمال فضاى ي

)5, ,§ P( شرطى رياضى اميد كه كنيد فرض و بكيريد نظر در ز X n با 

X— ١ ،٠٠. iX\ فرضى n ١ (كه > n[ ً٠مىكذد ميل صغر به جا همه تقريبا 

x انتكرإل يعنى n ص مجموعة هر روى  متغيرهاى روى شزيدلي با شده مشخ

ى خ ى متغيرهاى اكرمرحا.بن صغرمىكز.بد. به ‘ماقبل شاد ف د  انتكزدينير شا

ط اين باشد، ر ت شرطى با معادل ث س اس X جه ٠دوبهدو قويترازتعامد ب n 

X—\ ، ٠ ٠ ٠ تتا١ از انتكزديدير مربعاً تاح هر بر n نظر به بود. هد حوا عمود 

ه ٥بود كسى نخستين ا ١٩٢٧( برسساين رسد مى ك د ث ا  جنين به نه مندا نظام ب

ى شرط اين است. اخته يرد هايى دنباله  است معنى بدين توابع از ى1دذباله ^

 متناظر معقول، منهومى به مغروض، دنبالة بكب جزئى مجموعهاى دنبالة كه

لآ عادلانه! بازي يكس. با است ع1د . لمة،٢ لمة،١ جزئى مجموعهاى ق .  اين با .

ص خاصيت . لمةا١ به نسبت Un رياضى اميد ندكه مىكرد مشخ . . . \—V n 

y—\ با است بزبر احتمال فضاى روى جا همه تقريباً n. مند بهره فزيندهاى 

ا اين از ت س ا f خ r r يه \ )h \ن ل ي ت خ دأ ن روي  طور به )١٩٣٩١ با

ى اين .بيركاركرفت صرح  إحل) در زجمله I ذد،1شته1د فزوان فرايندهاكاردها

 از دبكرى مهم ردة يتانسيل. نظرية و مشتقكبرى جزئى، ديفزنسيل معادلات

 است. ماوكوف خاصيت زى دا هاي بنباله ردة تصادنى متغيرهاى دذبالههاى

 شرطى احتمالهاى ،t 71 ١ وقتى كه مىشوذد مشخعس يزكونهI دذبالهها اين

x بزى n ت . عتا١ به نسب . . . ١ —X n ًريبا  شرطى احتمالهاى با بزبر جا همه ث

X n ت X— ١ به نسب n .ن نه عبارت به هستند دا ن  به علم با حال، تأثير دقيق، ب

ت در كه وف٤و ما خاصبت است. كذشته ين نزديكتر به وابسته تنها كدشته،  حال

ش خيلى ص  به ديكزن بعدها (و شد ازئه لب٠ماذكو نوسظ ١٩٠۶ سال در خا

زز وآ را خا سم به افت  است. دزمده بسياريرسرازآب كردند) نامكنارى او ا

 و است شده منجر احتمالاتى يتانسيل نظرية به قرن دوم نيمة در مثال بزى

م ز كلاسيكة يتانسيل نظرية رهكدر اين از سي است. شده آن شامل و داده ت

٢٧

ن اندازه، نظرية در احتمال نظرببة جايكاه .١٣  وفرإترازآ

ت؟ آناليز در س جي

حليلى خواص با هعاه بززاندكه رياضيدانان برخى  رياضى ميدهاى وا احتمال ت

ت، بخشى موضى باشيم، شته دا ر ا٤سرو زآناليزاس  دذبالههاى اكربا ولى ا

ت عبارت موضئ باشيم، سروكارد!شته ى1ذموذه وتوابع ى1ذموذه ازاحتمال، اس

ب درموقعيت مؤلفان اين اًذاليز. نه ن توجهى جال ت زايزردكه ه درنظركردن ا

)(و —► x{t((و دومتغيرة تابع به ، ر مثلا — , ى ىيندهافز د صادف  اكر — ت

. ح توا ةدخانوا ) )x{t آناليز ز آن باشد مطالعه مورد مىكذد تفيير ، ىكه٠ هنكا 

مورد ٠مىكذد تفيير و هذكامىكه )ءئ٠١ (و توابع خانوادة اكر ولى ٠مىخو|ذذد

زز باشد بررسى  دقيقتر ذمىاوًرذد. حساب به آناليز قطعاً و مىذامذد احتمال آ

 مىد|ذذدا آناليز ز مربوطه يرسشهاى و توزيعها ييزمون بحث ايشان بكويبم،

 است: شده بيان ذيل قول در ديدكاه اين نه. ز ذموذه|ى توابع زبان به بحثهاى

و١ يروتر: د د( ١يت ق١ئتةو١ ه١<١ ط ،١٩١٠٠٢ ا ق د( كه د ه ١\ د ف و\  ٠ش١ف

ي دف ا ق ذست١كو لودند، \ذتكو\ف ١ذئ خ ها ب\ ١( قجندكعد ب ك ني ك  ١ق ت

ل ا م كه ةو\( ١حو(سى عو(د ض٠ه ٠ش١\ ت دهدا ذ\د١حه<وته\ئ ف  ١لآئ٠\

١\ست بهتو نلو

ي باب در ذيل نكتة ع همكزي جم ا ري دشوا متعامد توابع م ك ي ك ف  احتمال ت

 است، اندازه فضاى يكس. احتمال فضاى .نمايد مى ز با آناليرز ازباقى (رياضى)

ى بزى سادءاى تفييزق با بحث اين ولى ضا معتبراست. متناهى اندازة با هرف

 Xn و باشد احتمال اندازة فضاى يكة بر مد منعا بع توا ز ا ى1دذباله ءذ٠اكر

ة ميانكين در ;< Xn نكاه،آ باشد، a71 انتكزل زى دا ست ز  ريمس-فيشر) ( همك

٠ا٤ه

خ )١.١٣( ذ < + س

ت جفا همه تقريباً متعامد سري س ز ر ا همك  قويتر شرط به ) ١ . ١ ٣( شرط يا ك

y 71 > ب00 )٢٠١٣( ) :  logt

 شرط ولى بماند محفوط )١.١ ٣( شرط يا و )٣-زدماخر٢(مذشوف يابد تعيير

ش مذكوردر قويتر شرط به نعامد ).١٩٣٧ (بوى، تغببيريابد ١٠ بخ

ت خواننده عهدة بر ديكر كا كند اورىد كه اس مي د| ج اين از ك  نظريه نتا

كاوكدا هستند اى اندازه  رياضى احتمال زندن |صلأبيرون وآيا احتمالاتى، مي

زند؟ بيرون نبايد هم ز اندازه نظرية آيا واكردارد، دارد، ازقلمروآذاليزفايدهاى
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