
۴١ ل ح ر ا ب ر ي ت عادله/جرىكزد|ن٠س

معادله. حل ر يربأ ستت

ىكز  اندجر

ى ترجمة ى مهد جيد لبنين ذوا م

ى ىموضوعها زI يكى حدكردن معادله صل ت. رياضيات در ا س  بحث محور ا

ت اين زمينه اين در من س ا رياضيات كه ا ك سي لا  تنيده درهم جنان جديد و ك

د ن ءا د صبرتى معاصر رياضيات كه ث ل نهم برإى رونهايى و واقعى ب ئ ا  م

ى ت به ت س مىدهد- ل

ش خ رب ت هم طولامى دومكه د ت حل به كه ز رونها بعضى ه  معادلا

ة مك جا ٠مىدهم ر قل بحمث مورد ىكذذد٠ ك ن رآ د تقارل مبحث د ; ت ٥ل س ا

س مقولة اين زيز ا ى در ا ا ب ر ى ب خ قزر توجه مورد بايد طوركه اىً ر.ا

ر در ٠ذمىكيرد خث م ٠ب ف روش دو ر ختل ى م ت بل ت اينكه ائبا لا ى1د معاد  ة

ن جواب ن د٠ ازثه ه و ت بيشتر .ىث طعا ل مقاله ق ق ت ؛ س د ن ن ن  بنابلين ه

م طور به ذيد1مىذو ي ق ت د جذابتر كه مثالها سرغ به س ن ت برويد. ه

ى تأكيد ض كه حدكردن معادله اجرى از يكى ن نقش نكردءام آن بر كا

ت يها بر بلنا اساسى : كمين ر د جا همه آنها .س د ن ت م ه وريت ك د ال ي قل  و سس ا

ت نقطة قضبة ربردكا د ى1ذموذهدوبرإور ثاب ستن رآنها درمورد نكنه اين كه ه مت  ك

ت. واضح س ب در ا ة طرركه نآ يهابر بلنا به ختن ردا صور ت ي ا تآنها ث  I س

نا هيت ما ة از كه له منا ي خ ع د كرفته ]١٠ل طولانيتر ن ت 1 ٥ث . مىكرد نفيير س

مقدمه . ١
ن1رياضيد جند هر ل ا ب ل ق ا ز ى فرمولى به ١۵٣۵ ا ل بل  درجة معادلة ح

+ J’X = ٠ سوم  CE +  d ٠٣ ا:، := p (x ت ه دس حتى ولى بودند افت

ى٠بهز ذيزمىتو(ن فرمول اين بدون ن خ ه شا دك شه عت٠٣ iXy :أ.ا١ اكر دا  هاى ر

، معادله د ن ت ا ط با ب لأ٠ ('،:)در = '،.) -  — .،.٢'.،:)( — '.،:٣( دادن ب ت

تده م س ر. و سآ

ا،.١ + ،.٠٢ + ،.‘٣ = نلم- )١(

ا م ي ق ت ع ه مى نتيجه م ك د و ل I ن ض ر ب ك ا ي ك د ي ويا سه رجةد ى [ جمله جن دبا ك ن  ث

ه ر از تا دو و ن ، با نيزكويا ها ب د ن ة نكاهآ ن م رين ن نببز ر ي ن متبجه اين اسست. ي

تدبه سرنخى هد:٠ ما س ن بدون حتى ىد ت ت دا ر ا ي خت را جواب بزى نرمولى د

تهد٠ ان .وردI س دربارة ى د ي م ا٠ ن معادله، ك مك ت م س ت توان ا لاعا ط ا

ى٩ ل ك ت ل ا ح ر د ر ها ٠ رحة د .عادلة ل از ٠سر اندكى مه، درحة معادلة ح

ب ضز.ب ائر يود. ينج درجة ة . ل ب سا معادلة عدى٠ مبارزطل ل . ح د ت

p x  : = مل +  bxr +  cxr +  d x x ب  e x  + ا  ( ٣)

p x j ر ى د كد حال ) > ٠ دار.بم مثبت بزول X هر بزى باثعند. ى حفين
ه ر انمول ى1حذدحمل X ض بزرى ريم م p > ٠ دا x اكر بنأبزين هر بزى

ءها محور ر نمودا من ل لآ ، رسم : د ن ى نظر از ك س تI مهىد هند ا كه س p x
كم ل سمت ى د طع بار ي ر ٠مىكذل ن د كم نتيجه و سمت أ د ك ة ي ث ى ري X ١ حقيق

ل دارد. وجود  = ٠ بزى q جذدجعلها حا x p x x X \){S

ا ك ه ي مل ج د ذ ت جهار درجة ى1ب س ر ىبل كه ا ا ه ة ي ث  در نرمولهايى آن ري

م. ري ردا حتيا ن ا دي ه معلوم ترتيب ب ه هر شدك ى يتح درجة ى1جذدجمل ز  ينح دا

ه ت رين س ى كه ( ا ض ن آنها از بع ت ممك س ى تكل ا ط يا ر ختل دبا م ن ل اما . )ن آب

ن تا د ن رد اطلاع ٢ءنىرغ دا وب ز ه' ينج اين ا ا آتها بزى ريئ ه ن ن ئ' ل ك د م ر ن

س سا ب معمولى اعمال برا ا ن و ح رنت ثدك ه وجود ند توا نمى ري نت . دا د ث ا  ب

ل در لا د ست ل ا ى1 همبجت )١( نظبر نرمولهايى آب س . ا د ن ت ث ا د

ن صدانا ضل با ل خود ريا ب مع .بكا از مىد.بدذد- رو؛هرو .وجهى جال

ت طرف ه اين كه ند بود كرده ثاب ث ا .يكرد طرف از اما رند دا وجود ها ري ن  نن

. د ى كه ند بود دا ل ن هرلقز آنها ب ا و ت كا٠ س ى فرمول ب ر ن كرد. ييدا جب اثبات آ

صأ امروزه وجودى ر رساسس ٠ف ه جب د ب ود ا ىت ر كه موانعى فهم و ٠م بر بل د

ى نرمول فتبيا ل هرب ش د هاي و ج ه وضرع٠ دارد،و رب ط تلت ها دوى هرس ين  ا

I ها ز ون ا آتي كسترش صلى ا ىسن اري ي ود تض نر مقد .ندب ب ن ها فرمو كهبودج  ىل

ب وا ة معادلاتج ج ر روسهد ا ه رج ظ ن ن ر ش ازص سى نق سا ن ا ا ت ي خ ي ر ا ت

ر امروزه ى موزه د ل به و كيرند جا ب ش دل ي ج ي ت به زياد ي روند. بهكار ندر

ه ينكه  اثبات جمل ة دسسناكم ره هموا )٣( ينح درجة ى1جذد ة يك ث ري

ى ى دارد حفيق ك ض از ي ح ذ هر بود. ((محض)) وجودى اثباتهاى م اين ج



ى.۴٢ ض را ر ١ شمارة ،١٥ سال ت

ه بديهى اثبات داثت د بن ىث  مند علافه آن به نرياصدانا نوزدهم قرن در ٠م

د، دن ه نرض درآن زيرإ ن د ى محوراعداد بودكه ث ج حقين  رد- ند! ((رزخى)) ه

د مى جه هر آن كه يىجا در رستد عداد، I محور در كر [ ث ن ت مى ي قرإر بايم

ى٠ ىكرذت٠ خ ت؟ وجود وا ىد؛ت Jاين ستو|ل بكونه م j i j ٠ا« ى خ ط ى  ب

ت با ز J ودن٠ نم٤٠ت وي^ي همان اين كرد؟ نعريف دق U .بودن تمام (ست 

ى در ئل زم كه سا ى ستل ل حدى نإيندها ت س (هميت ل س دارد. |ا

معادله حل سوى به كأمهايى .٢
ه مخمتين ل ص معادله حل در سا ح ه اين نعودن من كت ت ن  |صلأ آيا كه (

ه ٠ذه يا دارد وجود جوابى ت ن ا  حاكى جذدجمله(ى معادلات دربارة ما هاى د

ه اين كه [ست ل ة بايد أ سا ل سا ز  كرد. جدا جوابها صرح كردل ييدا مهم ا

ى علاؤ به ر ربيا زحالتهاكه د <(فرلولى» ولى دارد وجود جوايى م٠سداذت ا

ت در ت، دس ى نيع نيازند. مورد جواب كيغى ويعيها

- جواب براى فرمولى ١ ٢ د ي ن ك ا د لا ي و ى نع هيج س ول ن  ندارد وجود ن
ى ورت٠به كه جوابى نهم ل ىذود٠ ٠داد ٠اوري يا توانى ر ك . ش ت ا

هم درهم مخلوطى عددى، بهاى جوا ر ه ازاعداد وب ك د ن ت  هر اشخزج بزى ه

ا٠ر ا٠ آنها بايد مفيد اطلاعات وع٠ ذ رد بى ؤ ة .ك فت ه ك ك د ن مي  محاسبه ((هدف ه

است. صادق علمى محاسبات بيشتر مورد در اعداد)) نه است، بصرت

ل بعضى ئ ه مقدماتى سا ك د ن ت ندارد، وجود آنها جواب بزى ولى٠خر م

س ا٠| كوريت ا بزى ال د ت. لوجود جواب كردن ب  كاهى حالتها دراين حتى ا

ت معكن ى اتباتى ا ن ت خ را . ترجيح  جواب وجود زى غي د ه د

ن نمونه يكة ة حل Iموارد ازاي ن يا ي ت ax = b cm آ ن كه ( رآ  د

ت mو  ب ة جون (وداند. هم به ن ن يا ي X E a آ b [m است، جواب 

ة بايد ان ي ي  اعداد كنيم توجه كه است اين زه يكس. كنيم. ييدا ز ٥ )m آ

,0، a ٣، . . . . a)١ - m( ة به همكى يان ؛ مجز يكديكر از  ي د ن ت  يس م

ة به بايد آنها ز I .بكى ن يا د. ١ برإبر 771 ي اث ت1 اين ب  زهى هيج ى، وجود ثبا

 اثبات يكط اين ىدهد.٠ذ نشان وخطا، آنمون طريق از مكر a يانتن بزى

 يكىازاثباتهاى است. ax ١ ا ييماذة١ جواب بزى غيرساختنى وجودي

ى ن ت خ صحيح عددهاى بزى ax -  = ١ حل يعنى معادل مسالة به ا

X و V -ى الكوريتم مىردازد د ي ل ن ه اين ا ل أ ح ب*طور  م رن ل م ذ ح ك ى  م

ش ، ۴( زئا-١ كام جون ء).٨- ١ بخ سن جاً ه با ن1مىتو لكوريتم I اين درل د ن ا ي  ز ق

ف بزبر حداكثر آن ندرمطلق كه كرد انتحاب طورى ع دة ن ان قي ا رب دا  قبلى مت

دة باند، ن ا ي ن ا ع۴ءب حداكئربزبر مىتوأذد جديد ب  حداكثر نتيجه در باند؛ /

٢ log a  log ت مواردى معدود از آاين است. نياز مورد كام موضع كه ام

ى مهم ىكير.بم)-٠درذغلر  الكوريتم د كاري

شد.٠م ٢.٢ ضبا ه د ها ك د ي ذ ك دا ىيي دل عا م ة ضا ال  تغيرآثذاترين٠ثايد-موي

ن ساده بزى نن رد كا ك ب ه . ل د. سا ا بان ك ا شال ي ك ج و  موضع، اين از ك

p سوم درجة جذدجملهاى x  =  axr +  bxx cx d .اين به است 

ا بهعنوان ى1جذدجمله ك ق جون كنيد. نكاه تيلر سرى ي  ى1درذقطه دوم منت

ر بزبر ٠۶ ب ٣ة ت ٠ كه ع ب ٣ة متفير تعويض است، صع  (.با Z = ۶ت

z امتقال X +  h ه جمل q ب 72 + ء سادءتر ى1جذ z  = azT ز 

كوبا صلى I معادلة اكرضزيب ىدهد.٠ ست د به ندارد دوم درجة جملة كه

، د ن ث ا ب ب ن نيز جديد معادلة ضزي ه و بود خواشد جني ث ي  معادلة كوياى هاى ر

هر با جديد ن  روش تعميم كار. اين .درتناظرند اصلى معادلة كوياى هاى ي

ا هميزطوربا است. ((ربعكاملكردن)) ك ب مىتو(ن انتقال ي  ز riji.١ ضري

.در . . + ~ \an - \ Xn اp x  =  xn ف كرد. حن

ه با شغال ن نيم مىتوا مطلب اين از ا  ٠بكس مضاعف ريثن هر دهيم نثا

ى ت ضم/سا/ر، L سه درجة يذدجمله/ ا٠بهك .س  متغيرمازكافى تعويغى ك

ت1 ^1س ى رإ زب ع ض و م م2ةلء=( ر٦ثم2ين ي ه د ن ا ذ ذ د ي ا سب . م ي ه د ن ا ذ ذ و ( 

ت٣ )رجاآنكاه٣( = ٠ و r)q = ٥ اكر ا ي و  ٠ = )/؟r( = ٣ى7ا٣ ؛ 7از اما ك

=۶٠ذتيجهمىئودكه - ( م ل )٣٣+ ة ن زي ا ت ب . -۶٠+٦ثم۶٠ه ( م ل ؟۶٠( = ( ( = ٠٠

ه٢7 يعنى.  .ا7ا١ = Xr = ?١ اينكه از و )١١ از كوياست. كه ٠٣ = -٣/

كوياست. p نتيجه در و١ q ريثة سرمين كه مىشود نتيجه

و خز با سه درجة يهاى1جذدجمله بزى نيد مىتوا اكنون ك ب ا باكه ي ك ة ي  ريث

ة دارند ٣ كوياى) أ٠لزو١ مضاعف ى٠ م م ل/ل  يضرى)) ((خم روى Xyp عغ

p(x = لمة كوياى نفطة منظوران كنيد. ييدا ز رإ٢) و .٤: كه است اين عت)١ V 

. دوكويا هر د ن ت  \/) ٠(از كنرنده زست خطهاى برخورد محل نقاط اين ه

ب دازى و ي . خم با كويا ث د ن ت  كه است اين زمينه اين در ديكرى تمرين م

ن ود داده ننا ل ل٢ ب لآ٢ = ١ يرة1د روى كوياى نتاط ن ح  خطهاى برخورد م

ى )١١٠ از( ٥كدرند زست دان ب و د دايره با كويا شي ن ت  ساده، نتيجة يكس. .ه

ه فرمولى ك ت م ت4ب )) نيثاغورسى تاييهاى((سه همة بزى ا س  تاييهاى مه .مىاًيد د

ى اعداد نيثاغورس ح حي C نند ما ص j b j a د ن ت .0.٢ ب ن٢ : ع٢ كه ه

ن ى1ذموذه زيانت را ك ا دي ك ة ي ل  تفيير متغيرآيعنى تعويض ٠مادهتر معادر سا

كا يايه) ي ر س معادلة د س ذطرى;دنطور م: به ماتري امكان) صررتدر ١ ماتر

د ذ ىبا ى درمورد مىتو!ذيم ر! ايده همين ٠م ه كا س ديعزسسل معادلات از د

Lu = ا )٣(  :=  + An

f درأن مكه٠بهكارببر. t ju ( t ى ماترص د بردارو(،)مد ع رب . م ت  بزى ا

ل به متغيرى تعويض ٠تر٠ساد معادله(ى به معادله تبديل ك S ن v و ز ج جت

 ز ببديل اين خىكاربردط“دربر ماترسسوالآذبذيرباذد. (،)ئ. درآن لمكه٠مىكذي

س مقا و ب: كات ب جنين ٠غيد٠ 5د يداكردن بزى ٠مىذامذد ي حا ىكذم٠ م

AS)v + 5ا( + 'S v  = = Lit(1 + م5٣)4)    +  All =  (S v = /"

)۴(

ت ن زست سم ل سادءترين مى هنكا معادله اي  ب جوا S كه دارد ز شك

ى معادلة رب دبا زر مات ث

)۵( / = )٠(5 ٠ ١ 5' + AS ت L S

ه) = I انتخاب ن بزى 5( عي ق ن است. S نبنيرىرو وا ت راي  حدكردن شزيط د

ط )۴١ ن ل ن م ه1 س = ازج انتكزلكيرى نا ك ت ن س رأ  = 5“١ر د

ى ،D ت: dtd نوشتن و اى5 جنين انتخاب با وي زن  ت٠بهصور )۴١ با

Lu  =  SD v  =  SD S~ \u بهويزه است. آموزنده ا ت = S D S 

ودكه ص مشاهده  يا((معادل ((مزدوج)) L عادى خطى هرءملكرديغزسسل ن

هر كه مىرسجم غيرمنتظره احتمالا نتيجة اين به ٠سر است. D مقياسى))



۴٣ ت كزدان جرى ا دلهمعا حل بارير ش

ة عملكر با L اول مرتبه خطى ٠ديغرإفسل عملكر د  اين است؛ معادل D ا

ل عملكرهاى مطالعة كه ىذود٠ باتبث نكته زني غ  بمعيار عادى خطى دي

ل صلكرهاى مطالعة از آسانتر ج رن يف د. جزئى ل ان  صررى طور به همجنين ب

١S_١ داريم _  =  S D جون~ \D واخزودن جزانتكزلكيرى جيزى) 

كا ، ا ثابت ي ت ي وا ن  ناهمكن معادلة عمومى جواب كه ىكيريم٠ نتيجه ن

است زير صورت به Lu = ا

)۶( ٥r (T)/(T(١-S 0 ؛ 5)0 ا = L - ) f  =  S(t)Cا،( 

ر كه ند }( آ °c  =  u س ف )۵( با كه S ماتري ب همان مىشود تعري ؤ  ج

س٠ Lى٠غ; Iى ه س ك ت س ت در معمولأ ا ل معادلا سي  برخورد آن با عادى ديغزن

L ا.٠مىكذي L، ر ت ئ ى ;* وقتها ي سما اين اينكه جا د م طور به ت ي غ ت  م

ل بزى ر به L تبدي ك ر ديغرإسصل عمل ت ء د ى D ا ود، مبرن ى ن عنوا به ن د ر ك  ن

ل بزى ن معادلة ح مك ه ح نا ط ود. م ى نعىن ه ب كا س ت منا س ن٠ذابعءلر ا ي

)٣(5 و٣:( = 5(،)١ رإ ى ت۶١ردىركرد،>1,،) س زيد )ةبههور بازنو

r J

(٣(ه٣ )٧( / ه٢) (، u( = )لآ٠( + / ا (t

ة با عملكرانتكزل صورت دراين ن G 7(ه (t ١ ز L ز اينانتكزل أ.٠مىكيري

د مىتوان ; ى ك ي ر د ر ورد )٣(حل بزى ديكرى ورهياخت(معاددا ف ستآ ٠بهد

 مثل واردا٠ بعضى در اما كرد. ييدا صريح طور به ز S ن نمىتوا معمولا

ىمعاد  ز بات٠محا مىتوانيد ٠ثابت ضزيب با ٢ X ٢ دسسكاههاى يا ها له ت

ت به زحتى به ز كلاسيك.. نرمولهاى داده، انجام آوريد. دس

م٠مىذا متفير)) تعويعض(( ما آنجه ى ي خث وة ازيكط ب ه1 اساسس ني ك ت

ت. آن با كودكى ازدوزن هركسى س ننا ناروشر بزى آ د  فرض ‘شيو. اين ذ

ى به كه ۶ مانند داريد مسأله(ى كنيد ه بيان لانين مثلأ ديكر، زبان ي د  ن

 صورت ).T( كنيد ترجمه خودتان زبان به ز آن ابتدا انً، حل بزى است.

ده٠شج ج) هذ د، حل ز (  أ).٢-١( بركردانيد اصلى -زبان به ز آن آمكاه كي

ل به ك ت نمادى. ن ززس را ب به اك r = ۶ داريم بخوانيم، ب ١QT؛ 

ل ك ا كه است اين هدف كنيد. ملاحظه I( ١ ن  طورى T و جديد ربوب ب

وندكه انتخاب ة ث ل د ير۶از Q جديد سا ى قاطرىكردن ترذود.٠ا س ي  ماتر

. و د ا ف ت كا1 ا ى مثال دو لايلاس تبديل زي نا ث  هستند. مورد دراين رياضى أ

ى با ولى - ايده همين است مفيد نيز تقارن مبحث در — متغاوت شكل

ش١ ح م٠ درآنجا ).۶.٣ ب ي ب جديد صورت لورىكه٠ به T د يانتن كه ى

ى ب ت

r

جدد

ت' ص ى،٠ا ل

ى) امررت ب ت

ى ب ت

..7

جدي

١شكل

ى صورت غن٠ه ١ باشد، نبل ۶ r-٠ ۶  =  r ص است عبارت حي رتن  دادن ا

ه. ىتقارنها ك بهعنوان سال  ملاحظه انكليسى)، [به عاميانه زبانى مثال ٠ي

m” كيدكهكزارة ad am  I ’m A d am“ صورت همين نيزبه ابتدا به ازانتها 

ابتداست- به ازانتها ندن خوا عمل T اينجا ٠مىشود نده خوا

ث ى وردثهء ب ح وث ى بزى بنيادى ر ل برخى دوبارة صورتبذ ئ ا  م

ر در ختيا س يكط A اكر ىكدارد.٠ ما ا ر ق مات ،  در خودالحا د ث  با

A حدكردن x  =  b ت معادل س أ يانتن با ا ك ى تابع بحزنى نتطة ي  عدد

A x x  -  (X, b(( ن. كه (تت)ل، = ؛ رآ ب د ى صر خل ر متعارف دا  د

ت نظر مورد ا بزى ٠ا ت ةم  J(:c بحزنى نقطة .٠يك 7 اكر موضوع. اين هد

م باشد هي رد ز ل وق ( ع ب € واً ه٠(ء)ي = ( رداروء د V ك كا٠ ب  است، عدد د

ف طبق أنكاه س. ( = ٠ بحزنى، ننطة تعري A(ما ه) x  -  b v = ) .س  ه)

آ بزى بنابزين ر ا د ر ب ر A( ه x b V ن و ت دلحواه V ب س  نتيجه ا

A - ة = ٠ ىشود٠ x ن ت جيزى همان واي س د ادعا كه ا ٠ذ

عا طور همين ل س معادلة حل كه مىكذيم ا لا ا در ح U = ٠ لاي ك  ناحية ي

u(x مرزى شرط با ،0 ,y) =  f ( x ,y معادل لآل. مرز روى (لآ,ع) برى 

كا كردن ييدا با است  تابعكا بحزني نقطة ي

)٨( Y /  i > :  + uXy)dxdy := )ئ)ر

مىكذذد. صدق بالا مرزى شرط در كه منامبى ر هموا وابع همة ميان در

ى م خوا م ب اين هي طل ن ز م م. نثا هي د نرض سهولت بزى د ي ن كا1ت II. ك ع  ب

. مينيمم ز  h كنيد نرض همجنين كذ ( x y ى د همواردرلآذ تابع ث ا  كهب

ر ة د ك ي ي ك ي سا ت. صغر مرز هع س ر ا  ب th مرزى مغادير صورت اين د

ت U مرزى متادير همان ح و ا p( =  ؛ ٤(^ تا t( ر د ٤ = ٠ د

م م ي بنابزين دارد- مت

i>A Uyhy dxdy/ = :  ٠ = thdJ(v(ا6ا

،1ديورز (قضية كرده انتكزلكيرى جزء بهجزء صورت به اكنون ا ه ض د ه ا  من

ه٠مىكي ك مرزصفراست: روى h زين ٠ىأيد٠ذ بهوجود مرزى جملة اً

A u hdxdy/ + Uxx ت—ا)  Uyy)hdxdy ٠=—ا

)٩(

س1از لا لاي ة دل عا م ر لآد ه مك ري ىكي هم ج تي ذ جا ذ ة = ٥ ي ق ءأل ىد٠ صد زيرا ى

ل بزى اكر ر شا ى د ف قرص ي ج و كاه ح، U < ٥ لآن، در ك ى آن م توا م ي  h س

ن آكه٠درذظربكيري طورى ز راي ت، قرص د ج مثب ر خا ر رباند. ازآن ود صف

I طور به است. تناقض اين و مىبود مثبت ا٩( زست سمت صورت دراين ما 

هده خلاصه! ا وابعى  مسازهاى٠ميذي كه أ٠مىكي متا م  ٠۵٩، = ٥ ز، ه

. ن س ى تنها درواقع م د. آن از كه بيز سفا  نفطة يكط U كه بود اين كرديم ا

ىبحز ح، = ٠ معادلة است. u ن ة I عأدره٠ ءاً ل ى سا وردث

ط ييداكردن ىبحز نتا ضد.٠ ميدهنا  ن ى

ى ل كاركردب وارد (زمزياي يك ة ي ل ا ت اين وردشى م س  از بعضى كه ا

ب وجود مانند وبكيها، ا يا جوا ك ل بقا)) ((قانون ي ر قاب س ر س ر .شذد٠مى د د

ى ها خت ز ١.٣و ت ۶.٣ ب وبا ب اين به د طل خور.م-٠بر م هاى ب كتا ]<۶ا ى(

[٧ا و [٩. ( د س [



ر۴۴ ر ضى٠ش ١ شارة ‘١٠ سال ٠غ

ى د^انى: ٣.٢ ه| ة با مرتبط مأل د ييدا .وردنظر سأل  يفيد كه كئي

. ود ش ع ن ر وا ى ‘من نظر د ن دزئأن ع٠ ومرموزتدين سهعتري ض ن و راي مغاله د

س امت. ا ح ه اين من ا ك ست ردرهندبة نخععتين دوكانى | و با  آنجا Iيرىف

ى كه ها ه ىذوذد٠ تعويض هم با خطها و ها نقعك نقن د رث دا ي  لاكزنز است. د

كا٠ الحاقي ل ديفرا عملكر ب  كه حالى در كرد. معرنى هجدهم قرن در ز س

د مى نظر به ي ر حان كا٠ ال ه ركرذته1بهك نوزدهم قرن در ماترسس ب د د. ث  باث

ى كانب ى و نزى لاكز م كاني ى م تن ه يكديكرد: ن1دوئ سيل ا ك ت ي ف ز  مكاني

ستكا مماس كلاف لاكزنزى ى ٠وزي كاني  ر د .ست I نتكآنزا كلاف هميلتنى م

ب ا ى - خطى زى ر برنامه در جمله از - وردنها ح ئل  كه رند دا وجود سا

ؤ كوهومولوزى بكدبكرند. دوئان . هومولوزى ن1د ت  كلمات بيان در حتى ا

 ر رنتا طورى همان ديكزن ((با است: انتابه جا حربه(ى دوقانى نيز قصار

ا با داريد دوست كه كنيد م ى إف. جان وكفتة رفتاركنن)) ث  . . . (( كه كذ

د هي ما برإى كثورتان هبر ما بيرسيد 1دهد انجام مىتو|ذد جه ث زا ى برا ن و ن كن

جام مىتو|ذيد جه » ان مدس ض دهيد.  دنيق ر أنفد  دوكانى مفهوم بطور ا

م ز ه نمونهعائ همة كه ا خت ة سا د ض ث  اشجاء معرنى و درربكيرد ز ريا

. آسان ز جديد دوكان د ك

ش خ رب رد۵-٢ د رب ى دوكانى كا ط خ ر جب ر ر ز د ك جا كرد. هيم حوا ن راين به د

ي نز،لاكز ز 1ييروى ق حا ل ى عملكر يكس. L صررى ا ط ف ز L ديغزنسيل خ  نعر

ب از مىكض.ا. ر ى خ خل ى: مغادير با تواء دا / حنين # : = )١٠٠١٥( 

م استغاده ي ذ ك ى  مىثود: تعريف زير معمول عدة نا با L* صررت اين در ٠م

V هموا ع توا همة بزى jU j كا رجخا رد كه رد مجموعة ي د صنر ٥نث ن ن س

U L v LU V

كا ز I رج خا كه ز بعى ننوا جهت ازان د صغر ٥نشرد مجموعة ي ت  نتخاب I ه

مكرد م به كه ي كا  مرز روى انتكزل هاى جمله ٠جزء جزءبه انتكزلكيرى هن

د بدوجود ي ا ي ه ٠ن شغال ل اين به ((صورى)) ازكلمة ا ي كه بود دلي حاق  اكيد، ال

زم كا ستل ط ودرنظركرنتن تمام)١ هيلبرت نضاى ي زي است. مرزى ث

I /)It =ص جزء بهجزء انتكزلكيرى كا٠ي با ٠اًذكا ا٤.٠ خ ه٢م ش ك د و ث ا  ئ

ى سابراين. ن حا ل ى ا ر d صو fd t :ت L ت عبا L از است ر  =  d d t

A ۶( اكر هميزطور، tا سترما ك u و س { t ط ك ) ر بردا ي د ش ا ى نكا.آ ب ق حا ل  ا

ى L ت: U' + د4ء?(،) صرر u ت ر A است عبا t ) v j + '٠٧- = L*v

ن جزء٠جزءبه بارانتكزلكيرى دو  مرتبة دسنكاه صررى الحاقى مىدهدكه ننا

u" + A دوم t)u :ت Mu ت ر A است عبا t ) v j د M*v  =  v

ئ A اكر ٠بهويز د، شقا  اين است؛ لحاق خودا صورى طور به M آنكاه باث

كا ر د واقعيت ا با جايزكه — كوانتومى مكاني ك خلى صرب ي ط دا  عملكر ،مختل

id خودالحاق fd t ود٠ ظاهر ثرودينكر درمعادلة دارد. بنيادى اهمجت - ىث

ه جواب د U اكر كا ست ن د ك A = ٠ س t)u ب 'L u  :=  u و V 

ه جواب د كا ست ى د ق حا ل L = ٠ ا *v  =  —v ' +  A t)v ،شد  آنكاه با

ى حاصلضرب ل خ ا ت. ثابت رى مقدا آنها نقطة به نقطه د س  درواقع ا

٠ = ,u V ■ A u ٠ u  =  A *v ٠ u  +  V ٠ u V ٠ f { v

)١٠(

ى ضرب با V " U اينكه به توجه با ري ه محاسه)ى بزبرامت، V*U مات  مناب

ن s اكر كه ىدهد٠ نثا ( t و (،)T ى بهاى جوا ترسب به ري ت  لزومأ (نه ما

L = ٠ مربعى) S ت٠و L*T ،آنكاه باشن

)١١( (« ء( (« )= ت' ٣ءة

رد. ٠بهويز ك ا ما Tو S ا ه ري ى ت ( ي = ; ىا ع (٠صب = ل ن 5)٠) راي ن(د  بات

ى جوابهاى T و S )ا۵( ماند صورت س ط ى/ س ; ، . ( ا د ن ت ت خواهيم ه  داش

)١٢( T * ( t ) S ( t )  I يعنى T t s U(t

ى بهدليل ندارد، توجه جالب ظاهرى )١١(اكرنرمول ص ب  آن نيانة تفيير نبود نق

Iت ت نزكيرى تعميم فرمول اين .س ت به مربوط جكه٤ج ٤ = ١ ز ا اس  خاص حال

v V)Lu  := u’ +u — = ٤ = ١ز1رأ*ءاست'وذيز sin٢ +،٢ cos. اين

ا فرمول ك ي ر ا د ن خيزيكى رجوب ب مك ت م س ى بقا قانون نوعى بيانكر ا ز -ب د ان  ب

ستكاه ٠cos٢ ٤+sin٢ ، = ١ اثبات Mu = ٠ دوم مرتبة د  :=  w +C w 

ظر ز ريدكه درن ن بكي رآ c( د (t ف ىما ي ري ت. X 71 71 ت س ستكاه ا ى د ق حا ل  ا

ت عبارت متناظر س z ا  +  c z j  I = 1؛ . ض 2  ٧لم),٠( و (،)?¥ كنيد نر

) ماتر يا رى (بردا جوابهاى ترتيب به س . M*ip = ٠ و Mip = ٠ ي د ش ا  ب

ن ي را + sinT ٤ = ١ صورت د  ، cosت ٣ ل ى حا ص د از خا حا ت ا

f( = تابت ( t )%p '{ t -

ت اين است. ه حالتى خاص، حال ك ت ه ى ١ X ١ ماتريس C درآن ا  سان

؛. = sin و (،)?/، = cos  باشد) ( ا٠ اتحاد اين (،  اتحاد عادى نتيجة ك

؛ اضانى اطلاع زمند نيا آن آوردن ت٠بهدس و است )١١( بنيادى ت ي ط ن  نق

٠ - ID +  c t)w كاه يكط صورت به ز  ز ايزكار بسيد؛ بنو اول مرتبة دست

ل روند از استناده با و U يعذىكرذتن س W و 'w := دهيد. اهجام ءء٢ 

د رإ جوابها همة دة خانوا ۴.٢ ىكذي ساي  آيا دارد؟ وجود جواب تعداد جه ٠شذا

ى كاي ت؟ مطلوب ي ت جنين اكر ا ه ٠ا طى ب ى شإي كآي ن L جواب ي  ص

ه ازيازمترهاى رخى اكر ىكذد؟٠ ل ا اندكى ز سا ك ت  جوابها آيا كنيد) رى د

ط هم ر اندكى نق ي وا اين ىكذذد؟٠ تفي ك ت شه ي ر ل در يازمترها به ي ئ ا  م

د مطوم تقريب حد در تنها دادءها درآنها كه نعى وا زندكى به مربوط ن ت ه

ر ا ي ىI ي س تI سا ى اين .س شك ى در واي ل ئ ا وند حل باكامييوتر كه م ىث نيز م

ت سي ط (زيز ىكذد٠ ايجاد كردكردن خطاهاى دارد؛كامييوترهم ا ى تعدا نق  ل

ا ازارقام متناهى ف  بدحاى (زيز ?رش هاى خطا هم و مىرد) د٠بهكا ز رى ا

ى ظير حدى نزيدها ى تعدا انتكزلكيرى ن ه عمليات مشاهى ل ت س  انجام ك

ت به تقريب به ز نتايج و ىدهد٠ . )مىاوًرد دس

ى1جذدجمله كا٠ي هاى ريشه مختلط، درآناليز رونه قضية طبق مثال، بزى

p{z ت٠ب و ريي و ب به ط زي د آن خ ذ ستا p ‘يعنى وا z ) j ر رق ا٠د ك ب و ك ى

z c r دارى k ه د رين ش ب ا غإي ر ك م اندكى  P وا ىكذي ر سكا  ٠ب

ه دسشكارى ى بندجمله! ٠آنكا د ه ر k درست نيز ن ن  هد خوا قرصى اين در ي

كا داشت. ه1 اين قضيه اين نتيجة ي ك ت س يكة ويزة رهاى مغدا س  طور به ماتر

ذ1و آن هاى لزيه به ييوسشه ها ش ا X٣ = ع± شال .ي ن  فغط اكر كه ىدهد٠ ن ن

ى هاى ريشه ، نظركرفته در حقيق د و د. علط است ممكن ادعاها اين ث ان ب



۴۵ ت معادله/جرىكزد!ن حل ريربا ض

ن همجنين صئر نزديك. ءهاي بزى ت٣ =  مثال اين  كه ىدهد٠ نثا
ه درطركرنتن با حتى ط. هاى ريث ت ممكن مختل  منتقينيرى بع تا جواب، اس

٠ زمترها يا از 4 ن سادكى به ذى٠ض هآيع نصية مقابل، در ٠ هد٠ نثا  كه ىد

ه هاى رينه د ارإئه موضع ازاين اثباتى ٠وابتهاذد مترها ز يا ربه طورهموا به ا

ي ه ي اً.٠سد ض ا ٠< ك ى ي ا د ج ن ر طور به داربمكه ١ C( ب را يازمتد د ه
r ه ت ب ت وا ة د  در و ا p(i. ( = ٠ يعنى داريم، I. رين . , C 

ى تأ.٠ يقون ة ب د ريث ، ٠ا ت £)p. =ل|ءذق/(3.ت / ٠ ا ,c.^ .ن  طبق بأبإي

ة ي ف ى تابع ق ذ حزد C هر رى1يه ٠خ ى جواب ،. يك ي ا ك ■x{c =  مانند ي

p = ٠ برى x c زد_دكا .X ب اين دارد. وجود وا C به هعوار ;*طور ب

ت1و كا ۶ ت٠ذي لازم اثبات اين در است. س ه ي مل ج ذ د. ى1ي اث  اين از ب

ود٠ نتيجه مطلب ة ويزة مقدارهاى كه ىث د كا ا س ماتر ي  به هموار طور به ي

ى آن هاى دزيه ري ت وا مات اند. ب

س ى امركه اين برر ة ونت ي ف ى تابع ن من رد ض رب كا يد ت قا ي ه ن بخ ب

ط تظربة در ٠مىدهد ث ت ه مطالعة در و ١ ب ا كي رد٠ انجام .كءئتهء هءى ت  .ىث

ضع دو اين د يكى مو ذ ت د هر 1ه ن ف ازخاستكاههاى ب ديدكاههاى وبا مختل

.  ]٨[ و ؛١[ بر!مدهاذد؛ متغاوتى د ي ب د يديد؛ ي ى جدي د٠ اتفاق كه مهع د ىا

ه1 اين ك ت ب جواب جندين است ممكن س د منثع و  نايديد جوابها اينكه ويا ث

: د و ى جنين ت ى جوابهاى يورد در ضلا حالت ف ل = ء حي  د؛٠مىد روى أ

ى جواب ع > ٠ به|رى  دو ع < به|ةى كه حالى در ندارد وجود حقيق

ت جواب صكا مطالعة ٠ه لا ن٠خ ك د ت كا اً ه اثر در باريكا ستون ي رك  نثا

| انجام اويلر وسبلة به د ن و اوليه هاى جلو. از يكى ث ب نظرية توجه ثايا انثعا

].١۶٩_١۶٧صمى. ٠١۶[ بود.

ه معادلات برخى درمورد ز جوابها همة دة خانوا ما بعدى مئال جمل د  اى بن

كا٠ دوم درجة معادلات دردبيرستان .ىكذد٠ رونن  دستكاههاى و متغيرى ب

رة اوليه كامهاى اينها ٠مىكذيم حل ز خطى معادلات ى ٠د ساي  جوابهاى ثنا

ل دسنكاهى ك ن ت ،r(z(  ى1له٠جذدج معادلة ز&1 م / ، . . . 

Zj 1( مجهول 71با I fk ) ء ( = ٠ i ا . . .١( ت.ازروىذجربهمىداذيم2 = ة ! 

ن كه ري هت ن حالت، اد س زدا جا  معابدها اكرتعداد است. مختلط جوابهاى م

ش د مجهولها تعداد از بي ث ا  يعنى ندارد، وجود جوابى معمولأ ;؛،)، < n( ب

 ر هموا ح توا بزى مثلأ ز اين ت جغفب٠رز 4ل [سالن نداريم ى٤مثذز صفرهاى

س و بيان دقيق صررت به ور ٥لخوا د  تعداد اكر لىكهحا در كنيد؛ اثبات س

ر ها معادله تعداد از مجهولها د بينت ث ا لا ب و  وجود جواب نامتناهى تعداد س

متناهى تعدادى معمولأ باثند، بإبر مجهولها وتعداد ها معادله د تعدا اكر دارد.

م اين دارد. وجود جواب ك ه با ‘ح ىك ت وجود ر د نظر به د ر بديهى ٠س

ت ي ر ن ك كه sinإ = ٠ اسست: نادرست ر هموا بع توا مورد ود  معادله ي

كأ با  آن تيلر سبرى اكر البته - دارد جواب هى متنا نا تعداد است، مجهول ي

كا٠ ن عنوا به ودأ نظركرفته در بينهايت درجة از ى1جذدجمله ب ن اين ث مربندا  ا

ت.٠ذي غيرمنتظره هم

ه معادلا دو مورد در ز مطلب اين ٣بزو جمل  دومتغيرة ى1بذد

)٠ )١٣, و ( ل لآا ) =٠/ ) :١2/ ( ء

ت و تة ازدرجة ر كر I كه كرد اوتابت . بخعثيد دق  درست باشند، ل رجة زد Iو

ط است ممكن داردكه وجود جواب لم:، تعداد به اينكه مكر باشند، هم مختل

1. b ifu rc a tio n  th eo ry  2. B ezou t

ى عامل يكط دازى و و ر ت ث ى م د (غيرثابت) بذدجمله) ت ث ا ].١۵[ ب

ط از حا س، ل  و  خم دو )١٣( معادلة دو كه تصوركنيد جنين هند

Cx ص وا خ ى جوابهاى صورت اين در مىكذذد. ش ت ث  ءبارت[ذد )١٣( م

خم. دو اين تقاطع نغاط از

ت در ز )١٣( حال صىكه٠ حال و ظ و ه هردو، ر جمل  سه درجة ى1بذد

د نن ا ' ٠p١  نفطة درته أنها ٠ذرضكذيل ٠مىكذم بررس ب . . .۶ ١

 نروض حالا اما ريم.1سبرةارد كلى وضعيتى با اينجا ظ .كنند قطع وا يكديكر

ش كه كنيد ط)1ز1تا ث ذقا ن . ،۶١ ي . . دنا' ۶۶ . ما كا روى ت  مخروطى مفطع ي

r ه قزر د با داثت ن ه انها سى Iن كا هاى رين ى ي مانند دو درجة بذدجملها

٠ = ٠  r )ف ا ذ تعري ك . نيز س د ت ة طبق ه ي ن  مىداذيم زو ن

ر r و  كه ك دي ك ر رإ ي ش د طع نقطه ن  نيز r و  اينكه ىكذذد.٠ ن

ز ر ك ي د ك ش درهعءن ي د نقطه ئ ن ن ك ع ط ى ق اي ن ستث لأا م ىكا ت. حالت س  برإى ا

ن سادكى ض همجني د نر ا r مخروطى مقطع كه كني ست را ي ذ ي ذا ل وي ح ى ت  يعن

ب ضر صل ى دو حا ها جمل ت يايينتر درجة از غيرتابت بذد ع ي ت (اين ن ضعي  و

ى ه٠ بح هنكام ك د ه د ضربا r ى صل ى حا ها مل ج د ذ وب ى د ط ه خ ج ي ت رن  ود

ل ك ث ت ). واممت خط دو از م د ث  ٠۶٧ قيماندة با نقطة سه كه ىكذيم٠ عا اد با

ى٠ ۶١ ،۶٨ ط ،٠يك د ت خ دارند. قرإر ز

 تركيب هر بزى كه كنيد توجه مىاًوريم. ادعا اين بزى جبرى اثبات ى

h خطى x y  := a f x y  +  g x y سو،ا درجة خم C ٠ك L

ل ز Cx و C\ تقاطع نقاط خود٠خودبه٠ ثرد٠مى تعريف خ ت ٠ م ا  ٠مىذود ن

 طورى ز و Qو بكيريد r مخروطى مقطع روى V مانند ديكرى نفطة

كه انتخاب ك V كنيد زي ي ن بنود. h صغر ن رآ  سوم درجة خم صورت د

C مخروطى متطع نيز r ت ز رهف .. ،iV ۶١ نقطة د  ىكذد.٠ نطع ۶۶ ٠.

د تناطع نقطة ٣ X ٣ ت ۶ دازى r و C بزو، نضية طبق اما ن ت  مكر ه

Q اينكه jh ه ى٤مثتر عامل ثت د. دا ثت س با  وجود ى٤مثت عامل بايد ي

ه ثت ك عامل اين است، ناينير تحويل Q جون باشد. دا ر د. و خود بايد شت ث  با

 د  درجهها، به رجه با (و,ل)عاكه =  بنابزين

د h = ٠ صفرهاى كه ۶٩ ،۶٨ ،۶٧ سى است. خطى جملهاى٠جذد ن ت  ه

 و اذد٣ = ٠ خطى بذدجمله[ى هاى ريشه نيستتد، و = ٠ صغرهاى ولى

كا روى بنابرإين ط ي ت خ م قزردارند. ز

كا ن1مىتو موضع ازاين تعبيرى با سبكا قضية ي لا ت٩ ز سكال يا ك  دس

ش آورد. . ،۶١ ٥لخوا د نقطة ش . . كا بر واقبع ۶۶ .  هم به ز مخروطى مفطع ي

ى تا كنيد وصل  هم ز خودش است ممكن آيدكه بهدست «ثثراصلعى» ي

د كند. نطع ن عيها مورد در اصطلاح ب ضل ى ف مىكذ...م: نكر ثث ت ي  از جف

 (مانند باشتد قزرداشته آنها بين يال دو كه مررتى در ميم1مىذ ل متقي ز يالها

س ىذاميم.٠ قطرى ط تعي ز متقابل يالهاى تقاطع نغاط ).۶۴۶٥ و ۶١۶٢  هر ب

ضلعى ل (در دارد نطرى نقطة سه ثثرا ك ه دار. دورآنها ٢ ن د ي ت ه ك د  ث

ليا قضية امت). ا ئ كا روى هعواره نقطه سه اين مىكويد س ط ي  زسمت خ

نزردارند.

ش متناوب يالهاى ٠أن اثبات بزى  ۶٥۶۶ ٠۶٣۶۴ ٠۶١۶٢ يعنى ضلعى، ش

د ايجاد مثلث دو بكيريد؛ نظر در ز ۶۶۶١ ‘۶۴۶۵ ٠۶٢۶٣ و و ث ضغع كه س  ا

ى سه حاصلضرب كرختن نظر در با ذاملاذد. ز يالها اين آنها دا ج د  جن

ص مثلثها از هركدام اضلاع كه خطى خ مثلث هر به ىذوذدا٠ ش



ى،۴۶ ضم ررمإ ة ا١٠ سال نث ر ١شا

٢شكل

كا ه ب ل م ج د ت سه درجة اى ب ب ه توجه اً.٠مىدهي ن ك د ي جا كن راين ت هر د ل  ف

ع جتما ط سه ا ل خ م ع ! نه ست،  كا ىخطها ره يا جتما سها كه ي صل هم به ز ا  و

ط مىك-ذ- قا ٠ ن ١ . . طع نقطة ته قطرى، نفطة سه به!ضاذة ۶۶٠.  اين تنا

ث دو . مثل د ت ل جبرى نتيجة اكنون ه ب ر برإى ٠بهكارببريد رإ ن  نظركرنتن د

ع برخى توازي امكان لا ض زا ه ا ك ل ب قا ط مت ت آنها طع تتا نقا هاي ربين ذ خوا د  ه

ر٦بز ٠بود ت ت س ر ا م. تصريرى صعحة د ركني كا

ل لا د ست م صلهبلانا مىتو|ن ار جبرى ا ءت)/١(لآ = ٠ ٠فرضكذي داد: س

ه y = ٥و ج ر ىرند هاي ه/ي مل ج د ه 71 ين ك ذ ق ا ل . ر٠ك ر ك  نقطه 71 د

ر  قطع ك kا n ن ٤ت ي را ط ا م ٠كء روى نقأ ا٠ ؛يركهذ خ  ك

ى ه/ جمل رد مربعه“ ;،/ درجه بذد ' س: أ م م ، ه س ا د ر ل k( إ،٤ق  -  7)ة7٤ 

ى  ء'ده٠نقطة؛ذي م ؛ خ ه ك د ر د/ ر ة ا ق ى ك ه/ مل ج ذد n درجة ب ~ k

عا رب ع د ن ر ىث ا تعميم اين ٠م ن ة ن ن ن ه ت د ت قدر  است. جبرى رهيان

ر ۵٠٢ ك ى لزوماً ا رد، وجود جواب خ ندا وا د. ييدا رإ م ي  ى1عادله٠ (كر كف

قد ل نخهميد است. بجوا نا ي دبخوا اكر است. مهم آن دل ط هي  زست خ

۶ = a t +  b د. نفطة تة با ز ه دا د ى صورت به كه ن جرب ت ت س مد د  ذد1٠اً

هيد تطبيق ن ز٤ىور يب ضل نيد بتوا است بعيد بد نا ه1 ب ك د ي ذ ك ب خا ت يقأ ذ دن

ن جورثرد. دادءها با ني رب ف بنبال به وضعيتى د  ((بهينه)) تقريبى جواب ي

ف ٠مىكردد ترهيا ي ى نوعى ن ل بإ ى تنر ح F يب x  =  y جوابى ييداكردن 

هX 1. مانن ك ت E خطاى س x  =  IIF x  -  II كد.٠ ز م ع ذي  انتخاب ي

ا ك سيا نرم ي صميم خطا، اندازءكيرى برإى ديكر) متريكى (يامنا  است مهمى ت

ى كه م خ ده عمولأازذرمى٠ .بكبرد بايد ن سفا ود٠ ا ى از كه ىث داخلى ضرب

ود؛ الغاء ر ن ك ‘ودش اين صورت اين د ى د ميل. ٤٠. ت مربئ ترس٠لأ ر ىث ٠م

د حال ذي ضك ر ه ز عادلهاى٠ هيد خوا مى ذ ك د ي ن ك د ريد ح ط باوردا  درشرإي

ى س ي٠ منا ق جوابى ق ه دقي ن ن د دا ث ا ى ٠ب ت لازم س س ط اين ا ي رإ  معين ز ث

بفهميد. رإ وآنها كنيد

، سادءترين ل ا ه ف ا ك س ت د ى جبرى معادلا ط A خ x  =  y .ت س  طبق ا

ى ى1ذعغيه ه بنياد ك ىا ط خ ر جب ر ن د راً ة د زمعادل ى ا حان ه (ديمانى) ال د سفا  ا

ود ىذ ى1به ٠م د. ى1لمة ة د دا ط ا٠ت ر ى لازم ث كان م وجود بزى و ك ت س ا٠ي د  ك

ت I اين جواب ى الحا لة معاد  بهاى جوا همة بر y كه س ن ق iA همك

. عمود د ث ا ل درمورد كفته همين ب ئ ا ى بيضرى رمرزى مقدا م ط ت خ س ر د ر ن

ن ٤ج منا به موضئ اين درآنجا — است م بمزي هل ود. شناخته ١فرد ىث برإى م

1. F re dho lm  A lte rn a tiv e

ت در مطلب ازاين اثباتى و بحت ملاحظة ل معادلات آموزندة حال  ديغرإني

جعه ]١٠[ به عادى كنيد. مر

ه بعدى مثال م ا مورد در دإ مطالب اين از ى1ث ك ل معادلة ي  ديغرإني

ن ساده غيرخطى k [خميدكى] انحناى كه خاطربياوريد به ٠مىدهد نثا (x

ى دمىتر دادء زير هورت به ,ل = هعوار(ت)لآ خم ي

(١۴)k x  =

ر ك ه ا٠ء ل ة هموارداده تابع برإى كه است اين سا د  ٠٠ x ١ ik(x ث

د هموارى خم = y( مان  y ( x باشد. آن انحناى تابع اين كه كنيم ييدا

ر R شعاع به دارءاى انحناى ت. ؤ بإب س ن ا ي بإ ا ن tk{x ٢ اكر ب ) E 

ه كا ن ؛ به نيمدارءاى آ ع ا ت. ماءلة جواب ش س ik{x ۴ اكر اما ما ) E ه ا ك  أ

ع به دارءاى عا ى در تتها ٢ ث م ي ب بازة از ن ب ٠ >x> ١ مطلو ه جوا ل سا

ف وضئ٠ اين ىدهد.٠ ت٠بهدس ز ا رد٠ ب س ىث ى اكر كه بزنيم حد جواب

ه وجود ثن ،با دا د ذكا ث ت در نمىتواند انحنا ٠اً م  بهدلخو|ه بازه، از بزبمى ق

د با بريمه ٠ث

ى )١۴( طرف دو از ٠ماذع يكط كردن ييدا بزى م٠مىكذي انتكزلكير

(١۵)dtkl t

مدس  (١)'لآب٠(٢ ب / \ از .1(1 > ١ مررت ن٠درا (؛ = )'لآ٠ا

ط )١۵( ر د٠ بددست زير محدودكنندة ن ي ىاً

١< ل <٣,٠<7—٥، >١(،)fc ا

س نابوإبرى اين ى ز L حد ن ت در ذ*ىتواذد اء؛ذحذا ايتكه بر ب ش ق ن  ب

ت در دارد. خود در باثد)) بزيما لخوا. بدب بار، از  انحنا. بودن ثابت حال

٠>ik(x) E C ى1به د c>٣ صورت به بالا شرط X = ١ ة ي ىاً رم  د

ط يكط غيرثابت، تمى برإى است. دنيق كاملأ كه ر ى لازم ث ت اين وكان  ا

] ١,١[ ا7 يون ثابتى كه د داشته وجود ،7 ج - ث ا  هر بهارى كه طورى به ب

ه١ < ت ء ا١٠> ضكذيم اكر ا. /٠ء k(t)dt ب7> ب خم ذر  باند، د

ى رده، — ١ برابر ز 7 مىتو(ذيم أنكاه *x)k( < ٠ يعن خابك ط اين به انت ر  ث

ى لازم ه وكان د .٠ k(t)dt ة ٢ كه برسم ا ط اين بودن لازم / ر  نتيجة ث

ى أنكه حال است، )١ ۵( نوربى ت )١ ۵( حل از أن بودن كان ب yبه ن '(x و 

x( قائم سهاى مما ضمنى، طور به ىذود.٠ نتيجه انتكزلكيرى  =  i o o (لمة 

م1ذد مجاز باز. داخل در ز (ي ه  مجاز مماسها اين مرزى، نغاط در اما ذف

تء د — ه ع به نيمدايرة به مربوط حالت مان عا .ن ؛

ه، اين از اسانداردى صورت در طى سال ه)لمإ ( = مانء مرزى شإي

د٠ وضع نين )لآ١( = ° ر ق ص ىئ ذ ط فتن يا ل ي إ ى لازم ئ ف كا ل برى و ح

ة اين ل ا ت در متدارمرزى م ب خم به مربوط خاهرا حال شما به ز محد

ميرببن اكر ٠مىكذم ر واكدا ة اين برإى جوابى ي دارد. وجود مرزى مغدار سال

يكتاست؟ جواب اين اًيا

ت لا ر منك ه اين سر}سرىيودن از ناشى اينجا د ل ا  بازة تمام بزى م

١ <x< ط كه مرضعى جواب يكط به اكر است. ٠ ق ر ن ى ،٠يك د ك ي ا م  ه

٠ = X ف ه تعري د دارد. وجود بى جوا ره هموا آنكاه بدهيم. رضايت است ث



ت ۴٧كزدان عادله/جرى٠ حل يربار ش

ت خ ا برإى جواب وجود مانع كه ازعواملى ما سا ك  ديغرإنيل معادلة ي

رذد٠ غبرخطى ه مواذع از بعيارى است؛ نانعى ر بسيا ىث خت د سا  از ا٠ذ

صة ش در كه نونز ق د خواهد نكر ت ۶. ٣ بخ ت به ن د٠ دس ي  ■ ىآ

ر بهره تقارن از ۶٠٢ كي . الف)تقءرن يد. ب ه د ا مثالى ا ن ن  1درجبر نقارن از آ

ى مورد در ه| جمل . هى بذد . . أ٣٤ + + ب با p{z = ى7ذ ى ضإي ده حتيق ي  ل

ت اين در . ىذود٠ ى مزدوج تحت ضرإيب حال ز ط ا  هستن: ناوردا مختل

ن ء.٤ز —  إي ط عدد هر برإى باب داريم 2 مختل

akzk =  p(z ح = p z  =  E  akzk 

ا٠ واكرتن ن لآ ٠باثعد مختلط رشة ك زيني  سازى مزدوج تنارنى ماهيت است. ني

ط دراعداد ودكه٠ روستر هنكامى مختل  مختلط زى سا مزدوج عملكر بزى ىث

د ا م ببريم: بدكار ديكرى ن . ل ل ى T = ت ل z ى ٠س  P = هان

Tp و z  =  T p z ى ى بإ  حتيقى. صإيب با ى1جذدجمله ي

p z  =  p(z ه معنى اين به ك ست iTp? ا  =  p ابهجا٠ج هم با وء ۶ يعنى 

ل به ز اكراين ىثرذد؛٠ ك TpT ث  =  P ،هد روسترخوا مطلب بنوسسم 

د  در كالوا عميق دساورد ٠مىماذد ثابت T خودريختى تحت P يعنى ‘ن

ىا معادلات حل نظرية ن كه بود اين بذدجملها ازتقارنهاى بكونه داد نثا

تود- بردارى٠بهر مربوطه

ى استدلال ازاين ى كونه! F معادلة حل بإ {x ) =  C د نيز من  است. رد

ى با F كنيد نرض نت كا iT ٠مىثرد جابهجا T مانند ن F  = F T و C يخت 

T :ماورداست T (c) =  C كر) Xبإى جوابى ٠ F (x ) =  C ( د ث  X. أبكاه ا

ت، ناوردا لزومأ T ( [ما نيع  ( x  a كه بدانيد علاوه به اكر است. جواب ك٠ي نيز 

F جواب (x ) = C ،أنكاه بمتءست lT (Xa) =  Xa جواب اين يعنى Xa 

ه مئال سه درايزجا ناورداست. T تحت هده ز متاب  مىكذيد- منا

ى ا كنيد نرض ذ) ى ي خت ري  و C 5٢ 1٣ كرة همان

ip x y z H x y , - z

ت تقارنى تبديلى cG كنيد ونيزنرض ٠باشند ستوا I صفحة به نسب S توسط 

ip ه نكا. ثابت ثن p يعنى نود، دا c  — C س ى C ي ^ I٠ ٠ستوا = tZ 

رد. د نرض همجنين نإردا ت P ك ) f نرند: جابيرجا J x . f o p z p o f 

p. ) =  C، لآ أنكاه )/ . , ة . ع)٠ ١ (  نتيجه در و ناورداست P تحت نيز P. ت ت

.P س قرإردارد. استوا روى نيز ىذكارد.٠ خودش ى٠بهرل ز استوا ا ي

ii( ن u مثال دراي x , t ٠ موج معادلا جواب Uxx - U i t دربازة 

١< ل )(€( مرزى درثعزيط٠ذرضكذيدئ است. ل١> \u = ,١(ي —{u 

كذد ءأ١ ٠(اولية اكرمكان ٠صدق Ut ٠(اولية وسرعت تد) X هردوتابعهايى 

ت تحت يعنى باشند، زوج Tو x نكاش  : X جواب آنكاه باشند. ناوردا 

)٤ u (x شرإيط با موج معادلة جواب يكتايى نتيجة امر اين است. جنين نيز 

ه داد. اولية د د.٠مىبا ن ث

ى كاي د اتباتى ي ق و مكان بء جوابهايى دو هر لآ و لأ أدر دارد. ٠ما ر
I ن ولية ا ك سد، ي w ٥آنكا با  : — U V بى جوا نيز I موج زمعادلة I ت ولى ٠ س

٠ = ") ,Wt(x = ) ظ ٠ كي ض ر (،)ء = ؛ /ن)س،أ+لس(ل
د ، زمان در ل(اذرزى» ث ا سه با ٠ ي ل ىكه1محا م ا جزءبهجزء اتكزلكيرى ١ئ ث

ت. س °) ص ٠! = ° مى؛يد ٠بهدست ا )E = ء ( ، ى ( غ، ىا.7ل  اما ر;

ى )?£.٠( = ء ر ها ب ن ي ا ب ا , ب ، . = ٠ ر ت ل ت ا ; س ( ت , ، ) ه ج ت ر د . £ ( ، ) 

ن و |٠ ٥( = ° ب ( ذ س.١ (، E ٠ س٠ ء ى ت) عن ، ي ) ,v { x - ، ء:)'ا. ( ا

ه با ل ا ف ق ه اين يودن خطى از ا ل أ ى برتزرى بدون حتى ‘م آ ك  نيز ي

م٠ س وا . ناوردا جوابى ىت م . ر و آ ت د ه د ب كن ض ر للخواء جوابى ١٥)r(،, ن

. د ث ا ن ب و 7 = ا ب ن يس أ٣ كي ن ا ي T( م ip ب U :=  \(u p ى ب ي وا ج

ت. ئ ردش اين ناوردا د مىتوان ر ا ش ى مهم روتى ب ر ه ك ا  م

روش لكترو؛سآ'ذيكا.1در اين ازكارردهاى يكى د!د. تعمبم تنارنها ردىكروه

تصررهءست.

iii( ا .وف٤مار زنجير از مثالى م ا در ث ك ش ي  ينح اى ((خانه)) در آزما

Iى ما و مىنرف باز درها ساعت هر در .ببينيد ز ٣ شكل يد؛1قرإركرذته تاق ن

- ازاتانهاى يكى به خود نعلى ازاتاق بايد د كن ن كا م فل رن و جا نرض إين با م

ن جذابيت ميزان نظر از همكى اتاقها كه ا ك د ي سذ ه ٠د  زمان از درصدى ب

خواهدكنرإف؟ اتاق هر در ز

ىكذر٤٠ مسأله، اين حل بإى ري اين برإى M = (■وس) ،X ۵ ۵ 'ذ

ف٤٠ءذجير ٠مىبر.د ر به و دراتاق حاضر حال در اكر ىثود؛٠ معرنى ةر

ت آن ل احتظ 771و س شد. i اتاق در بعد دنعة كه ا كه كرد بررسى ن1مىتو با

ى ا فا ى نا M ع د منن ت ت ت I ١ يرإبر ستون هر مجحوع و ه  كجا هر كنون I :س

، د ت ى در يقين به بعد مرحلة در ه ك د خوا ازاتاقها ي بود. ه

,۵( سونى /حتعءل بردررهأى يرى٤بهكاء  ...P =  سودمند ۶١١) 

ش است؛ ت اين بردارها اين وي س ظ P[ كه ا حت ر حضور ل ا  در وأم اتاق د

ف ةV = ١ و ٠ > Pj > ١ بنابإين ىدهد.٠ ت٠بهدس ز معين زمان ي ٠ذ

ة Pju اكر د هن د ا ث ر مكان احتمالهاى ن ع ما ن M باشد، ن P = /بدىا 

ما مكان لهاى احتظ ت٠با رإ بعدى زمانى بازة در ن هد.٠ د ى ىد ك ر ك  ا

د شروع ١ اتاق از ق از ص و ?٥ = )١, ٠ ١ ٥ ١ ٠, ٠( آنكاه ٠ك ا  اول. س

M P ق دريايان صورت همين به .۶١ ت )٠ ١ 7١ ٠ ١ ٣١ ٢( ت دوم ا

M P  =  M xp :و ?٢ ت .Pk :=  M P k  =  M k Pi

تزد ىلها احتظ جستجوى در د م  آيا كه ٢٠سكذي مطح ز سؤال اين ٠ن

ل ردارهاى ا ت Mا kP = ٠٠ة, . .١ د٢, = / ش ت ل1ربردار٠م ا م خ



ى۴٨ س ١ شارة ٠١٥ سال ‘شررما

ت به ۶٠ آغازى  جنين اكر ١مىضذد همكوإ ۶ مانند ((تعادل)) بردار يكح س

lim .٠بهويز ونكاه باشد. M M kP  =  M P ۶ ء = lim M k p، 

M = ۶ يعنى P- س است. ١ متداروزة با M بردارويزة ،—يك ۶ ي

د هر ن ى ره همواX: ١ ب  وزة ر مغدا كا٠ي (زيرإ است M ويزة مقدار ي

*M ١١(بابردارويزة. . Mحد اما است)، )١١. kp ه  وجودندارد. هميث

=ماتري-ىكذر برإى حد اين مثال. برإى ( ; ) ) M كا((خاذة»٠ي به مربوط 

را ندارد. وجود دواتافى ك M حد آنكاه M ا kP ۶٠ از اما دارد وجود 

ل ق ت. ست  حد باشند، مئبت كبير) از توانى (يا كببر اعضاى همة اكر ولى نيم

ى احتمال بردار از و دارد وجود اير٤ ۶٠ غا ل ۶٠ آ ق ت سادءترين است. م

غ همكرإذى /!ى من اثباتىكه ن دارم سإ رأ  M ودن٠ذحلرىذير ازنرض ود

د. ا سف  كببر٢ اعضاى همة ما مثال در است. ء٣۵٧ ص ٠٢( در نمىتود، ا

. مثبت د ت  ز ۶ حدى احتمال توزيع ،۶ = كببر۶ حل با اينكه مىماذد ه

كنيم. ييدا

ئ از نيم مىتوا كه است جايى اينجا.  اتافي جهار بون كنيم. استغاده تتا

ن اى كونه ا ك ا ي د ت T ماتربعهاى با بايد كببر ه ij حضوردر احتمالهاى كه

i ك lPj ۴ و Pi يعنى ٠كوذهاى اتانهاى j ٠مىكذذ تعويض هم با ب! ٠  ك 

ود. جادجا T = ۶ بون ن ijPد. ٠)ءبر۶و؛۶( = ۶كبيرزا ه ا  آكه٠مىكذي من

TijP ى زي  بيردليل بنابزين، است.  مقداروزة با احتمال برداروزة ني

ل برداروينة اين يكتايي ا ت T = ۶ ٠ا ijP س  دازى P تنارن)) ((طبق ي

لآ ) ة ز و ل ك )٠ء٠ث ء , ء , ة۶= ء م ل ن راً د ه ك ست T = ۴ء + ا j Pi = ١. 

ه حال كا س ل تنها ۶ = كببر۶ معادلات د م ا . لآ و I مجهول دو ث ت  ا

i دستكاه، اين معادلة اولين  k ب : X ،يعنى است f x  =  Ty

t ب y ١ به توجه با X ت٠بع س V = ■١۶ ٠مىآي د X ٣۵ بنابرإين/ 

ك هر در آن ر ١ ٨/٧۵ و <كزى اتاق در زمان از  سيرى ى1كوثه ازاتاقهاى ٠ي

سه تقارن ٠مىثود ع مىتوانست بالقوه كه ز ى1محا ل د برهم درهم و ث ث ا  ب

ه ى1محادبه به د كرد. تبديل ا

ل ك طدع ١ ن ت يشترى ا س  به ازتقارن' بهرءكيرى برإى ٠مىدهد دد

ة كه طورى٠با اكرديم٠مك T مانند متغيرهايى تعويض بنبال و 9 قبلى سال

وق. = ۶-١لآةق۶ ثمن:با ن كس، ج جديد مسألة

ت وردايى U ا ب  باشند. موجود تقارنها از خانوادءاى اكر /ذتئل. تح

ت به بيثمترى اطلاعات مىتوان كأ مورد در ابتدا ز موضع اين ما آورد. دس  ي

ل معادلة ي ن إ غ ي bu جون ثابت ضزبب با حطى د  +  CU ؛ ”Lu =  an 

 صورت به كه ۶٥ رتتقءل عمعكرهش نم 'نمء با L اينجا در ٠مىكذيم بررسى

 بنابإين tمىشود جابهجا مىنوند تعريف )۶٥(بت)(لأ : = u{x ب ٥(

ى هر بهازأى ط ه  از ى1ييوسته كروه انتقالها اين .۶٥۶ = ۶۶٥ ،مختل

: تقارنها د سن  هستند: نمايى تابعهاى انتقالها، ويزة ح توا ۶ه۶يثم = ۶٠+وثم ه

fie.cx = درآن كه۶ىعه eca =  نمايى، تابعهاى اين آكه٠مىكذي ادعا

.٠ نين L ويزة توابع ذ ت ا ذ هر ىب ن ب ضع اين دادن ننا م طور يع لو ي ن ن س

ت در ما است) [ى٠كارساد ى كليتر حال رت ت هر برإى I آن د كاث  ء خطى ن

م با كه ما  با خطى تغاضلى معادلات أ؛٠مىكذي اثبات مىشود جابهجا انتقالها ت

ب ي إ وذههاى٠ذ تابت ضرإيب با خطى جزثى ديغإنسيل معادلات و تابت ص

ى ر ك ل اين از دي . قبي ن ت ه

x ; A) =  L e Xx(٠. e Xae Xx = غ د ربم ٠ت٠ت  دا

د );٥ + q (x = ))٨ ;x( ؟ (T a L e Xx =  T٠ 

)e Xaq x  A = ء * L = *ء٠ء T a e Xx 

ر اينها مقايسة با م مشاهده tX = ٠ د ىكذي ت اكر كه م كاثم ى ن ط  با ۶ خ

ا جا٠جابه انتقالها ك ذ آ ود، ره، بهارى ٠ث iq( = )/،٠; *٥ ه a X ت ر هعبا ب

= ; )A، . ه ) ح ت ن ؟٠ ( = جم اكر (A ٠ ة وب بن  q x  A) ؛ د و٠( ( = e ديكر، Xx

L e Xx =  Q e Xx ( ١۶)

ا ر ظ ا ن ت رإير آن م دويز؛ ا٠ ت ء وزة ع٠١ت ك س ٠مقدا و ا e ر٠ Xx ،A بدالآى س

. د ث ا ( د س٠(

ء = ه لأ د عا ست ا ر ز ا ن برإى ا١۶١ رد ك ى بيدا جواب ى ور از ٠ه طور به

۶. م + ب _ و ذ د س /6ت /r( — ح د ( ل ويه ؛ ن جوابى بنبا و ت به  ب ر و  ه

د =  غا س اا ب م. ب د ر ك س لأ ل) ز(٠( )١۶ا د ) غ د ء , ح٠) ا ،  = د

ل برإى ة ح ن معادل ك م ى بزبر رإ   = ٥ ه ك ى ريشه از ي ( ها

لا درمورد أ.٠مىكيري د ن معا ك هد ب  = ا نا ي ق ز ضإ  ا٠ًمىدهي تطبي

د ج ب fx مىكير_م و /Q = لآ غ[(د) س٠ ٠د ح5عد [ ر د / ، = /'•(•'■) 

ت. جواب يكط س ن ا راي ى ن1مىتو نرمولها د دا سريها/اذتكرإلها سان  نوريه رد ا

ى و ل روثها دي ب س ت ت رإ لايلا خ نا ث ز ا ن به .ب ل همي ي ل ت د س ى كه ا  سريها

س و نوريه تبديلهاى و نوريه ر همه اين لايلا ت د لا ل معاد سي غإن ب با دي ي  ضإ

ت ستند. سودمند ثاب ه هر برإى Q(A( مقدار ه ل ه طور به سا كان نعيين جدا

"رد. . سذ ( د ) ن و ر ب ب مخرج د ى ٠مىشود ظاهر جوا ها ر ش آن حف نغ

ى ه مىكذذد. ايفا مهم ت اين نكت س ط كه ا ق . با ن د ا ف س ت ناوردايى از ا تح

م ‘انتنال ي ذ ا د ه س ون ك جلويرويم. ب

ى ى اينكه بإ ع اين از نورى كأربرد ض و ت به ببيذيم>  م ص حال خا

Lu  =  au" +  bu  +  CU كد a و ٤٠ و C د تابت  درايتجا ىردبم.٠باز ق

6A +  c eXx+  IL eXx =  (aAبنابرين ٢A +  c+؛>aAد) = ٢  ٠.بهويز٠(

iQ( = ٠ اكر (r ٠ا٤آذ w =  erx ش .عادلنجواب L = ٠ ه u ؛ ت  حال ا

IQ( ص ٠ اكر أنكه {r ٠آذكا )u {x ) =  erx/ Q (r ى جواب د ه و ه  خ

ش .عادلة ه L نا u  — eTX 1سب. د Q( = ٠ اكر ذ (r ى  .٠(■?)' ص ٠ ول

ى با ٥آنكا ر ت )١۶از( مثتقكي ب ب و A به ن حا  A = /'’در آن مقدار م

L ن1مىتو u  X اكر نحو، همين به ٠كرد حل ز V كا٠ دوكاذة يثن ر ب

د ( = ٠ ئ ا ن آنكاء ب جني ر ؛)'( = ٠ هع ى٠دت اينجا د ش ق  از ت

ت ا١۶( ب ن و  به ن حابب ر م ر آن مقدا =  د  T ى ح خ  كه هىكذد مث

x e Xx = لآ ل) ف ( زي ب ني ش معادلة جوا ع ت، ه ى وا اس ى كه فعين ها ري د ر  د

ت ل معادلا ي ن ز غ ي ى غالبأ متدماتى، د ده1د يإ حكذذ وكب ج . ذث ت ا

ا ك ى تغاوت ي ك ن ه ر ب ن ل ر توجه جا ن نحوة د ت ث و ب ن ى جوا عموم

٠ = U ا U ن ن بي ا ن دا ي غ ا ز و ري ي د ن ك ن Iي ق ر دارد. وجود نا نا دا صي  يا

B عذ٠مىذويل  sin X ب u { x )  - A cos X ى بر كه ط غا ن بود خ جوابها ىف



۴٩ ت معادله/جرىكزد|ن حل يربار س

= (iU{x^) + (ى فيزيكدانان حابه در مىكذ تأكيد  c  c o s

د لانتفا تحت رناوردايى كه كي ٠مىورزد ا

ت ناوردايى از تمرين، ن عنو! به ستفاد. انتقال تح  برإى ى1ذظريه كرده، ا

ثابت ضزيب با دو مرتبة خطى تغاضلى معادلات

 ١aUjilT + bUnl + cun - (^)ر

u نيبوناتجى دنبالة دهيد. ازئه n ب + \U n i x  =  ?،n ٠ اولية شزيط با : Uo 

ص حالت يكا٠ ،أا١ = ١ و ا ات. خ

ت ناوردايى X ضرب عمل تح  H  C X ت ناوردايى با  ارتباط انتقال تح

 ثابت درمقدارى X iZ انتقاددادن با آنكاه ،X = € اكرقزردهيم دارد: نزديكى

. ضرب د و ت ل بررس به مىةوان ‘نكته اين ٠ب توجه با س ي ن إ غ ي د ر ك  اويلر عل

■t  V L' + '،ادوا 1 u  - a r r V تكه1يرد  X ب CX تجانسى ر٤ءمل با خ

.ىثرد٠ ناميله يلين تبديل نوريه تبديل متابه تبديل دراينجا مىثود. جابهجا

س عملكر لا ت اقليدسى فضاى در لاي  متعامد تبديلهاى و انتقالها تح

ن ‘ريمانى خمينة يكا روى مت؛ ا ورد نا سي لا ت لاي  ناورداست. ييها طوليا تمام تح

ت موج معادلة ت ناوردا لورنض تبديلات تح ش اين (انتهاى س  ببينيدا. ز بخ

ت ناوردايى كه است اين اساسس نكتة  نرمولهايى خود خودبه كروه، يكا تح

دارد. بنبال به ز بنيادى

ل در .كروههء نحت ييجيلهذر ورداييهءىL 1ت ئ ا  ممكن ر٠ييجيد م

ت ه وجود تقارنى ا ثت د با دا ى كه ن ع خي . نبا بديهى آن ربردن1بهك يا تث د  ن

ذا لى كروههاى اكتون ما رإكه اى٠ذظري لى سونوس م٠س  ازتفارن ئ كرد خلق ي

 معادلات به كالوا نظرية تعميم نظروى بهرءكيرد. ديغرإسسل معادلات حل در

ل رنعي ت به نظرية بود. ليق  اهميت لعابه 1ذوق رياضيات سرتامر در آمده دس

ل ليفرا معادلة كه كنيد ملاحظه مثال، اولين بهعنوان است. كرده ييدا نعي

V b (تجانس) متفير تعويض تحت * Xy ،X H  Ax ر به(رى  هرمقدا

٠ > A .اكر ديكر، رت عبا به ناورداست )y  = (/?(x كأ آنكا. بانمد. جواب ي

)Xy ip(Ax ن نيز ني ست، ب س ا ip ي Xx)/X = .ع اين /ل ض و  به وإ ما م

 ناورداست: تجاض اين تحت و(ردكاركذيمكه جديدى متفير زدكه1ذكرمىاذد

= 'XW معادلة در ٤٤١ صورت دراين U = ع٤  a mbwr)/(c  +  du X)—w 

ى ا ىكذكه٠ صدنى ز ا ا د ل متغيرها ج ل فاب . ح ت  I=ع معادلة ا

ع ز I رنى تقا زى Iد س ن ت تجان  ax ب by ب P ٠ خطهاى تقاطع نقطة به نسب

+ I cx + dy - ٠ و  q ت ن لى - س جيدة نرمولهاى ز I بسيارى داد نتا  يي

 تحت ازناوردايى خاصى ذهوذههاى ديغزنسيل، هاى معادله حل برإى موجود

د تقارنها ١ا كروهى ن او كارهاى .همتن ى از بعيارى كه داد نتا  تكردها

ن روحية باختن باعث كه ترساننده  ذموذههايى ىشود٠ كارشناسى دانثجويا

Iد ازتقارن زبهرءكبرى ن ؛ ساده جندان بعدى مئال .ق ت ي  اندكى بنابإين ن

كرد. هيم خوا عمل تر باقاعده

ل به غيرخطى ىها معادله ك =  ش  دركاربردها تهكز  

ش ل به (»اءت)/ درأبها كه خاصى حالتهاى ‘نمونه بزى مىأ.بد- يي ك ش

1. Melliu 2. isometries

x aub ? زيكا1در است |x|و رذي ر٠إ (معادلة حت ول ا ذ ت ط١د زمحتل ذالي  ا،أ

ى هندسة و ن ما د ري م ىه رة اختصار به ما .مىاًيذد ييثى ب ربا د

A u x ce u ( ١٧)

ت ازنظرتنارن درللا ن ىكتيم.٠ بح ج ى رهيافتهايى هر رل م ى ا ى بإ و ج  جت

ل در ‘دارد وجود تنارن س ع لأ و س ىكذء٠ س ن زنن؛ حد رد ك دا ري ك ا

ن به تقارنها ى هما خت ة حل س ل ،با اوليه سا د ج ش رو اين ث ذمىكذد. كمكى هي

Iت مم ب ز ل به تقارنى كروه بنبال به بايد برمىاًيدكه جنين )١٧( ز ك  ن

)H a x ,u  + A (لآال) : G ،متغيرهاى تعويض يعنى بكرديم X =  a x 

د ن = لآ + و رأ د ه ك ز ة٠ ة و ى ت <  نرض كنيم. امتحان هستند ثاب

؛٢ح كنيد -0 . . . = + 1 ت لايلاسين خ = ة٣ا١ ى٠ متغبب. اين به نسب  ا

د. حديد ان ٠x| جوابى ii(z صررت دراين ب |ce^ j|١] -٢e A+Ail  =  [a c 

س است. مبكير اكر ي = A + ٢(lna لدا و ٠+ء٢دغ = ١ ب  —(c، أنكاه 

)t، (x مقدار هر بهارى a جواب يكت )اكر ديكر بهعبارمت بود. هد خوا )١٧ 

u =  p x أنكاه باشد، جواب د u x  — (c +  T)lna =  f { a x نيز 

u ب )c ب ٣(lna ،a < ٠ هر به(رى يعنى است، جنين x ) =  if{a x 

ت تنارن كرو. ر G(i + ٢(lna( از است عبا : X U  H  (a x , It — (c

ت a - ١ بهارى اين كاث است. همانى ن

ث، دامة(بوإى ح مكه٠ يادآورى ب ذي ن ىك س لا ت لاي ح دمتعا كروهت تIوردنا م :س

u باشد. جواب يكط xt(x( اكر {R x ى زبإ ن R متعامد تبديل هر ني  جني

ل به است معقول بزينبنا است. ا ب ن ى جوا ب ها ى ب ص ل به خا ك  ill = ('؟),/؟ ث

= T| با  |x ناوردا متعامد كروه تحت كه بكردبم . ن ت  لايلاسين نونتن با ف

به كروى درمختصات

ر كه مىرسيم ند d آ rاU '  d u• د ى م1م ي ه ذ ن ك ه اي دل عا ت م ح ى ت غ وي ع ت

ى ها ر غي مت

)١٨( lna)٣ f a r u u { c l 

ى1به ناورداست. ى ثابت، JU و T ز مأ تعيير ز a وفت ىدهي ى )١ ٨( م  در خم

ف it ،۶ صفحة ت طبيعى ىكذد.٠ تعري س ت ا صا خت ى م د ف جدي م تعري ي  كن

ى خمها اين درآن كه . قائم محور با موازى مثلا زمتى خطها د ن ن ا كا٠ ما ب ب

s + ٣(lna( تابع ( a r , u  —  ( c ت ))a ), u  (r , U ) a  U ٣, ١(r.٩ = )؟. 

ا هر وى٠د كه هيم خوا مى ك  انتخاب بزى توابع اين باشد؛ ثابت خمها اين از ي

ر آن لى٧ ٠ك خعى ر داريم قإ ديكر تابع ىرود•٠ دكا

)lna)٢ Ii(r (r , u , a ), u (r , u , a )) =  v (a r ,u  — (c t = '()

ا بهعنوان ك رمادتد. يازقر ي ا اين روى ن ه ب طورى و بهكار ف حا  ات

ود٠ ق كه ىئ ت ل باشد؛ د برابر ها٠خ اين طوو در V سويى ش ر ۴ شك
د. ن ببيني زي ط ،بناب زي ت عبا ش ز اند ر ا

(") ٠ = ١. ة ا „٠„ ' ة1-
I. Ernden-Fowler



٥! ى ض را ر رة ٠١٠ ل ما ث ١ شا

د به م  كرد بازنويسى زير صورت به رإ اينها مىتو)ن زنجيرى ناعدة ك

)٣ =١ )٢٠k  +  rvr — (c , ٠ئ = ٠)٢و + TSf -  (C

ن كه ى غيره، و و٣ درآ . جزئى مشتقها د ن س ه با ه د ا سف رى بردا ازميدان ا

; ء ا ا ;٠. ا ئ ب ج أ ئ - د ذ : v. ء : = h

ت يع ر ؛٣٠(نيم توا مى س زير مور زنو كنيم با

= \V v ق.رآ = ٠ ١

V ربد ز ز٠سهءي م ك ي و ك دا مختصات اين در مىذامذد. تقارن ت با جدي

رد٠ جتين ؛١٨( ناوردايى ؛ا١١از( اتكزلكيرى  ىئ

)٢١( s =  s , v  =  v  +  a

ى ص جواب ب ى خا ه =  ' دوم معادلة بزى بدي  In ؛ ت  يمك ا

ر بديهى جواب =  ؛ ٢( ديك ت —  ق هم اًن كه اس د ا است. م

ت ؛٢٠( اول معادلة حل ز ر ت س  حل بزى متعارف رهيانت ٠|

٠ = a x y ) i  t  b x y)Tpy اض و- ijj x y ت عبارت از ا

ل عادلا ح ل . ي ن ز غ ي ى د ل عاد ه ت ب نوشتن ئ وا ل ٠ب آن ب ك ت

c *s ip x y  =  C انتكزلكيرى تابت . ت p اين ا x ,y اين جواب 

ل معادلة ي زن غ ى با دي ها ق ، جزئى شت ت ن ازآن هرتايعى هازطوركه ا زبني ني

I + ٣/(٣ جواب  نظر ورد٠ دركاررد است- ت عبارت   از ا

In r  +  c )٢ +u - ( cودرنتيجعInT)٢ +5 := V;(f , u  M+ ( c.

ض ن٠ب ديكربزى [ريا رد و ستآ  ) ١ ٨( ازمعادلدهاى ز ٥ است: اين )ع٢ا u( د

رد ك ت ٠حدف د :د د ري و ln آ r )٢ + ln ۶ =  u+(c )٢ +C( . ة  تاح ص +

In 1'itt )٢ ( ء ى هر طول در و = ا ] ثابت خمها زاين I ي ت  تابعى هر بون .ا

ش نيزهمين از؟. ت ٠بهر ازاين؛ذ*طافيذيرى مىزان ‘دارد ز و ى ج ء وي

د خابكرد. »٠«ا ت دراين ا;ت ا خف »٢(   ٠يد جد م + ء)  لآ. =  ا5 = ب

ى از سس مبات حا ت بدون كه م ح ، هم ز ت ي ي متوجه ن و v كه٢سث { s در

e V — )ر ٢أ;ا[لآ c( — ١)(٢ — V :  (n 

ق د V d كه ىكذد٠ م v /d s  ن نا. = عيء/رأأيء٢ و ل معادله اين ب م  شا

ت. V حود ع ي ى با ن w جايكدار v ن ازمرتبة عادلهاى٠ ب ائ ح ر  ٠(لا)وئ ب

ى ىآيد.٠ ٠بهدست ى ‘71 ت ٢ ونت ت يعن س ر در ىكه د ى از حألت ظركاربرد  ن

د.٠ ساده ى ملاحظه! قابل طور به معادله اين ٠ت1 توجه مورد ر ىث

ك ل تكزروين مفيد، تمرين ١ي ي حل ل|٠ه برإى ت ع| ر U = لأ  توجه و  د

ت نكته اين به ى آمده، ت٠بهد معادلة كه ا ه١٢ =  وتت  باز يعنى ٠ي

ط از حالتزكه در هم حا ر كاربرد ل ت، مهم هندسه و نيزيكت د  طور به اس

ى ر شمكي ستفاد. با ٠مىشود ساده ب ن ا زتقان ى ن1مىتو ا ل ئ ل 1( سا  كه كرد ح

ذا آن بدون ذيرذد.٠حل

ى ك ى ي ها د ربن زكا ن ا حمي  انفجار اولين انرزي محاميه تقارن، نكيز بز ت

سو زتقارن  بهرءكيرى با تنها كهبود تيلر توسط اتمى  زهكيرىهايى1ذد1 برإسا

ت صررت ى روى از كه كرن سها ن دسسرس در عك ه انجام همكا د  بزى ٠بود ن

ن شرحى ملاحظة راي و ]٣( مرجعهاى مزجعهكذيد. ؛١ خصل ٠٣[ به زمينه د

زتتارن بهرءكيرى و،كى٤ج ]١٢[ ر ا ت د لا ل معاد ي ن ز غ ي ى د  ز جزئى و عاد

ا ن مىدهذد. ن ن

ل شترمعادلههاى٠بي وتر.٠ تضزه ت) سب ز غ ت به ((طبيعى)) دي ر و ت ه معادلا

و ز لاك ز ويل ر ا ب د ا باورند اين ر خيليها ‘درواقع ٠مىذوذد ظاهر وردشها ح

صول از اسسغاده با ز بنيادى معادلات بايد ره هموا كه ى ا دث ر  صررتبندى و

ا نوتر امى قضية نمود. ن ة يكن تقارنى ازناوردايي بكونه كه ىدهد٠ نن ل  سأ

ى، ى اتحادهاى وردن س د.٠ نتيجه بتا جديد قوانين ازجمله اما و د هر ىث ن  ب

ه اينكه دانستن از بعد م اثباتهاى مىتو!ن كرد ثابت بايد ز بيزى ب ي ق و س

ا بقا قوانين اين بزى كوتاهترى د ى ‘نظر د طبق ‘كرد ي نا ر ت ا ر ب و ععينت

ت. س ى تقارن بهعلاوه، بنياديترا وث ر بتا جديد قوانين ييداكردن بزى ر يا خت را د

ك. ر رد. ىكذا [۶[ م ، [٧] ،[[٠]٣ ].١۴و

ر رزتقأرن٠ث)رسغءد ده بزى ديكرى زه (ينجا در . Jj دمة مط د سفا  ا

هده ز تقارن از ممىخوا ٠مىكذيد منا  معادلة صحيح ىجوابها همة هي

2ت٢-٢لآ٢ت١ )٢٣(

وا ذيد1مىذو امتحازكردن با بيابيم. ز ب ن د. ز y ٢ iX ٣ جوا كني دا  آيا يي

 جوابها اين كنيد؟ ييدا ز جوابها هث نيد توامى آيا همممت؟ هم ديكرى جوابهاى

ى نقا عداد نجكة از ط ه صحيح ا ك د ت س ى روى م ول رند )٣٣( هذل  .قزردا

( ء , لآ ) م ي وب ذ ى ل‘ =: م / ىوبه٤(مد)ح ت: أت — ٢أ و ج ىجت رن تنا

ى بزى ول Q = ١ هذل { X ل بد مىيردازيمكه ك ض د ش ى تعوي ط خ ر ي ف ق

R  : x y   (ax b y ,c x d y د ن ا س با و ب ر ر ما ? = ( ج ه ) 

ه تعريف د ى ^ هيم حوا مى باشد. ن ز ر)حغ دا Q = ويعى(مي { R X به باشد؛

ى ن ؤ بد حور-تر' با ر ك د ا ب ى دن غت ري د و ى٠خ . Q دوم درجن فرم )R( ا م ي ت ه

و ت ب د (1ا ب ا و ج د . ر ك ا و م ي ك ا د ي ز ^ م )١لآ,١ذ ز١ = ل ا Q = ١د ( X 

ه ت ن ا د ذ1ب ا جم،اً ا١(٠1٤ق ه ل ء,١, +١ء ة )١لآ ه R\ = ل X := ى٢ ب وا ج مد

1. G . I. T a y lo r 2. P e ll



۵١ ت كزدان عادله/جرى٠ حل يربار ش

Q( — ١ راست،زيز٤دي R X  — Q (X ١ - )x ٢. . ن ين، بز بنا ) خت سا

ه٠ ر! امكان اين ما به در هدك ى جوابهاى ازلاى ىد . جديد جوابهاى تبل م ي ز ا ب

ى تنارنهاى ى ها يختى ر خود اين ها جمل Q جذ (X ٠دربرمىكيرذد رإ

 ي1جذدجمله تقارنهاى يرذدة٤درب متعامد) (تبديلهاى T لوزنهاى همازطوركه

P =: ل٢ + لآ٢ آثساتر ( X زيرإ هستند P T X  =  P X و x ا ١ 

د، مبدآ مكز٠ به دايرءاى روى ى1ذقطه Xy := T\ آنكاه باث X ديكرى نقطة 

(ست- د|يره همان روى

X بديهى، تقارنهاى ما دوم درجة ى1جذدجمله مورد در H ±x و

y H  ± y . ن ت ى ما ولى ه ت بون ا.٠سخواهي ازاين ي

1)t  dy ( ه Q - ٢ت R X  =  (ax + by)r 

cd + &)٢ — ٣ي٢/إ(٢ xy — ٥٢ — ٣ه٢ت(٢ + ٢)٥٥( = 

ط ر Q ن R X  =  Q (X ت معنى اين به  .٥٢ - ٢٥٣ = ١كه ا

٢ = ٠cd — و .٥٢ - ٢ى٣ = — ٢ و ٥٥ ه طورى ر ٥ و ٥ ا ك م ي  در د

ط ر ت )٢٣( اصلى معادلة همان كه اول ث  شرط دو از )نكا. كنتد، صدق ا

رد٠ نتيجه ٠ ماند بافى = d ىث  ±a تقارنهاى همة ازاينجا .٥ ±٢0و R

.٠ بددست دومعان درجة جندجملداى ذ ي ىاً

ى ى ز د م ا )٢٢( بزى كه )٣١ ٢( جواب از اسسفاد. داريم، ما كه مت

ت كرديم بيدا غاي ن ىكذ؛٠ ك زي ،٢ه، = ٣ بنا ء =۴، ه  يء = ٣=

ز ا ا م . ^ = ( أ ؛ ) ب و وا  شرع X\ =: تع)١,2/١( = )٣١ ٢( ب

. م د . با ر د ا ف س ا اين از ا ب ا و J[ = )١٧٠١٢( جوابهاى ب r  =  R X 

)٩٩٠٧٠( = R X T = دا )٢٢١ زى دإ. ض. و *٣  بون ىكذم.٠ ي

ى1 و deti? ت ١ ضا د R ء عدأ ح ا ع د ص ذ ت ئ هم ٠ه تا  معكوسرء هم و R ت

ط R ١ آن د شبكة ذئا عدا ح ا ح ط به ز ص قا عداد شبكة ن ح ا ح ىبرذد.٠ ص

ت ى دو R نكاش رك س مهم و د ى دارد. هن  نتطة دو اًذهاا تشرح ز

x y  = =:  و ١ :  x r , y r ت شاخة ذى٧ ت س  ء) < ٠( ا

ى ول ٣y - ١ هذل  — X ر م نظر د رب ىكي ة اين ٠م خ ا ت ث ت س 1 ز ز

د ب ت ١ مىكوي؛م ٠ا ي ؛ ر ت  د م١ ا ي ي و ذ ى  لآ-١ > ١yr   م

ى ها ه س وي ء : اينها ه ذ ت

٠ R ه خ  ٠اًذكا باشد. r ى٠رل V بون ذغطهاى اكر ذد:۶ حغظ  تا

RV است. جنين نيز

س٠ ز " «٠ L V i S v b ٠: ذ ك V ى  X V x jl ٠ ٠ا٤اًذ ٢ X ٠ ١. 

جهكذيدكه٠ ن ء و زاي ها ن د رد. وي ة زدا ز و ى ب ول هنل ز ىا ءا س و شتي كا  ن

ش به ت، خود ل د به اس ي ة همبندى، ل خ ت ثا س ت م ش به ز r يعنى ز  يا خود

ة به خ ا ت ن ب س رد٠ ب ى تصوير امتحازكردن با .ىذكا لأ٠ نقطه، ي  )١١٠(ث

. د ه ا ن ه٠مىكذي م ك صرر اً ت. rدر ت س ن بهعلاو. ا و ى ن عنوا به R ي ت ن ا ك  از ن

ت، رلآنين وا صفحه نمام س حديد ا ت. وامدنينير نيز r به آن ت س  R بنابزين ا

صة ز ا تابعي ن عنوا به ى y مخت ^ r ى يكنوا طور به ت1 نزولى يا ومعول هم ٠س  باز

حديد٠ نتيجه )١١٠(تصور امتحازكردن با هت مك ري ىrبه Rىكي ع ى تاب ود  مع

ت. y مختصة از س ن اين ا ا ن هد ن ىد ب R كه م ى ز رتي ^ r ىكذد٠ حغظ. 

ص جواب ب X( =: )٣, ٢( خا ح جوا حي ى ص ن با مثبت ري ت ك رب ك

 بدان اين ،X. = )١١٠( اكربنويسيم لمةاست.١ بزى مثبت ممكن مقدار

X كه است معنى  X X ج و X بين ديكرى صحيح جواب ه و 0

ن ندارد. وجود  و tQ( — ١ ب R X  — Q (X  كه ىكذيم٠ ملاحظه ١

)٠ = )١٧١١٢ ز٢ ت: ١ ي ذ  هورت ين٠بهه است. )٢٢١ بزى جوابى إ

.Xk :=  xkiVk  =  RX k  =  R kx ى1به ح عدد هر ز ح ت ص  مئب

ik حح جواب ر از جوابها اين است. مثبت ص ك دي ك  مختصة زين متمايزند ي

ى آنها  د و Xk X Xk  بزينبنا است، س

حح جوابهاى تعءنم اينها بهعلاوه، . مثبت ص د سن  ديكرى جواب (كر م

ه وجود Z مانند نت j زى1به آتكاه باثد، دا k ى س ت هيم خوا منا  داش

١+Xk X z  X Xfc ١ بنابزينz  R بون و است ديكر جواب يكط هم 

R ب ى روى نقاط رتي ول ظ ز هذل غ مىكذد ح

R - \ Z  X R Xk  =  Xk ب Xk  =  R - \X k 

ن جوابى دذد،٠ اين باادامة و X ب X ck».R kz ت - هد  زين وريم،١مى ب

RT kZ  X R kXk  =  X ؛ X . =  R r kXk 

ع اين ض و ه اين با م ك ت عي ذ ب X\ = تع)١لآا١( = )٣, ٢( وا ى جوا بن  مث

صة كه بود خت ن دوم م ن حد تا اً مكا ا ا ك ب و ت. بود ك س را ؤا ا - ا جه ذ  نتي

ريم ٠z كه مىكي  =  R kX ى عن ر ي دا س X.م ل ي م ع ز ^، ا ر ر ك  تمام م

ح جوابهاى ح هد 1بهدست ز ص ىد ٠م

R سماتر k ن ز لا ح لور٠به أن ذطرىكردن ا ست ر ب م حا كرد. م
ر با زكا ت اي س يد بدد ىاً SA م kS = ر كد و س A آن د ر ت  نطرى ما

ى به مريوط ٢y IR وز؛ مئدارها ت ٣ ± ٢ س S و ا س ر ت ما  كه ا

ى أن ستونهاى )١ ١( يعنى متناظر. وغزة ردارها غ \ / : آ د ن ت  بردارها اين ه

ى مجانبهاى ول ص نيز I هذل خ ق. ت ' ى Xk. س م  - R kx نرمول از 

ح ر ر ه ت ز د د د ب ي اً س

-٣- ى) ) Xs ب )٣- xVryk )٣ + ء Y)k + ٣(

/ ا ٢ ’ ١ ( = **
)٢٣(

ن بالا فرمول ئا ن لرمولهايى جنين كه د٠مىد ن ك ت س س و — يجيدءتر ا

د. داريد انتظار ازاًذجه — ر٠ثايدكمذايد  اين در نرمول اين نايدة يشتر بائن

ه1 ك R ريف٠ذ به ت i 00 > 00 زى > t—. 5-١ هورت بد‘R t = 5 A 
R بنازين د.٠مىاجا a+t =  R ’ R t

. با د ا سف ب ا حا م ز ه ى1ا ن ٠مثاب م ييداكرد ا ض ت ى متغيرهاى تعوي ط  خ

x ax + t و t IX + Stة٢أءة/ — ه٢ة٢تة/٢ علكرموج كه 
ى ىكذذدا٠ حغظ ز ت كان ت ثابت متدارى C ايئجا در است. سررا  ا

ف ر j يا ورت٠ ا j ق عدأ طب م زنجيرى ئا ر ا  د

ه) - ه٢ه7>،'تلآ(  W،، - ه٢لللا = )٥٣ - ه٢7٢ء،'،لأ( + ٢ه
+ ه)٢ه-٢ه٢,ل'للأ(

ز ي ز أ  ^.٢—٥٢٥٢ = —٥٢ و هلآر—ه٢ه7 = ٠ .٥٢—ه٢7٢ ت ١ مىخو؛هيم ب

ب طورى ز ٥ و 7 ابتدا خا ر  ‘٥٢ — ه٢7٢ = ١ كه ىكذيم٠ انت  قإ

ىد م٠م ± ي ±7 ٠ع = ه ه ت اينكه زى P = ء ه  علاسهاى شود حغظ ج

م.٠بهكار ة ري ن ى و ٥ ٠ - ٢٥ = ١ و ٥٢٥٣ — لآلم٢ = ٥٣ ب ٢.



٥٢، ى ئ ؛ ر ر ١ شارة ،١٠ سال ث

ت وم٠لر p. ،٠ cosh. ٣بوي كد ا  =  csin h ى لآ س دا ر * 

ىكه حغبغى ت عبارته ٠مىكئل حغظ را موج عملكر تبديل  از ا

. ) ،csin h( ؛ . ) !cosh( = ت' 

)٢۴( . ) ،sin h . ) i  t  (cosh ح( = ،'

د ز اين ب ل ن ض ي ز ر ا ل ذ د ذد.٠س ب ى ت ها ض يل ر و س طول ‘ل  نو

d — ت٢أ،ي x x = ٢ cxdt — أ dx := ضا-ز در نيز ز ل.ه٣ ن٠ف ن ا ف  ح

ت و موج عملة مطالعة ودر ىكذذد٠ ي ب رند. دا اساسى اهميت خاص ن

ت در ي ب ص، ن ر. تعويض خا ت م را ا ر( ي  نظر ز ا كه ذيا؛:,-ى مترز يا با )٣۴د

ى ك زي ب ى ن ن ، رتردا م د ث ا ر ب ك ن وث . آموزنده و ر ت ر ا ك ت با X محور ا ع ر  م

ت ت  ثاب ب ا٠ X محور د ن د ذ ك ت ه ، X محور روى كهناظرى بزى ح ت  ا

V = ! ' / ، ف ' ا تابت ر د . ! محور بر ! = ٠ ب ت  نرإردادن با اما ا

٠) ر د ! د٣۴= م1) ري

 tanh = ا - 

س

. =  / - ١و  .  =  ( ^ / ) / -  

V ستفاد. با  ب  )٢۴( لورنتيى تبديل ل٠سزاذي اين از ا ح ر ق ب ر س

ز.ربازذو-سسكذيم هررت به

 + Vt V c.r)x t ، ,

ء - - 

د وجود روش ج
ا جواب وجود به رسيدن برإى مختلغى روثهاى ك ت در معادله ي - دس ت  ا

د كرد. ييدا ب جوا برإى ((اده)) بيانى نعود سعى بايد ابتدا ي ا مكا1 ن ك ه رب كا  ين

ى ىرونها از برخ .با ممكن قزركرنتند بحث مورد اينجا تا كه ي د  بحث در ن

ود رى نرض زير جام ممكن جاى ايزكارتا ن ه ان د است. ن

ش وع٠ دو ت وجود به رصدن يزى لا س رد  جواب كه لاشهايى است: د

ى ص ط كه وآنهايى ىسازذد٠ ز منح ا وجود نق ك  ىكذذد.٠ اثبات ا٠ جواب ي

ت رهيا دو مثال، ن عنوا به ى محض وجودى ن  ازئه جواب وجود اثبات بإ

 رنو متعا ساختنى وثرا٠و با خواننده كه ىكذم٠ نرض اينها بر علاوه كرد. هم خوا

ى ثابت نقاط از دراًن كه لى متوا نقريبهاى ها ثت كا ى ن ف ا ب ت ن ده ا سفا ود٠ ا  ىث

ت س ننا ش اين .آ ه زثه ا رى بسيا منابع در د د  اينها از ييثى بايد و است ث

رد.كفتة امتحان ه نيد مىتوا ((وقتى بياوريدكه خاطر به ز وايل هرمان ت ل  ى1سا

)I ى ى1روذه با ن ت خ  وجودى استدلالهاى به كنيد، نصل و حل صريح ا

ل Iكفته اين دريرتو ندهيد.)) رخايت محض م ى رهيانتهاى دربارة ا ن ت خ  ا

ش در كه ى = (ييمانة حل برأى غيرساختنى و  بحث مورد ١. ٣ بخ

.اسست مفيد قرإركرنتند

ى٠لاث ١.٣ ى. ها ش رد د و ل . ب مأ طل ن بدروننى را م  نرض ننا

ىخو كنيد هاى معادله دسنكاه هجم1م

٧- = x y Xy  ب x r

س٠٠٣للء ٠ء = ۵ + ء أ

ا ز ي آ م. ي ذ ك . اين حل كا ست ن بيمنتر بصيرت بدون دارد؟ ب جوا د مك ت م س  ب جوا ا

د. بديهى ٤يرسثر اين ث ا ب ن معادله دو اين اما ن د بيانكرآ ن ت ن ه دا رإ هك  تابع ك

x  ٧! — ۵لآ xy  ~  Xyesinx  ؛ —ء/ا u x y  :=  x f 

ط با ظرند متنا ما معادلة بهاى جوا سى است. صعر قا  ل٤ء;)٩ y( بحرإنى ن

ق بديهى س ز هر ا را د دأ ن م دور مب ي ر ر لأ ن ي ز .٠ ب د و ى بنابزين ىت  نتطدا

ن ز خود مينيمم ر مغدا U كه دارد وجود x 5 هرأ ( جون رآ ر د ختيا  .ىكذد٠ ا

هد. رى دسسنا به هايمان معادله بوإى بى جوا مينيمم اين  اينكه مذخصراكردن د

ت هم ديكرى بهاى جوا سى زمند نيا نه يا ه ت. مغصلترى برر س ا

ث اين  |زمعادلههاى برخى اينكه اثبات برإى است سودمندى تكنيكط رهيان

ل ه ديغرإني مين م ه ك سث كا د  در مستقيم روثى (( ٠روثرا اين رند. دا ب جوا ي

ب ود.٠ ناميد. وردنها)) حا ش در ىث  معادلة ىجوابها كه ديديم ٣٠٢ بخ

س ى U: ا شرط با [؛ ناحية ٠يكس در U  ٠ لايلا ط ،0 مرز ^ قا ن

حإنى تابعكا ب

)٢۵( I (u l u \)d x d y ر ( لا )

ى ثراا٠بح اين ابتداى مثال ييرو هستند. A = ٠ جواب يكة كردن ييدا بإ u 

ى به بإبرند ا مرزبا روى تأبعهايىكه هعة درميان ىتواذيم٠ و ج ى جت م م ي ن ي م

ف ر تابعكا ذأتغىبودن بيرداريم- ر بإى ا ود٠ ب ص ىت خ ن ن ي ن حكم ب
 براى جوابى وجود و ىكذد٠ اختيار U مانند تابعى رإ خود مينيمم  كه كند

٠ = Uش مرزى مقادير با ح زيي ه داد. ا د ، اين .رسدمى تاتبا به ن  حكم

٠مىثود ناميد. ديربكفه اصل

س ى طور به ريمان ازاينكه ي ر كي م زدرآنا دركارش  اسثدلال اين جن ي  ل

ط ى ((اصل)) اين كه كرد خاطرننان وايرنتزس برد، بهكار مختل ه دي ت ب ي  ن

ى رد زيرإ ل ئ ا ه، س ب ا كا1ت مث ع ى ب ط ظرمتنا ر  ردةرد و است اينغيمم زى دا نق

ى تابعهاى م م ي ن ي م ر ا د ت م ز جا زجمله I — همكان اين وجود با ٠ذمىكذد ر ختيا I م

ن نتاج كه باوربودند اين بر - وايرتتزس س ريا - درست دراسا ن ت  اين ه

ا در |ى٠شبرإعكذذد عامل موضئ ن  ى انتها در كه بود آناليز مبانى زى سا ف ث

. انجام نوزدهم قرن د  ١٩٠٩و ١٩٠١ در هيلبرت كارهاى با وايرشتزس ايرإد ث

را رنع د . د ب نيجه تنكر ،زميته ين ن  بزرئا ن Iمرد ى ها خطا (( ;است وجه جال

حتزم نابل .))ذشترذد٩ثمرب كوجكا مردان درست إنكارهاى زيرإ ذد1ا

ب ش وردتها حا ن جواب اثبات برإى است قدرتمندى لا ت ن ا ى ب خ ر  ب

عادلهها.٠

ث ٢٠٣ ى٠لا طة ها ت. نق كا٠ ثاب ل ب ى ديكر- مأ رئ دخوا ى٠ كنيد ن ه هي ستكا  د

ى معادله ها

Xx +  y e ' - s\nxy

٧ ب ا٢ ب  y t
Xx y

x)  + ١٩تتتع ۵(لآ y -لآ٩ ٣٠بأ + ٧١ت



۵٣ كزدان معادله/جرى حل يربار ف

. ز د ي ن ك د م آيا ح ك ح ا٠ ل هم دارد؟ وجود جواب ك ز ب برإى با  اين (نزد !غل

ى وضوع٠ دبب . ب ت ب ا ن م . ها معادله به ن كا ا به ها معادله . . . ىكذيد٠ ن م  ن

ن سرإنجام ئ ت س س ه اين به ا غتيدك ربي ك ل به رإ اين ن ك ) ن د  تيرء = 7(

ر ه ب ك د ب ن ب راً X د y = ،تير L س ت ى٣  ٢ ماتري ب سم ت ج س  ا

Fو { x ت م س ت غيرخطى ق ت م س ت. ز س سى نكتة ا سا ت اين ا س كه ا

ل ۶(تير) بردارى تاح غ ت ) > ١ ٠ ٠ درواخ ازميركرأندارات. م * ) | |١|  ء|

س وارونيديراست، L ماتريس بهعلاو. ند)رد). اهميتى ما برأى (مقداركرإن  ي

ى X = 7(تير) نمادى صورت به رإ هايمان معادله نيم مىتوا وي زن كنيم با

ر كه ١(تير) آن د ى ز 7)1( اكر .7(تير) = 7_7 شت حة نكا صف  ٢ (ز

ش به ر خود مبكير نظر د ه ٠ي ت معنى اين به تير = 7(تير) معادلة آنكا س  ا

ب كه ش كه X جوا ى ىكرديم٠ دنبال ت L ي ت ء ش كا ت. T ن س  جون ا

١٠٥ < ( د ) ا ا۶| ه٠| مك ذ ى مانن تابتى بزى ىدا ل ء ن ت، ح س را زتي  ا

T (A")H <  R. | م ىتداذيم٠( | ي ر ك به ارتباطى اين اما R =١٠٠٥٠ ب

ى ندارد). ماست نظر مورد قعلأ كه جيزهايى ى نابرإبرى يكط ي  ييدا ١ييثيذ

ه وجود ما معادلة برإى جوابى اكر يم:1٠كرد ثت ة قرهرا در بايد باند، دا  ست

؛اةر } ؛ | | أ | | = B ه قرار ت ن  B توى به ز إ نقطة هر T جون باشد. دا

ىذكارد.٠ B توى به هم رإ B خود ٠بهويز ٠مىذكارد

ة نيم مىتوا حال ي ف  كه ى1قضيه بطلبيم! كا٠بهكم ز بزور ثابت نقطة ق

ضد٠ اثبات تويولوزى دردرسهاى معمولآ  با زيركانه اثباتى ملاحظة (باى .ى

ده حفا ستوكى| قضية از ا  برور ثابت نقعلة قضبة .ببينيد) رإ )٧۵ ص ،۵[ |

م جنين ك تنكا هر كه ىكذد٠ ح حه ش و كا از ي  بايد خودش به سسه نروس ي

م ك ح ى ب د. داشته ثابت نقطة ي ث ا  در كه است جوابى ثابت نقطة اين ب

م. اًن جستجوى سي م

ر ثابت نقطة قضية ود ى به Iو برإور قضية ، ثا ها ا ف  نامتناهى بعد با ق

م مي ع . ت د ه د ى ن م م اي مي ع ج ت يا حت  Bاكر دارد. خشردكى اضاني نروض يكة به ا

د باناخ نضايى ث ا c 5 ب B j، ت آنكاه كان ن ن وت T ي  : S B .رد  فن

ت g 5هرمجعوءةكرإذدار اكربهارى ا  C، سة مجموعة /g(ي رد. )  نث

ى باشد. ضا مثال بإ e( باناخ هاىن (S S( و ١ ١(C  ييوحة توابع يعنى ،١

ق توابع و تناوبى—٢۶٢ شت م سن و ى تناوبى ينير ي  زمهاى با 1; 5١ دايرة ^

بكيريد: نظر در نمعمولنا

لا| ع) س٠|( 11،ا11ء)ت)١( = ٠٠ء

m ا(ء)'ئل| ax + لآا ساا٠٠ء)٠( ت ءلا؛ثلآ |(ء)  اا

ى شايد د بإ ي ك ى بودن تناوبى بر ا ست  قضية از - اوبىء٠ أ٠مىذوشتي با.
ت مىنودكه نتيجه ٣أرزلا_اًسكولى ء5١(همانى نكاش S( ب ) ١(C  id ذ ١

رد. ر ثابت نقطة قضية است. نث S اكر كه ىكويد٠ ناود c B ى1مجموءه 

. ه ت ب ب د وكزندار محد ث ا T ٠ S اكر و ب  : S ى نت كا د نشرده ن ث ا  ٠ب

كا. ت ثابت نقطة دازى T آن ر ).٣٢ ص ،١٣[ اس  خصوص به رإ آن ثاود

ى يرإى ل علكرها زني غ نا بهعنوازكازبردى بود. كرده حى طإ جزئى دي زاً  ا

م وجود ك ست كد د برإى ٢7T تناوب دورة با u{x تناوبى جواب ي

1. a p r i . r i  2. S c h a u d er  3. A rzeia_A scoli

u U F X)U

F(و كه ىكذيم٠ اثبات نرض اين با تنها رإ (X ت است، سوار تابعى ب  ن

 يعنى ست، I ر Iكرند يكنواخت طور به و است ٢7T تناوب دورة با تناوبى X به

k < (وول)ثابت كه٠ا7ا k ل ق ا ست ز است. و و ا

ى س نكتة ي سا ه1 اين ا ك Lu( خطى معادلة ت u u f ( x

f هموار تناوبى تابع هر بهارى ( x ف ى جواب ي با دارد. تناوبى—٣۶٢ يكتا

سه م ى1محا حني ت س س مىاًيد بهد

n ،ع(،)رءلءء + ا لءء7ءي(،) x  =  I

ت معمول صورت به ز (معادله ب ع u به ن (x د ي ذ ك ل ى ٠ح ج  جنان ز u°) ( س

ب فا ت ن د ا ى U كه كني = (٢7r باشد: تناوب  u(نابرإبرى خرموز اين ٠ 

م|| لأل ء|| ء) /ll)5١( = (ا llc < لأا|5(ا ء|| *د. ت٠يهد تيز  ) ىد  اما م

لأ| م| + | لأل لآ ك | L = 1 ا uس ؛1ءلآ ت٠ب  زير بإورد ي وريم د  مىاً

ا1لأ11ء١ء)١( > ٣1لاءا1ز'ء)ءا )٢۶(

ى بدان اين ت سن S( ى ا ١(C ٥ ١ ( ء ا ء١ : ،7( ى - ن ت ا ت ك و  ي

. ت ل‘ به ز خود مسألة ا ك u( ث  =  L F X u ى وي ن ز س ٠مىكذيم يا  ي

ى در و ج ت ك ج ة ي ت شل ت تاب ث ا ك L( ن F x , u :ت T (u . م ي ت ه

ت به دإ T بون ر و تزكيب م

ء١( ١)١(٠ثث  ( ( ء ة١ئ ( ء

ى سى تعريفكرديم، كاثت رد. ن ) ازآنجاكه است. نث ب ت1كزذدار7(  ٠س

داريم K ثابت يكة بهازإى

ى K )7ك)١هر( بإ iU (ءا)||ء)ء  11ت١(ا

ى طور به اين ن ي ث ي ت ي ه fju جواب هر كه مىكذد ثاب ل ا  در بايد نما س

K  >  (l|T (i،)||c (5١ = )IM Ic ذ 5١) ك ق د رباثد كوى٠ذرضكذيدئ ٠ص  زي

u e C S u c s K :5 ت 

ن قضية رنثا ود م مىدهد ثا ك ست كة د  و دارد وجود U ع S تناوبى جواب ي

ئ ءع١)5١( ا٠ح ك ي ا ب ل . لا حد ا مى-وان موردى ا ن F دادكه ن ن X S ) J 

. جنين نيز U جواب آنكاه باثد، ر سوا ت ا

Au( مورد در  I  cu F X)U :ت Lu ط ٠بههمرأ  مرزى شإي

ف م نرخى اكر نيز مختل د ر كزندا F و وارونينير L كني ث ا ى نتيجة ب ه اب  مث

ى اثبات برإى اما ٠مىآيد ۵٠١̂^ ه نابرإبرى ي اب ساسى ذابر!برى مث  )٢۶( ا

ه بولف ر خضاهاى مانند ييجيدءترى تابعى خضاهاى از بايد د حقا نود. ا

ى .۴ نشده داده ياسخ سؤالي ب
ا ونتى ك ة ي ل ة حل سا د ث تعجب ىبيذيم٠ اعداد نظرين در مقدماتى يهعلاهر ن

ى كه ىداذد٠ذ خيليها ولى ىكذيم.٠ذ ل هاى معادله صا سب غإ ي جزئى د



ى۵۴ ض ربأ ر ١ شمارة ،١٥ سال ٠ث

بجا غيرخطي ه نيز ٥دا طاهر به و ل ك ن ت  ناجيزى طلاعات I آنها موردرد ه

f ي نرض داريم؛ x ,y رباثد. تابعى مونزامير معادلة ايا هموا

)٢٧( Uxx Uyy — UXy =  f x ,y

م د ره هموا ك ى سن u جواب ي X y است: معمولى سؤالى سؤال، يت1 دارد؟ 

ج دما اضانى شرط ه ط ن  حال اين با است. نشده وضع مرزى يا اوليه شإي

ا ن خل س زا ز f, تدءاند.اكر(لآ بررس ارحالتهاىألا سيارى ذ*ىداذيم. ه ( x

ط دازى ع والفئايا قضية ىتواذيم٠ باشد، توانى سرى ب _ك ى ا٠بهك ز كوث ك

ى بدهررت جوابى نإخوانده. ت توانى ر د ر, (° < ° اكر اًوريم. د (°‘
ستفاد. بيضرى جزئى ديغرإسسل هاى معادله نظرية از ذيم1مىتو ثابت كرده، ا

هذلولوى *عادلدهاى نظرين به °)ر ١ (° > ٥ اكر دارد- وجود جوابى كنجم

م متوسل وي ىث ت ٠م ى حال رهنكام ه1 دثوا ك ت •٠ ,٠( = ٠ س / ت اين ) حال

ى زونت ى ني ك زدي رن ع)ر < ٠ سدأ د لآ,ت ى ا ٠( (٠ ونت /٠ ,٠^ /  ورد٠)

س []١ ١[ زل نإركرفتهاست-برر ر]-١٢و ا ب ن ي ا ر ز٠د  ق*ىداذجم-يئترىجي

د ي ا ى ث م وجود هرارى ايعها س ذ (ا ث ا و٠١٠( = ٠ كم ب ر ر )  اذًها مورد د

ه ندا وجود بوع جوا ت باشد. ت

ل معادلة سب غإ ي ى د ه ب ا ه مث س د ه ر ح د ط  ة٠رل وضعى،٠بهطور ٠مىشود م

ى با مجرد دوبعدى ري ى ريمانى، مت ى ي ك ي ما V صفحة در ميدا ه jU ت ا

ى٠٠خ قوس طول جزء كه ى درأن وايي ا ك ي ا ت به ه رد٠ زيرمعين مور ىئ

)٢٨( t  XF(u,v)dudv +  G (u ,v)dvr لآ(ألأه,E {u أوه 

ن با ت ف ر ك ر ظ رن ى روى ٧)٤( و ( خمهاى د  مختصات با دوبعدى روية ي

ضعى ر و  مو سى طول ره هموا ٠ r د ت به شكل اين به قو س وريد د ىاً  .م

مام با آيا رت زكا ى اي ى مزيكها ن ما ر ممكن مجرد ري ت د ل ص حا  ها رويه خا

I در R ت س د ه ؟ ب د ي ىاً ت به م ر ا . عب ر ك ي س طول اكر د ن نوس و به  ي

ه داد. )٣٨( شكل د مثل رويهاى ىتوان٠ همواره موضعى طور به ايًا باشد، ث

y U V iX =  x u , v = ٠لآ )z  =  z U)V ا در د ي  طول كه كرد ي

ن اًن قوس مي d ه sدوبعدى ريمانى خمينة هر ايًا اينكه، مختصرتر باشد؟ ٣ 

ا  در طوليا صورت به موضعآ مىتوان رإ مجرد ث ؟ن د ي ن ىتوان٠ ن  داد نثا

ت اما دارد، وجود قوس طول اين با رويهاى 1 در كه  هزز 1 جالبتر حال

ه نصل و حل د ث . ن ت ل معادلا ديدكاهى، از ا سي را  حل بايد كه جزئيى ليف

ود س ىانحنا دراينجا است. )٣٧( همان اصولأ ن K كاو X )y ش  تابع نن

)y  f x ا د! ١ ي ىكد ا (٠ اكر مىداذيمكه بنابزين ٠م /٠٠٠#  مذة هنا ب ٠)

ث دارد. وجود موضعى و حال ث ىماد1د  1)٠ا٠( = ٠ كه است آن ٠رباذ

ن ي ن ى ي ل ئ ا ل م ئ . مبارزطلب سا د ي د آ ت .ه
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