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ناتولى ت ولا٠كا اً ت كرده ثاب ت (اين ا ر هنوز اثبا ث ت ن ه م د ث ؛ ن ت  كه ا

ئ٠ ر ز7 ج / ر٠د ي ت ؛  ذ ح ا ر  س ه مربع د  ك

]٠١١[ X )س٤ه٠,ىررخ٠ءخد٠ظ ؛ ٠صء )٠, ١  ى

ض ر ح ئ ع م٠ه ه ز ر غ ه٢٠ه ج ن ك ع اب ر مرب . لاي ن ه م

لدر وجرد م هر بهظورل،كه ن ر ة٠ ء مجمرعه ,r^ خ د

ك ر ث ك دا د. خطع غطه ،٠ح ممنلن

ت به ب با ديكر، عبار خا نت ر ا كث ز نفطه ا٠يك حدا ى مىتواذيم هر ا  مجموءها

د اندازة با ب ل ل م كا ى د ع وب زيم. د سا ح روش ب ي ر ص لأ م ا ك ئ خ ا ى س ع ي طب  و

ت. س ى ا خمها  و ند بسته( وا  ؛٠١١[ يازمتر به ييوسته طور به نظر مورد (

ك. ى ي ن ي ف ه مربع برإى تويولوزيكط ي ل يف ي ك ن د ت هذ ىد ه اين به اما )٠م  نكت

ه توجه نيز ت ن ا ل د ب ن ا ر كه ب ج د ى ه ز مثال ، اين ا ت م  طور به ند نمىتوا T د

زمتر به ر هموا ى ولم يا ك ست ه ب ت ن ا - د د ث ا ر ب ف ى هموا طرر به ٠خانواد اين ا  ريازمتر

ه د ، ث د ن ا ى٠بهز ب ة از ن1مىتو حت ضي ى ق وبين ت ن رن هف ج تي  تقريبأ بايد  كه ن

^هر ,r ر رإ ى د د اندازة با مجموءها ب ى ل د ع ب ل د م . كا د ن ك ع ط ق

ل ك ن ا٠ خمها از دهاى خانوا جنين از ذموذه(ى ١ ن  بر كه ىدهد٠ ننا

ى مبناى وث ن نه اتا كاتوي، روش منابه ر ا ك ه آن، با ي ت خ ه ا د  است ث

ى ختن اينكه بإ ول ري٠ رن٠ئ به آغازكنيم ز خمها از خانواده اين سا ر ب  د

ي رعدرد د٠مرر ى سكة كنيد نرض داريم. ز نيا ز كن هم ل با كه ز ا ا حت  ا

V ) ((يكط)) ٠۶)١( = ١ - ۶ احتمال با و مىآ_د [نيئ ((صغر)) ){/٠=

1. A n a to le  K a to k  2. fo lia tion

ل ل٠ء آ س بر كاتوب م سا ا حا از خانوادءاى ا ه ب ر ن ة ى د ك لائ ت دو درجة ب  يكه داير؛ كه ا

ش به وا و ارد.٤مىذ خود ي ز c( ا . P u g h( ح من ير!ى  \ وضوع٠ اين اينكه خاطر به ف  ر

ى د  .« داد ) I( يوزل مم   اين از يكر j . Y orke بر كه ٠كرد وإنه 

س ما ى ا ها ت ث ا ك ت ٠باز روى اى خيمه ن س ر هتوز هم اًت كه ا ث ت د من ث ت. ٠ذ س ا

ما ٠كرد ب رتا ٠مىآيد [خطء ت دراين .ي ل يرتاب 7ازء ى1دذباله برإى صور ت ت  م

ت دودويى رذم7ازء ى1دذباله سكه هم از ، بهدس م ري و ىاً  دنبالة احتمال كه م

)١ , ة٢١ . . ٠ ١ ة7(أ مغروهئرا ت بوإبر ضرب قاعدة بر بنا ة با ام

p b b p b p bn  (١)

ل ٣٠٥ برنولى كوبيا ن بيش ا ت يعنى ((يكاها» فإوانى كه داد ننا ب ن

١شكل



ة ي ف ى ل وبين ب نفش ن رأ شود٠ ب .ا!١ ى . ن . جا ر ا ل ٢۵مي

j bn)/n ١ ( به نزديكه زياد احتمال با  اى٠7ا برإى )،٥١ +٠٠٠ (P .است 

ود اميل ه اين ب ج د دنيغتركرد: صورت اين به ز ب  از نامتناهى دذباله(ى ا

ه١( نرمول زدرنظربكيريم، سكه رابهاى ل )ب ما حت را دا ن  نضاى روى دا

}^١{ . , نامتناهى دنبالاهاى هعة از <كب , . . . و مغرها از )٥١١٥٢(

د دارد. نام و ن ب حدى خإوانى دادكه نتا

bn)/n٠ ٠ lim

د رت عبا به ■P)١(با است بإبر دقيتأ ، ١ احتمال با و دارد وجود ي  حد، اين ل

ر يىها بنبال* يرأى ز١(” عف حا ا خ و { °  اندار با ازأن وءهاى٠ج٠زر ,

ت صغر .P)١(با است بإبر ‘برتولى حاملضربى اندازة به ب

همىتو(ذيم إ نتيجه اين ب ه جاى ( ل ا ط  زير صررت به سكه، يرتاب از ا

ى متغيرهاى كمكه به نغط ق م. بيان حقي  و  دار؛ ى٠رل X كنيد نرضى كب

ز( يكة باز؛ روى يارمترء ت P هر به|رى تفييركند. )٠ ١ ١با ث ا ك  *ه|ط*ه11ف ن

لررل با خودش ؛* K/Z داير؛ از ز دو درجة از fp خطى

ر ( ) 

ت نعوداراين م.٠مىكذي تعريف كان ه رسم ٢ درشكل ن د عبارت (به است. ث

واذم ى جشم ؛* fp ؛*ديكرست س كا ت ن و ى باز؛ از ناي خودش يه ]٠, ١[ ي

است.) يكى استدلال مررت هر در كنيم. نكاه

fهر ديدكه مىتو(ن بهزحتى p ز7 حئ*ط هر بإى ٠درواةع است. ٠دا

ر ييش"مرر ٠(ر)ء طول ;* ر ح °] , ١[ باز؛ ل ' ( ر ل ( ي ك ئ ت ٠شد ت  از ا

ء(1باز، ر) طول( ء).[يع ر( ز.٠ىد وا ء ي1) ر( (١ىد ء ل) ل( و ط  ?)١/ب

جه ى رنب ت أنها كل طول د جا [در ((ل)ا-ءر)€. = (ل)£ با برإبرا  اب

ضكرد,ام مم p بازفر p j p { ° ) = p ثابت هرءى ]بهائى
ده با ء ج  نفطة هر برإى كدى مىتو(بم سفا هى متنا نا دنبالة ازيكه ا

N}كنيم- انتخاب زر تدتيب ٩ دودويى ارئام از )٥١, ٥٢, . . . ( ج }٠ , ١ 

ىكذيم٠ نرض

)٣( ■ ■ ■ X = X\ H  Xr H  Xr H

ب و باشد fp تحت مدارعذ ح  ييمانة به /١ ip( يا ر٠ p بار به Xfi اينكه ر

I ه تعلق ثت د، دا . ىدهيم-٠ قرإر يكه يا صغر ر ٥n باث . . )٥١١٥٢١( )I 

ى نمء ءرت٠دن ٠ذيم خوا مى fp و X به سسه1و ل

ريا آدكر: م نعادى دنبالا هر تن ر }١د ° طريق اين ب مىتةان  ,

ها٠ نامتناهى تعدادى به كه ها دنباله اما اوًرد، ٠يهدست كا  ٠مىثوذد ختم زي

ت به ت به ذمىاًيتد. دس داث د  مرإجعهكذيد.ا مقاله انتهاى يا

ى،1 با ر كلكذا جاى تفييو نكاشت با fp ين

. . . ) ٥٢١٥٢١( h. . . ) ,٥١١٥٢١٥٣(

ود متناظر كه اندار كه مطلب اين بررس ٠مىث ي لب اندار با دقيقاً  بف

ى ب ر ك م ا ع از رنولى ح °)p)١(( ن ) ,p( ى ) ١^{ د ° , . ت را ظ ا ن ت  م

ر ن كا ى جندا ل ك ث ؛٠ب م ى ت ر طول يعن ن همة از مركب با ى اً  كه ءهاي

ى متناهى دنبالة با اذًها به واسته نمادى دنبالة م  بون دودويى ازارنام خا

)bn , ٠ . . ود٠ ز أغا )٥١. ٥7i( با است بإبر ‘ىث )p ' ه)رء.١( ٠ ٠

 يارإمتر بيازكرد: مررت اين به ر 4 اعداد قوى قانون ىتوان٠ اكنون

خابكذيد ز  ثابت  مفهرنم هروبه ذغرأ٠بص بكيريد. نظر ر د ز  ونكاشت اذت

طة اداره UiS ع  )'ن Lfjljjjj •X ه نمءدى دردسءمه  به^ن وإبت

bn , وبإبررست ىثرد٠ "مربى )'٥١, ٥٢١ p p L.

ض  P(( (ت جفتهاى اًن همة مجموعة ء ح )٠ ١ ١ ( X  كنيد نر

ها فإوانى باشدكه ه تمرينا ifp تحت X نمادى دنبالة بإى يكا د  برإبر و ن

ا1 اندازءينير مجموعة يكط E اينكه بررسى باثد. ١ - P با ت  جندان كار د

ى كل . مث ت ت ,ءىهر بهارى ب ض ثاب زدهندة Cp ىكذيم٠ نر  دايرة نثا

x l / z)٠j ١(p  X  c .رإى دى٠يكاب لبكه اندازة جون باثد  اتت

E هر با Cp ١ با است بإبر = i£\{E n Cp ى فضية از وبي  نتيجه ن

با بوإبراست E دوبعدى لبكه اندار ىثردكه٠

= \tr (E ) = j i \{E n C p )d p

b T هرار خعهاى خانواد؛ حال p ب اين يع  فرض م:٠مىكذي تعريف تدب

د ن تد. ]٠, ١( ياز؛ در عددى  ك ط با ل ز ٢ ياية در وثم عدد ي ي ك ت ت

د م٠س ي

"٢= ح ه „ .٢.ا.ذ١/ - -  د٠هر١ه٢ه٣؛

^جفتهاى اًن همة جموءة٠ r< خرضكذيد )p ا )١ / ج ر  است )٠ ١ ١( X د

ت تحت X نمادى دنبالا كه ى fp نكاش و . ما . . ) ا  است. )٥١, ٥٢١ ٥٢١ ب

ن U/5 اسستهكه لآث T ن مجريى هاى جموعه ن ن كه ه عنا جتما ت ا راس  بإب

X M با /Z )ى ).٠ ١ ١ ي تحليلى خم يكه T هر كنيم ثابت اينكه بإ حقيق



٢۶

ت ا ر ا و ب ;* ه رب ل زيد ت م ع د ى ز( ب*رحتى :م ج )٢ا ك ٠ب د و ئ ٠س

ط٠بلإى د٣ر(1ر ربم1)

)٥n(١p+Xn ر ) ٥)٠nP =  I 71

ى اكتون ء ي ز ن ت ت ا ز ن ر ثا ه٠ ن ك د ه د = X\ ى  X ت ا ر ز د٠ با ب ر1ت

x x p

=  P( ٥ )(٥١  +  p( ٥١)(٥ f +  p(٥r)(٥r +  - - - ) - - - ) - - - )

= p( ٠)(٥\ + ٥ rp( ٥١( + ٥ rp(٥١)p(٥r )

btp b p by p br  +  ■ • •)  (۴ )

سد ر رإ م٠ذ

p؛ = i f) =٠(p د p = ! y i-١( = ١(p 

،0>١ اكر ا٠> ك ق ٠آ طل ر ة ند ى fin جل ر ر )]١/(ء+٢حداكش"[ )۴( د

ت يكنوا طور به سرى اين رو اين از است. ت. خ رإ  اكر حتى نع وا ر د همك

ط مقدارهاى  بازاين مجازبدانيم، أ٠ه  |،| ك C > ١ ضابطة يا t مختل

ت مطلب س ت. در س ة از بنابإين ا ي ف ى ق زي ك تيكنوا ه  نتيجه وايرسزس خ

رد٠ ،۴( سرى ثابت،  هر بهازإى كه ىث ه(X ا ب حليلى تابعى مررت ا  ت

ه٤> ١ باز؛ در ٤ از ب ا ى تابعى مررت ا رP از تحليل  ٠ >p> ١ بازة د

ت روثن ٠مىكذد تعريف س r كه ا p ى تاع (ين نمودار دقينأ حليل ى ت  حتيق

p H i p f .ت س ا

د. نمادى دنبالة هر جون بالاخر. و ه دا د ر ن كث ا ذد1مىتو حدا ك  نزوانى ي

ى، يعنى حد

p - ١ = bn)/n + ٥١ +٠٠٠(llm 

ه نت كه٠ نتيجه باشد. دا ود < ىث ر درحداكثر ز ندازهيذئرءI مجموعة ا1ه

د p ض ننطه - x p ىكذ.٠ فطع

ت يادداش

H تابع  x(p د كي  نكارد. مى خودش روى به ر ؛٠ 1 ١(بازةو ت يكنوا آا

ا Iيك ينمنابإ م ت. نريختىه س  تناظر كه مىذود ثابت بهزحتى ذعوا در ا

H «ي/  (p١٠r (pود ٠),p( ى ضا صلغربى ن  طرر به ز )٥١ ١( X R/Z حا

ا م ٠مىذكارد خودش روى به نريخته

لال د ست ى هم ديكرى ا ه1 روثن دارد. وجود مطلب اين بإ ك ت )۴١ عبارت س

. ج )٠, ١ و p ج )٠ ١(متفير دو به طررييوسه ه٠ . . ى )٥١ ٥٢١( ك ست ب

ى البته كه دارد ر ز دكارنى ا٠حاصاضربء تويولوزى ها دنباله خضاى بإ ختيا  ا

ر تنا كردءايم. ن

 ٢ شار؛ ٠٩ سال نثررؤضس،

كابه حتيقى، متغيرهاى به نمادى دنبالدمائ از كا ي ت ي ي  عدد هر جون ن

ى /٣n دودوى كوا m ط س و  تعدادى به يكى كه دارد، دو درياية متغاوت ل

ا نامتناهى تعدادى به ديكرى و ىذود٠ خقم صغر نامتناهى ك  |ف با ٠ي

ن سرزستى محاسية با حال، ود٠ داد. نثا ط دو اين كه ىث  مقدار به ب

ى ن ا ك ر ت )p< (ولم برإى ي ج ى و ىشوذد٠ ف د نبج* ل*ةئ و ث  تناظر  س

ت درواح )p,(ولم H (لآلم,ء)ءذ و است. ي

ى ازديدكاه رإ ساختارها (ين ك ب ا ن ي م د  اينكه (ثبات تعبيركرد. مىتو(ن ب

كآ طور به fp   1 هر ب با ي كاث  ٠ةويه ذذدة٤دوبرإب ن

)٢ ( ا١/٣(تت) — ٥ ن كار است، لوويكا٠ريو مزدح / دا ن ى ب  سخت

؛ ت ب ى يعنى ن خت ري كه دارد وجود    : hp يكتاى همان

f ر١ا٣ p j.\j د٠ لزدوج ز ب*طورىك* ىا

fc|\ fp Hp J

ي اين دروانع غت ري ر مزدوج هعان زا hp ول٠خر ا  =  x(p ب*دت 

د ي ب ر و ساً . يوست ضفير دو هر ح ت د توجه ا  لم/ ج ] ٥, ١(I كه كب

ط أ٢اأ ب ه درياية ز = E ه7/ وداثت ت نمادى دنبالة باشد. د ح /١ / T ت

ت ربر . اس . . ) ا لا و )٥١ ١ ٥٢,ب  دنبالة همان fp تحت hp)} نعادى دنبا

, . . . ريم.1مىكذ خواننده عهدة به ز استدلال اين جزئيات است. )٥١٠٥٢(
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