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٠ سذاوردا٠ويخ تصادفى قدموزدن كروهها: روى احتمال

ت ن لوئ س كا د ف * سل

ى ترجمن نهجم آرت

رتها. د رزدزكا ت جم ر د ونابرإبريهاى ح ا ر ا ارتباطى جه ١ه ك دي ك و|نذ ي  مىت

ه ثت ؟ دا د ئ ث هادرمطالعة همة با م آن د ى زدن ق ن د ا م ش ت  ىآيئد.٠ روىكروههايي

حتمال ىدوهها ا ب در ٠رو ى و !حتمال اندازءهاى با هاي د ن ي ى نإ دن صا ت ت س  ا

ن كه ضا وا ى ا ح ا طئ٠٠يهو حد ك ى ي ه و و ر آ خ  ٠مىكردد تعيين زيربنايى ا

ه اين خ ا هاى نظري. هم آن در مىتو|ن و است كوناكونى هاى جنبه واجد ث

ده جي ل هم و يي حلي ل ت ئ ا س٠ل٠ س . ز و نا ن ا  مثالهاى بسيارى وجود ا٠ًءلىرغ ي

ب ر جال ى قد«ازدن به عطوف٠ ما توجه ٠ديك خ د ما ها ت خن  كه ناورداست ى وي

ى هر هاي رإيند ل نعوهاى با دوف سق . مانا س د ت د ه ى زدن م ن دن صا  صورت به ت

ى ث ه ت (ل....:ه] ج ل ا ها آنكه حا خن ها ي ر  دو اين رند. دا يوسن. ى سب

ص در ى خرا هت ا م ك ز س ى ولى دارند ا خ ر زب ت ازجعله ٠جنبهها ا هي  كرو. ما
وتاذد: ‘مربوط زيربنايى ى ازدن٠ذد بزى كروه (ين متغا ف د ما تذاهىمولد٠ ‘ت

ت ى ا ش، وبز ص روى ما توجه .همبند يخ ى حوا س سا  متمرن نزيندها اين ا

ى از و يود خواهد ر ا ج ي ي نأ ز ت٠ي ا ، د د ل ؛٠ جشم أ م ت و ل ها يرخى ى انات

+ ] ر د ن ا و ت س .٧ر ت ذ ا ؛ لآ ] و [

ف د نظرين ازئة ا٠ هد ى ازدن٠ق صادف ش و ذ خ ى)٠روء ناوردا ي ها ه و ر

ت للخواء ط روا ر تآكيد يا ا ئ ب ث ا ح ذاليز جبر، ا مبا ه. و اً س مطالعة ا هن

زيندما اين د ن ب م ا ري ى دا ز ر بي ، د د ك ر؛ ى با ت و زيدبناي ح ط مبا و رب  ان به ل

<٠ بهعنوان بيالوزيم- ل ص برخى أ ة جوابهاى خوا دل عا د ل ك ى خت لا و ا٠ي د عا ل

س ه هاى خمينه عام عوثثى ودى لايلا د ر ث ص به ن ى ازدن٠قد خوا ن د شا

د ك ى ى٠لا د ا ن ط٠ي و شود٠ رب د ى ق ى د إ ن ب ص ا و خ ل ز د ا ، ا ك د ي د ن ي ا ز  ازدن٠ا

ى ن د ا ع ى ت ى٠رد د س ها ق مطالعن از مهشر كروهها از و ى دني  شالها

ص . خا ت ش ا مده دان ماً ه ر ذإ ل مورد د ت شا ه بزوض حرك جل ز ى(ا عن ءب  ل

ى ها رفت ى ييث ركه زيبا خي ت٠ب ورنرء و شرامت ا٢لاولر ا  ايدهاًلى آوردءاندا د

س از دور ر ت د و ل ي ا ت ث س ىنيا د ت سدكه٠بهذظر ن ب ىر ا(يدءها سؤالات موج
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ى و هاي د'٠ طبيعى بينت و ى ىث ر دل ك در كروهها مورد د ا ى' ح مجبوريم كل

ت ا به ى طلاعا ركمز سيا ٠ كنيم صت قنا ب

ش متاله اين خ وب ردكه د ى دا ك دم دربارة ي ى زدن ن ن د ا م ت ت س  د.بكرى و ا

ش. بارة در ش دو اين يخ خ ر طرق از ب ا ر با سي ك دي ك ر هم - رند د! ييوند ي  د

ط از هم و ها٠ايد سطح حا م ل حكا ش ييوندها اين و س قضايا و ا  آن از بي

ت س ح كه ا م ر آنها ئ جد. متاله اين د كن ف وزى ب ختلا  انكروه كه مونعينها. ا

ى كروه ا Sfi متقاس S( ل L n ( i رة وتا ى بينهايت بنب د٦م بعد ض  ذد،1٠ك

ل بين وحدتى ت ا ث مورد م ح ت هر و دارد وجود ب خ س ييثر ا ر ا ا د ك  ي

ت ح ص مب ل خا رك ذكذد. يرتو موضيع ب ىا  م

ن د ز م د ى ق ف د ا ف ع ت

د ي ن ك ض ر ىG ن ه و ر شدكه ك ى متقارن مجموعه يكح توسط با ه ا  توليد S من

?٠شد ه ج ي ت ذ ر د ت. س ج٠ا ة د ذ ك ى م ب ا ج ي ) و جأ٠ 5 ٣٤ و S ١ج  ■ G : ٧ت

ش ١ذ١ةد ى و G رئوس مجموعة زى دا )٠٠ 5( كي لأ1 يال ه ب £ ت ز س  اكر ا

ف بهازى اكر تنها و : y ي  xs tS e  S. س1 ايدة ٠دوب برى  ةدا٠ذد؟ز ا

م س روى كه ز متحركى ٠١٠دهو١ذ ف ز ز ك ز ي زا د- دارد. نزر ا زركني در ض

ى حرك١من مرحله، هر ر قدم ى طول د ك ى ي ها زل ب با مجاور ان خا د انت ا ى ش  ف

ت خ وا ى٠از يال يكن ها ه زيت ك ن يان n j بعد برمىدارد. ‘ممك  I ،جا مرحله ك ها ح ت  م

بود؟ خواهد

ل اندازة اكر كليتر) لور٠به حتما د. G روى (ل ا د دا دم باشد، ٠ث  زدن ق

ى صادن ن به مربوط ت i(X$< ٠اً n)n ر ب با مرحله هر د خا ر و انن  با G د

حتمال ت و p(s( ا ه X به ح ns = از بعد توزبع ود-٠مىث انجام *٣+ا١ 

n .ى توان مرحله ن ج هP(") ي ك ت س p(ا * q(x ) =  Y jy p {y )q{y ~ \x



ل ضا ه ا ى;ل ى ازدن٠تد ا:٠رد دن حا ش د ت لI 1 ناوردارلوران يف ■ 

ها'برزدن رت كا

ل جه ٠ب ي ل ى د ن ك مك ت م س ى ندمءزدن مطالعة به ا ف د ما  كروهها روى ت

؟ مند علانه ود د ن ي ا ل اين به ت ي ل ى كه ساده د ك ر دم ه ى زدن ن دن صا ز ت

رمىبرد'٩ لا]٠[ء ك. كا ر و ط ن د ها ب و ب م ب لاربا رد٠رلترذتردإ سب ر  بدون كا

ى آنكه ه خي ث د ت ه ت نثر ب ر ٠| ت. د ى حفيق ى بيثعتر ز  كازنها برزدن روثها

ى مىتوان دل م صورت بم م د ى زدن ن ن د ا م )Six متقارن كروه روى ت  n =  ۵٢( 

ه٠ازئ ك رد ن ك راً ب ٠ب برزدن ^ند د خا ن انت ميا ز ىا دن ضا  ى٠خا مجموعة يكط ت

ها ت ن ك ي جا ز ود ا ىت م ر عبي ف ٠ت ط وح٠بهوض سؤال ي س و ر ه د حن  طرمىكيرد:٠ م

د لأ ظ زد بر ز كارتها بايد بار جن م ط كا د؟ مخلو ون ى و بير ث ونب ك ت ديا  اثبا

ى و لازم برزدن بار ٧ كه كردند ن ت كا س  ز٠د١لمذ نبويوؤد به قضبه اين ياى و ا

ه هم د ي ث . ك د ب خيليها بزى سؤال اين تنها نه ث ت جذا س ق بلكه ا ضيا ريا

ى٤ش غناى و زيبايى ورق برزدن ز ي ك ا ت ن اينكه دارد. غ ى جواب جني ين ن د

ن وا د سؤال اين به ست ى نكتة خود دا ب ت جذا س ى توسط كه ا ونب ك  مورد ديا

ت مطالعه رف رك ع (ويديدة نام با و قز ط ق ح »٢ت ط - م د ث

ى كازنها برزدن ى خين ين ز ي ر اين ا ت د ضيا ث مورد ريا ح زركرنته ب  ن

ر يوا توسط مثال، بدعنوان بود: كا ن بورل ٠ ٠ن ز ك دي اتا ببينيد). ز )HO([ و

ى قضية اولين ت ه ٠ك ي ف ء ن ر ب و ك ا ي د ز را ى زي ن ا ه ن ه ث  ترإنهش دربارة و

ى خ د ما ت. ت س ض خريند. اين توضيح بزى ا ه٠مىكذي نر ك ى كارنها أ ميزى لا

ر مرقب طور به ف ا٠يك د ت تدءاند. جيل. ردي ر وكا ل طور به ز د سق  و س

ت خ وا ف به يكن صاد م ن ري ىدا م  تزنهثى بزى م.٠مىكذي جابدجا هم با و ر

ى' دف حا ى ٠كار راين تكئ ربا ذ7أ log n ازنقريبأ بعد م ي إ ك  توزح ب ناكهانى ه

ت يكنوا هد روى خ د ى ى كه م زيد مثال ع يدةا ط ق ت. ت س ى ا ا ز ك ت ي س  ورق د

ت ۵٢ كه رد اسسادا ى به اين دارد، كار ب معنا س ى ز ١٥٥ تنريبأ ن بود منا  نهث

ى صادف ن لأ٠كا برإى ت ك بيان بزى كارتهاست. مخلوطكرد ق نتيجة ي  ‘دني

ة٠١ذ كه ا٠ًمىكذي توجه ل اندازة دو بين ١ذؤ ١٠ذغ\خحو د حتما صورت به q و P ا

و ( د ) IIt( - ا v  =  sup  |p (i4؟ - l b ن ري ى٠ تب شود r؛r ى - J ردى 

مام ى٠زير ت ها ه ء ر ى A ج ز ة ا رن د.٠ ك و  ىث

ز١ش ذهش١هل ١ق١ب - ١ قضية n ٠ةلل ١(لئ ١د  •o )W؟pik  u )١ذ\زد ١ 

k )\ h د ل م ت Ik( \ةل .٢ر (n , c) =  } n(c +  logTi ت١ئ ٠١ذع١ ، 

\١ع4 ت١ عوجمد ة م ١ئ١<١ده ٠ك س Ic < ٠ هل و n ل

p(k(n'C) ) - Un\\r r v > A e - c\\

ر كه ل١ \فد\(ذأ Un آن د ما S ١لدق دكذو\ذءت حت n .لاو هع ت١ث ب  د

5 6\B خ ت د ل ش ق \ ط ط / و .(ء)ر = ٠ ئ .lime ٠ك (ذد١د وجود

iC > ٠ هل و n هل ١ق٠ل\\٠م

?!c) -  B f \ lo g/ لا < ١ - ) ا |  لء'")عءء||١ - ™

ى ها هئ ى٠جابدجائىكارت١مجاور زن ن ا د دا جا و ر و جا ن ل تت ردا ض(ب حاد ت

ف به كارنى صاد ف به آن قزردادن و ت صاد ر ن ى د ي ا ) ب ل ت ت  ديكر مثال دو م

وه از ى ني ى .د I نراركرنة مطالعه مورد كه اند برندن ها  طور به كارتها ايتكه ز

ت خ وا ط لأ٠كا يكن د، مخلو ون ت تعداد ث عا ش بزى برزدن لازم دن ه مجاور نن
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ى و log n 71٣ مرتبه از ن ز ى جاداد دن صا ت. log ft 71 مرتبه از ت س ر ا  هر د

ت دو ب حال ت ضري ق ثاب ب ه شثاخته د د ت ث ي ا وجود عدم يا وجود و ن ك  ي

ع زمان ط ق ق ت لا هم دني ا ه س د ذ ذ ل ت. ى1ح س ى ا سها ن يخته حد زاي  نزر ا

. حدود به كه وست . ى ٣٠ . هث د مجاورو زن ن صد جن ى نصاد جاداد  بزى ن

۵معلوطكردن ٢. ت س ا ز ا ي ذ ت ر ا ك

ؤا 71 بهالآى ز ز تا سه حدود ٠ب ر هر ا ت جها ف ت، ج كثم  متقارن كروه جاي

ىكتد توليد ز ه اين از سرنخى ا٠ا م ل ت4ب سأ س ت نيامده د س ى كه ا  لأ٠كا ز

ده با كارتها مخلوطكردن ستنا ز ا ن ا ى جني . از جغت ها ت كث ي د به معمولا جا  جن

ت. ز نيا برندن بار س ر ا ت د س ل بي ه، سا ى ، آلدوسى كنثت وني ك ا همكازن و دي

ى از أنها لهزوان يروان و ى روئها ع و ى قن ى قد*ازدن دزل ر ف د حا ى ت  لا

ئ كروههاى تا ر متناهى وكروههاى مت ك د دي ا ف ت ر ما كردهاند. ٥ا  دو اينجا د

ت ت رهيان سيارمتغاو ح ٠بهتغصبل حدى تا ز، ب م ن هي ىد ح ٠م ز مغصلتر ش

[ ه ا ببينيد. د

ا ك س ي ر ز برزدن بد ريد. نظر د ر بكي ص روش د ا ف f ا r y *; 

« ى ساز جغت ز )XnyYfl( وابسة نسخة دو ٠« زيند ا ى - ن  دومى و مانا اول

ع ر ه ش د ى ن ي ز ت ا ت حال ت اين با - دلخواه تاب صب ت با كه خا س د  زمان ك

ل با ما حت و ا ر ت ث ي ى ب ر ى بيثت و ة ٠مىكردذد سا خ وذد سا ىث ض ٠م يد نر  كن

T ى زمانى ن د ا م ت ت س ر ا ى7ة اولين يا ز X أن بهالآى كه ا n و Yn بزر 

وذد.٠ ت زمان T اين ىث ف ن ج د د ناميده ث ر ىث ة ن٠مىتو و م مل ا ى ن ضل  تنا

ل  به ل\ )Xn قانون (يعنى U ماناى واندازة Yn به مربوط pin( قانون بين ك

ودكرد. زير كران حد م

)lb (”) - T، llTV> Prob(r > n

ه ٠بنابزين ل ا ت بد م ف ى زىما ج مب Prob(T( اًن رى كه منا  >  t l بتوان ز 

ن ضي ل زد' ت ت اين دازى ردش اين ىتود■٠ تبدي ي ز د ل ك ت  فدمزدن به تنها ا

ى ن د ما هى كروههاى روى ت ر بلكه ىكردد٠ذ محدود متنا ئ د ا ب ر م نيز ديك

ع كاربرد ب دارد. و

ش نظرية لأ١ نعاي ش ش ه تتارن)٠ كروههاى نعاي زك د زما  تقارنهايى ازدذ٠ف

ى ضان ت دارد ا مكانا ظيمى ا دم مطالعة مىكذ!رد. يثرءرو ع ى زدن ق صادف  ت

ى٠٠روىكرو ى ا ه ا ن ى ر 4 ق ت يهعنوان توان ل ا ي س د روى ع ر  مات

ل ص ماتر يعنى 4 ا ض ت تفيير ا ي ع خ ن و ت. تدمزد رق ك ر ظ رن  مظرين د

ش اي ر به همجنين ن ا د ن ) ن د ر ك ك ي و ه ك ل ا ق از م ى طري ز ىا ر ط ى ق جزث

ى ري ت به مات د هرر ىكع وك ن الا ىكذد.٠ ب، ك ت ل ش بعد هم بلوكها ا ز  ي

ه نت . دا د ت ن ا و.٠ ب ر ك ى ز لأ ى اندازة iSn متقارن ث ي ؤ ا ت 71أ X 71؛اوليه م س  ا

س م از و ب س ش ى بزسا ها مايث ر ن دنايني حوي ن ‘ت ري ري ر هنوز بلوى ز دا ن  ا

\n \ X y/ n\ ت ةدمزدن اكر ا٠ا دارد. / ح ى ت خت ى خودري خل د ناوردا دا ث ا  ب

iX H ١ (يعنى  a x a ى كه ى تقارنهاى از معمولى مئال ي ضاف ت ا س  كه ا

ره آنها به بالا در ثا ا ا ( د ر ث ول هر صورت اين د ى بل ى ي رب ت ر ما سكال ت ا س  ا

ح ومىتوان ت همانند ظريغى، نائ ش حال ه ى، نن دن صا ت ت س ى آورد. بدد  ي

ت د رهيان ي ف م ر ا ر سب ل ديك سة شام ى منا ها زدن م د ى ذ ن د ا م ف ت ختل  و م

ى بررسبهاى ريبيات ى ت ها هندسة ازجمله مقدمات ر ى سب ىكيل ها زن رك هى د  متنا

ت. متناظر س ى نمونه، عنوان به ا ي ن و ك ا ي ة و ل د ن ي و ه از متاله اين ن ي ا ت با م

1. Aldous
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ش ه ن ى ن ف د ا م ى ؤثر٠ كزنيابى منظور به ت ز د ب ر نياز لورد برزدزهاى تعدا د

ن مجاور ش٠مانه داد ى جا دن صا ر مثالهاى رى صا و ت ك ب ه ل شغال كردءاد. ا

أ وجود با ت ي ى تنها ١ قضية نظير نتايجى ا ص مثال معدودى مإ  در خا

ت س . د ت د هر ا ر نتايج ج خث تب ضاي  هاى رده معدودى بزى ضعيفترى أ٠ر

دم تر٤بز ى زدن ق ى ها دن صا هى ههاى كير روى ت تبدد متنا مد س ت I ٥آ  هيج ،س

ت خ ا ن ى ث ز واقعى كل ش ا ر ى قدموزدن ج ن د ا م ى كروههاى روى ت ه  متا

ل م ا و ح د ن ت، ن س هأ ا و ص دم بزى خ ى برزية كه هابى زدن ق  مجموعدها

ا ك ي و ت. مولدها از ك را وا ست ا

د بنابزين. ى تعدا ة و مبارزطلب سؤال زياد ل أ ل م ه ح د ث ى دارد. وجود ن ك  ي

ت. زير ح٠بهث آنها از س ف ا ز رك ه ر ( ٠٥دلخوا د id مجموعة م  A  lA مجموعة 

ت يالهايى تمام س ر كه ا iA آن، متمم به ز ا c صل ف مىكذد" و م ي  ز١ ٠د١خ\

)C لآهذد١ ط س د)- ى اسمت عبارت ها٠ت ى نامتناهى ازكردايدا ها زكزن  متناهى ا

س كه را ر اًنها ه كث ه kحدا ي ا م ى دارد ه  ريم دا A هرزيرمجموعة وبز

lc} <  cjfcdA< #min{ # i4 ١

ى كزنها. اين ها صيت ى خا ر همبند ميا ى ب ى بهعنوان و دارند خوب ى مدلهاي ز  ب

ه ك ب ى ث ى نايدة ارتباطى، ها م نيزدارند. عمل د ى زدن ق ن د ما د روى ت ذ ه د ط  ها٠س

ل ا د ث ت ج ه ضعى ح ت مو س ر ولى ا ه ذ.٠ ميل تعادل به ف٠ب ك اولبن ى

د نموندهاى ه د ط ط ها٠س و ه با ١ولسس٤ما ت شغال زنظرية ا شكروه ا ماي  ن

) مامتناهى ء ء٠٠( ا مطابق ء ك ت ص ا د ساخته )T( ردان٠ح د  ز )LJ( ن

هها١ C( از خانوادءاى ند 1مىتو رنمتتا كروه ايًا اينكه ببينيد). هذد طد _ب م)  ئل

ت س هد، بدد ى ب سن ر ت ي س ى كه ا سخ است- نته نيا يا

ش ي ر از ي ا ن ى به ك ى،نا روهها ه ى كه م٠مىكذي لآكيد متنا ها مزدن  ذد

ى خ د ما ى روى ت ها ه و ى طرنى از مولد متناهى و متناهى ر ر به زياد ك دي ك  ي

د.٠ مربوط وذ ج ىث ا ت و مربوط ن ر ه ىنا هاى٠ب ه ص متنا  مثال (بهعنوان خا

ن دا ز كا ت صي جنتا به منجر مىتواذد )،T( خا ى ب ل ى خارج دربارة جا ها ت م  ق

ود؛ متناهى ا ن ر ك ء ر ى ٠ب ميار ىنا ازكروههاى ب ه ى مىتوان ز متنا ها ه ر ا ب

ب متناهى ري ق ا همه، اين با زد. ت ك ى ذدمقاإ ي دن صا مديد وسمت با ت  ;(ى كه ك

Z ر٠بز دورى متناهى روه /7VZ م د هد بدسرعت مىزند ن ه1ي درنخوا ك ت  ذ

. Z كروه، ت ي ى ن ز٠ ماجز ي م آ ت ي خ ى و ه اين كه جديد ن ز نكت ون د٠مى ر ز  ا

ت سبا ا محا ه ي ر و ك ي ر ٣زوكا و ر ب د ر با ا د ى ا ن ي  روى لهد اندازأ (يعنى ط

ه ١١ ١[ ك د _] لأ د م ب د ل( ا \ = )p (")(e( ى قد*ازدن يه مريوط ن د ا م  روى ت

ب ر ض مل ى حا ج ت I I \1 ۴تا س ى بعدأ كروه (اين ا ها ه و ر ش خ رب ل د  ينير ح

ح د. ش . خواهد دا ( د ر أنها ث ن تقر با ز كا د ز ب ى ةدمزدن بدوسيلة ي ن د ا م  ت

ى روى ل متناهى روهها ا و ۵ليذل بدهمزه نعودند؛ بنبا ك ي ن ۶ذ ثا ه ن دك دن  دا

ت اين سبا ر اتيا از سؤالى به محا ص مورد د م خوا ي ف ى ت عداد يذر ى ا ت ب  د

ىفضا ى ها ت ن و ه ي ن ب ه هاى خ د ر ن هد- منغى ياسخ ن مىد

ث تولد ح ى زدن٠٠قد مب ف د ما كروهها روى ت

دم بزى ى ن زد ن ن د ما و روى ت ر ا ك ل ز >p(n(ولد،٠متذاهى ٠ي ما حت  4 ا

ة به ط ع نف ر ز بعد ش م ٢71ا د ريد ن ء بنابزين. ٠بكي ور زة ا ى ادا مال حت  كه باشد ا

ى ر ذد«ازدن ن مبنا جام اً د ات ر ذي م ٠سي ري ٣n)(e)p(n( دا ) =  p■< ه جا ه

1. Margulis 2. Grigorchuk 3. Zuk 4. wreath product

5. LinneJ 6. Schick

ل أ٠مىكذي فرض ح ذ زليد ل\ ٠?كرو م ل دارى p و ك س ى م ه ا ن ت ر ا ت و

د! ق = (Pisc-١( يعنى با  p(.T■ ل٠ب ي ض د T'0( تنارن, نر (e؛p  =  ا)ف7٠) 

س ى تا ع)( از™ زول ر( رذآ ت( س ى )دل٣’ء٠١ا ر س ك ت س  ند.]زدن بزى دارد: ا

ى صادن د ت عداد روى ٠ا ل٠ ا ح "١)(fij = ٠ ع +٢(p ى1به .™ا- هر ر

ى. ن زد م ند دن صا ت ١٠د\ؤكعدق ت س ر ا ل با ا ما حت ت بينها 1١ ا  بهنغطة بار ي

ع ر . ن د ب د ا ر ب ود د ل حد ت يوليا ١٩٢٠ سا ه تاب ك رد م ك د ى زدن ق دن صا  ت

ة روى ساده ك ب ث ى م ر مربع ى ٢و ١ ابعاد د ت مث ي ا ت ب س ى ا ر ول  ٣ ابعاد د

ر و ت ث ي . ب ت ي ت! ن حقيق ر ج د ى نتا مات د مال نظرين مت حت ن ا ا ن د٠ ن ه د  كه ى

ت مث ي ا E( = ب00 با ب n ل 4  د ت معا س ة برإى و ا ك ب ث ى م ى مربع د ع  ٠كب

j>{n) ~  c(d)n~d/r.( ف ٠ما ديدكاه از ن n>(4( ر رنتا دز ري ت سي ه !ا ل أ م

مم س س س ث ي ي ة ع
ب مورد ضر صل ا ما حا ه ي ر ى ى ت دن صا ع-TxT ت ض و ى قدمزدن م دن صا  ت

ى روى ر او كرد. ابداع ز مولد هى متنا روهها ل د  كرد ثابت ش1يايانتامه بنبا

ب نمايى سرعت با >f>{n( كه ح د نزول 71 ر ك ى ها اكر م  اكركروة ونن

ذ لاذ٤ببا ه ٢ذيد٩١ب و ر . د ث ا م G تويولوزيكط ب ذ ب ي ن ك ن ب\ ت ٢د س د ا ع ب ا ن و  ا

ى ييوستن ط ف تعر V خ ه ي د ى٠ ن د1اند بورل ننواح تمام خضاى د رإ رك د هي ر1ز

ه موجودبا ك د ى < ء ئ لآوذت دأ١( = ١ ■٠/ < ٠ (ر) (٠= دأ ( ر ) )’l( و fx 

f( ٠ك x (y ) - f ( x y د جنين اين ع ب ا ى ت ط ن ‘خ كي ز ب از ناوردا م ج

د.٠ ميله نا ر ن ازنباط وجود با ىث ي ك ن ا ر با ينيرى ب ختا ج ٠ كروه جبرى سا ه

ى بزى ذاذعكذذدهاى جبرى توضيح ر٤مياذ تمايزروهها د ر . د ن ي ك ذ ا س و د ذ ي ن  ي

ت س ت. د ن. قبل نبس ركمت كا ز ى ا ر كينيذي رميان ولن ب ز ف ح ى ر ط حي  مإرم

خحرءكرد ت من كة كردكه وثاب ر روه ي ي ن ي ا زن كي ان ت ب س ها I ا ت كرونن ب ا ث و  ا

C شدكه موجود ى1به با 4 متناهى هرمجموعة ز A <  C § 3 A lA c  G 

ى اين ى ابتدايى نتيجدها ك ن ر ط ب رتبا ة ا ري ى زدن م قد نن صادف ايدءهاى با ت

س و جبرى د ى به ز هن ن خوب ثا هد.٠ ن ىد

1 Kesten 2. nonam enable 3. am enable



ل حتا و ا ر ى ى مزدن٠ق :ا٠٠لا ف د ا ع ش ت س ناوردارلوران ويف ه د د ا

ى ٢شكل هايذتبرى. ٠لاءاش ازرفيى تت

ش اى٠٠تعاااوو را ىكرومها متما ٠بهطوركليتر وا أ ذي د. حلي زينيد كي  ميات

ل ك د. ز ٣ ث ي ن ي و ي رد ٠ر ( k روى Fjb اً  r ٠يك بنيادى وؤ» و مولد 

ددو رويذ ع ر ىب د ت ه ى با ج Q رنا > v نميا ه ٠ يرتد نايذ نكي جل ز ى ا  مثالها

ى ها ه د رك و رتاً ى1مي حي هاي ه و ر را ذي ي ذا رت د ذ ن ن همة كه ق بنا صا ع مرتبة ا

ه ت ن ر( دب
بءدورى

ض فر حديدير

ءاشد.ر
U - ل (T i رثد

ن ثعرل روابط نرداركلى ٣شكل .رلد٠تذاهى٠ هاىكواكونئلآههاى٠رد ي

. د ت ى ه ل كي ف را ك و ت متناهى مولد مجموعة دو به مربوط د و غا و ت ر ىك زي  ٠ا

دا1و ى1شبه ح شي م و . ز د ن ت و م و ا ك ى ٠ي ه ا ن ى با مولد ت ي ر ش ه  اززيرووههاي

ص كه خ ه متناهى شا ت ث د دا ن ن ا ى1ثجه ٠ب ري زومت ت. ي س ا

ف ى اكركز يل )١ S( ك ع باشد. ٠شد د!ده ى د٠( ذ\د م ث V( م {n د  تعدا

ا ف ع ىا تI ي ى كه م ع به دركو عا و حول 71 ت ف ىهما ع د ن ر ة ق ى رند، 1ع  يعن

ى تعداد ضاي ع ت به ز اذًها مىتو(ن كه انكروه ا ب صور ر م صل ر حا كث  حدا

م نهود نوشت. مولد \ و م ط ح ع ١٠ع ت: زير تا اس

/ ( n ) =  inf{#<9i4 \A c G , # A > n }

ى ه ا ن ن ت ا ك ى (اين Iرند دا ي ها ال ق عميق ت عل ن به ت ديا ت اً س ت ا با ث را  ود

ى از ح م م ى ب د ى رن و ج ر و ه ويك د ا غ ت دا ا ر ذ ى دم بزى ٠م ى زدن ق ن د ا م  ت

د كروه روى ساده طبيعى ريم )k < ٢(IFk أنإ دا

ش (٢” ,71 —► 00 و )١ + p(n ) ~  c{k)n ~H ŷ/ k/{k<

شتر برإى اما م بي د ى هاى زدن ق خ صاد ر ميانكين كروههاى روى ت سة ٠نايذ حا  م

ق ق ر ع يعنى 0 نعايى نزول دني ا ع ى ئ = p طيغ  limn—oo <t>(n ) \ /k 

ت. مانده معلوم نا سرعت اين و ر دثر( س ا

ت تا ب ن بعد سال ب ت ي ة م ا زن ا ي ا ي ز ى مورد در ٠ ا دم ويعيها ى زدن ف ن د ما  ت

ى روى ها ه د ا ك ن ى ق ت مولد ه ف ر ئ ي ت ى٠ك ي ر و ت. ه ن س اين و  تتها كه حد

ت-اهىكه كروههاى ى ذا ى زدن قدم ينيز خ د ما ى ت ت ذ ؤ ا ى ذدا1ب ى توسعها ه ا ن  ت

1) Z د ن ن ن٠ به م ذ ك س د د معروف د ى ديد، خواهيم اًذجه مطابق ٠ث ت ر  د

س (ين ط وارويولوس ز حد س وا را ب ٨٠ دهة د ا س . ]W[ و ]V[+ كرد ث حد

د ع تا رخآر ن جم ر ر و V ح ى نمول رئآ ط حي رل ب ر I بإ ت. د هاي  ناورداهايى ين

ى(ذد. زوتري ى ذبه(ي ى از غيرو|ضحتر مثال وردا ىا ا ري وت ز ي ه| ي  رختارتابع ذ

ى زدن قدم ن د ما ت 4< ت س ش نحوة (ين ببينيدا. ز ]W([ ا م به نكر د  زدن ن

ى ن د ما ث ت ر ش٠سا خ ب زI رب د اً م ة ت. ٠د س ى ا ل ي ت اين طبيعى مزا س  ا

٠V ناوردا، صه اين اًيا كه  I و)f,( ى ك م ت ه عا لا ط ى ا ن ا ك  G درموردكرو. ي

هذد٠ نه. يا ىد

ت بديهى س ع كه ا د تا ن كرو. هر :د٠ذمىك معين ل\ I [ >4 حجم' ر

ز ميانكين د تابع ناين جم رث ينير ميانكين كروههاى سسارى اما دارد' نمايى ح

ه ك د ت ت د تاح ه ث ن ر نا م ج ن ح ه هيم خوا (ست. جني ك د ي ى ل كروههاى بين حت

دا ذي كيني /ميأت ع ا ء٠: ريا ر ن لم٠ظ عي ن وربطة ذ*ىكذ ل I بزبرمحيطى نمول ي

ل حتما ا وا ب ح ه٤ا خت سا لأ م كا خ) م ه ذمت د ت. س س ^ ا ك م اين با مواجهه ش  ن

ي و ازكوناكونى سؤالات جيدك ى يي ها ر ختا ى جبرى ا ولد٠متذاهى ووهها

ه ب ر متا ى مورد د ى ووهها ر لوئوته ، بالدى توسط همبند ي ر . با ويي د ا ف ت  ا

و1 ىكي رها ى1زكا ت۵ر ويذ ر و ء، ن ر٧،كي ، ١٩٧٧د د ث ل ه ذ و ل ل٠1ح ي دل ه ب  ا

ر ا ت خ ةا ظري ى ن وهها ن ماجرإى لى، ر ى تا اً ت حد و غا (ست. ت

ى ٠دلخوا ث ا .٠ ن د ر ل (ست اين ىث ي ت دل همي ف نضبن ا  كه مثهوركرومو

ويد٠ و ى و ر ه٠ه ك د ى ن جم ر زبا آن ح ا به لاا ك ه ي جمل حدود ى1جذد دبا م  ن

ل م ا نا ك ص با يوجتوان زيرووه ي ا اسمت. متناهى شاخ ن ر مهم كث ة د  زبن

دم ى ن زد ن ن د ما ة I ت ي ف ر ن ت ز س + د(رد- تعلق وارويولوس. به كه ا ]V[ رإ

ى ها وردا كا نا ري مت و ز (ي ه شب

هة ف ١١٨٠ درد  بين ]١ك١طلد٠لب ١؛للسلة١٠ب مفهوم تروج به ودمو

ا دو غ د متر ى ف ك ش و ي ى به نكر ها ف ى ر ى بهعتوان روهها كيل شا س ا ن  ه

ه1س ك ى ى به د ة خود خود س ي ا ت. مطالعداند. ث خ دا ى ر ها ثت كا ى ن ر وق ز  سه|

ى ي ها ثت كا د ن ت صل كه ه ذ٠ذ تفيير زياد ز *وول فوا ه د ج اًذكه حال ى  د

ى حدودبت لفوا بر م ضعى وتويولوزى ر ص ل مو عما  نعوته. بهعنوان ىكذذد.٠ذ ا

ا عام يوشش ك ة ي ن ب . ريمانى خ د ر ث ش وووه ن س بنيادي كا اثبا ري وت ز ي ه| ذب

1. Adyan 2. Baldi 3. Lohoue 4. PeyriCre 5. Guivarc’h

ببينيد.

 ١ده\(\ق كه هلو(ق\٠د \م«ل\ هوجود ١٠\ق0 ١ت٠ث ١ذ\يى كببد ١أدخو ٠٢ هضمية

V( ؤ cnd 171 هو {n. >ن٠ ٠١\يئ د ر ت٠ ١د\دذه\ق و ع  هوجودند C١ و C\ ث

ة٠٠ع ) و ئ ٠ك ١د ه\(\ C ،71 عو ١ب \ f d / X < (^ n —١ممءا و ١٥( )  >  c ١7i١. / (

د توجه ي ن ض كه ك ب قضيد (ين نر د و د ح ا م ىا رب ك د د ووه بزى ن جا  اي

ا ىكذد.٠ ك ي ز تمعنا بدان اين طرف ا ى ن توانمى كه س ى ابررها ءا جيد  بزى يي

ت ن اين اثبا ختا ديكر، طرفاز ٠بهكاربرد ى1ذتيجه جني ىسا ضرورى جنبة ركروه

6. K eane  7. R o y n e tteا - iso p e rim e tr ic  p rofile



ى، سر١٨ ض شارة ،١٣ سال را

ه كرإنهايى جرإكه دارد ك - م ظ ن ف م وما/إ ز ى ل د كيل ت س  از موجودندكه — ن

د مرجع نقطة هر ث ى ا٠قدمزدر جند هر دارند. نمايى ر دن صا ى ت ن ث م ا ت. ب س ا

د مم ي ت ك ى اتبا ل م د مم و و|لايولوس ا ي ى كل ل لا د ن زير در أن رتوس كه ا

يد ىاً ى ٠م ع ساده نابرإبرى ي ن ز ى ا سابائ ت. ح س ر روى ا يل ك ف رأ ك ر ى) ٠(ئ ٠ه ,

ل با تابع هر و y ج G/بدالآى حم ى م ه نا  داريم ا .ت

)\df(x\ لآا ح| < f i x )I - ح 1(هتد)ر 

ن كه رآ ى \y\د دا ل ك د و ه ط ، ى ع ؛ ن ري ت ك ب و ك ) ل و = ه١٠٠٠,  او،ا €5لآ

f و i x ) I - ى٠ه |(ع)ره| = ح٠ج5 1(عت)ر ن آ ت ن ك د.ا ت. كا س  ا

ى اين ر ر ى ل\ نا ت ر ثبا ى ا ر ر س نا ل زيرك* ا م ا ن ن ى V ع٠ظ واد يعن

،} > )w (،) =  inf{^  : V (n ت س ر٠ب مىتوان ا  قزردادن يا برد. كا

ء٢)٨(، أ  ريم1د٠١(،)ء = لا

)N( ا ا ه اً >٠لا * ( ا ا ا ا ا ; / ا ا ر ا ا 11/11؛ ؛

ل با / تابع هر برإى كه م ح ى م ه ي٠ متنا ن كه ى، د راً ب نرمها—م د ح ر  ب

ى اندازة ش ر ما دIش ر ٠ن إ ت ر ت. ب س ر ا ك iV{n ا ) t  cnd ر م٠ د ي ب ا ي  كه ى

ء٢ها ء٤( ك ، ه1 ل٤ه روى نابرإبريى شبيه )N( نابرإبرى بنابرإين، و ١) ك ت  س

ط و ش ت لا ن قا م ر ت بهاى جوا هولدرى سوستكى دربار؛ معرونش د  معادلا

. معرنى سهموى د ش ن ش ن ى كنترل بزى ز ابدإبري ش رفتارنيمبروهها خ ي

ى ى كرما ص رد. خا رب ن بدكا ر(ي م به )N( زمينه، د ك ر ي به مربوط ح د

ن ص ٠مىكردد منجر ٢ ق

ج قلمرو ه٠جذد ها1ل ي

صن از كار، اندكى با د ق ث ى ر ف جذدجملها ى ٢ نعصن و رومو د ي  برإى تأ

ن٠ ذ ك س د : ت٠بهدس د د ي هى تنهاكروههاى ساً ى ازدن٠قد كه مولدى متنا ن د ا م  ت

ى مثت ي ا Z{ متناهى ى توسيعها ىيذرذد،٠ ز ب r j Z i { o . د ن ت ى ه  كارها

ف س و كرور ن والأيولو جني ى اجزإى هم ل م ج ا آ ر ن ينت ها ؛* زيرند. دن  درأن

ى ح دو بإ ت. تا f( مثب i n ) ~  g(n ى زمعن ت بدي س  C و C ثابتهاى كد ا

> " ك a > ب00 موجودندكه ع  .٥ ك

ذ ضي د٠١غغ\حو٠ ٠كدو هد ١ق١دد .٣ ق دد (بو ى١خو ى، ول  )١١ ٠ذدء١هع\

i.V( ح 7لءأ (n ؛7±)ا\~\أ )٢١ ر ( ^ ) ٣١(7f ى )۴١ ؛ >j){n( ح ٥/٢

ح iVi و ت١ ١١\حك٠هد ١ش\ذص ١د N جوجتو\دا زجدكدو. ١جدث ٠١د\(\ئ  d = د

د ٠ك \> L ١ة ) Vi و١جو د ش٠كدو ١ذ د \JV. / JV.+ Nت ١ س N(د \ i( ة١يدث ت  ؤث

ت N ب كو هد ١ص١ى س ت كه \ ) و N س \ =  N و ]N )Ni[ = ١+TV٠

ف عدي ٠ثوح١ى٠ ن

ر بنابرإين، و نلمرو د عوجت ى/ ها ى1بذدجمل ي iV ٠ن و ت 1لا ا عا طلا  ا

د يكسان هذ ىد ن ٠م ري هت د د با ى1غيرأب كروه ا ث ه ر مل ج د ن ما ىكروجIب د ن ي  ير رث

ت س ة( زنبع هاي

ى جهار بدوسلة كروه اين ي ر ا ل م م ا  بدهمرإه بع — غ١ قرإردادن از ح

V :  ± \  j Z  = y° : z = ٠ بههمإه =  X ف كز ٠مىشود رليد 

ى ر ر متنا كيل ل د ك د. نشان ٢ ش ه دا د V<( ح 77ا۴ ٠آن برإى (ست. ت {n 

I (n ) n rft و X[ ي.7(أ ج(

شه نوق رشد ج ى (جند

ى كروههاى د زياد ن ت جم كه ه ه اذًها ح جمل ذد رب ه ز را عت ري د ى1س ن  ىكذد-٠ ر

ت فين ح ر ن اين اكثركروهها د ى ت جني ى حت زكروهها ن درميا ينير. ميانكي

ل نتيجة بنابإين م ك م ر ى زي ت. ٢ قعصة بزى مفيد س  ا

ة صي a ]٠ 5 ١[ .٢ ق  E \> ت ب ض جكببديد. ثا ت كببد ند  هوجود \C\C٠ هثعت ثاه

ت١ log V ^، حو ١هه\(\ة كه س {n ) >  cnر .٥ ب \ ) ب ١خانتهاك ،و(ت.ا٠١د  ش

cو١ Crم ١كههه\(\ق ١٠دهطو(£ هوجودند iTi )س٢ )ا ه +log0 (n ) <  - c١١ 

5 I (n ) > c٣n / [ logn]\/a■

د نو و ١ كولون ز بزبرمحيطى ن كر! و والآيولوس ز >t< كزن ن ف ة ي ا

ت٠ب مغاله ه اين اذد.٠اًورد د ص د با هركروه بزى كه مىكويد ن ث  نمايى، ر

c١n I)ي۴(ا > -١/٣ (n ) > Crn/ logn  j  log■ م هي وا خ ر رزئ ه د ك د  دي

د كروهها برخى بزى ايزكزنها ذ قا ق همه بزى ولى دذي . دقي د ت س ة ن ص  ۴ ق

د با كروههاى برإى ث ط ر وم ز هت د كه ن ث ن ر ا مت ج ) هر از ح ه جن د ى جن

ر نمايى هر از و يعترسر ت ذ ت ك س ت. مفيد ‘ا س ن وجود ا ىكروهها جني ي

. كتعنسط كريكورجوبى توسط ١٩٨٠ دهة اواسط در د ر ن  زدن م قد مورد د

ى ف د ما ي ت ن بع ي ن ى٠ا كروههايى ب م ك ت ا ء لا ت در ل س ، د ت ت اما ا نا ي حت  ت

ر خزإيذدهاى ر مورد د ختا ها از ى٤بز ردة سا ال د انجام ف و ىث ز ]BGS[١ م

ببينيد).

ير حدبن كروههاى
ى به بنا ه( ز قغي ل كروههاى ولف، و ميلنر ا ر ح ذ د يا ي ث ه ر مل ج د  و ى1جذ

ى رشد يا ل دارند. نماي ك ث اين ببينيد. وإ ٣ ن ح ر با 1/1 ب ه نك ج ى ب  ر بمعيا ا

خ يتب ضا غاز ٢١دو(ئ جند موردكروههاى در ش٠ر م اً ىكذي ف به بنا ٠م قضية ي

ى ر ا خت ق ا ى‘عب ى متناهى' توسع تقر.بب با ‘جنددورى كروهها زيعروهها

ة ف ^ ك ر ذ ي ن ي ك ذ ا ي ى كروههاى م د همبند ل ن جا .صت ين را ظ د غ ه ل ست ع به ك

ع انكروه زيةروه تو}للوزيىكه ج ى رده ارت به ر ى برسكردد.كروهها  جءدور

ل ل\ ي ل د ر د آ خ ىا ر ص جب د خوب ىتوان٠ ا٠لذ خا ر ك ا ب ل و ‘د م ا ‘أن ح

ش٠رضاي نتيجة خ ب ت. زير ت س ا

ة ضي ى .۵ ت ل ذ ى كليد « ر «ب دا دق ة ة٩ى٤ذ ن م ث د ي ك ذ ع ي د ١كلل«ل س م

د.٠١ح ذ٠ي١ د( ث ) ت٠١حى١هتغ G ١و س \ د ح٠عدد ج\ وببل، ول ١ي\ق م

ت هوجود س v( ~ 71 كه \ {n أ١يا د )ثما7ً( ث ر دارد. نمايى ر ت د  دوم، حال

i ح l {n ) «  n /  log ي يح —7أ١ا٣(^) log.

ن س رإ log ي يايين كإ و ول وي ك ل ت ز I بالاى وكزن آ ت ييت س  اًورده بدد

. ت ز كزنهاى ا ا و ي ة د ص رذد.٠ نتيجه ۴ ق ى ىث ك ن ي سادءتري ى از ها فال
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ل حتا ى ذدا)زدن :كروهها روى ا دن صا ش ت ا ورد نا ويخ ت ن لورا ا س سلمدكا

د كروه د با دورى ف ث ب نمايى، ر م نيم ضر ي ت ن z س  X z ت ٢ س  عمل كه ا

z بزى آن كرو.  X z X)ii))(y( ج ٢ , v( ل به ك ن

ف ه اى نسخه اين ود.٠مىث تعري ى انكروه كسست ى كه امست Sol ل ك  ٨ از ي

سة ه ٠بهكاربرد هند د . ث ف ص و رت ى٣ ذميذههاى٠د عد ى ذ٠دربرنا ب ز ا ى - ذ  ه

ت. ترستن س ا

ى كروههاى بزى كل ر ي ذ ي د با حل ن جم ر ت. متغاوت اوضاع نمايى. ح س  ا

ن ري ءت د ر. كروههاى ا ني ي ى حل ها ه د ١هل\\عش كد ت  تعويضكر كروه كه ل

ى آنها ت. آبل س ى ا ر حت ن ري و ر بع توا رنتار كروهها، ردة اين د ت ممك س  ا

ت ى تفييز سبع ى1به باشد. داشته و د نرضى .A < ١ ز A كني a از زيعروهى 

ن كروه ax l آني b شدكه u±{x±١ توسط با ) = x \±\وأ = (ل غ (  (ا

. توليد د ر ث ى كروهها !ين س د و ت <!أل ث جم ر ى ح ي ا  أنها دارند. ن

ة ر ه ax + د ت س ن ك ت ي ن ن رثا شت د وبي . دورى ج ن ت ي  عدد A ونتى ن

ح حي ت، ص س A ا a ؤدء صورت به مىتو!ن ز = aba : ة a  كرد عرضه >١

ن كه راً و +رأ د ه ر بدنامكروههاى (اينها ة = لبءاً ت آ ي ل ر س د ك لا م ا  نيز ١ب

دارند)- شهرت

ى ها ل ك ى ۵و۴ ن ل ي ك ف را A ك ن ز ٣ تا د ن هذ ىد ى ٠م ا1 جبرى A ونت ت  س

A بزى a م ري ى .log(„)ي » ا١ا٣ و I(n ۶ةة 71 ا logn دا  A وقت

ى ت. متعال س ب با Aa ا ر ض صل ى تا حا z ج  { Z ت خ ري ك ت ي س  اًن، بزى و ا

٢/٣)logT7)7i log )في71( يح -١/٣

ى نزوبلئ كروههاى مطالعة در ها ب ر صن ى حا !Z تاج  z ش ٢ ى نق  مهم

د ايفا ذ ىك ر روكروههاى ز اينها ٠م دا غ ز مذد »٣ب ىا م ز د ٠ذي ي ن ك ض ر z ن ة ٥ قث ن

1. Baumslag-Solitar

٢. lamplighter. ه ت ركنث ى به د ص  اطلاق ىكرد٠ بوثن ز خيابان جإغهاى كه ثخ

ثد._م.

ى جندبعد ا نامتناهى) و ( ك . ي د ث ا ب ر ه رزه ن جها ا درهر ك ه ي ك سب  ذد1مىتو لا

ن يا خاموش ث د لآ ث ا ب متناهى تعدادى (تنها دارد وجود ب م ن مىتواذد لا  روث

.، د ث ن با جرإغد(ر د بهعلاوه، با ر ثمنت ر د ه ها ن ع ز ش و رونن ز ب  خامو

zعضو هر ٠مىكذد ل ((منظرة)) صورت به مىتو!ن ز Zr إ ٥ ي ك ن ه ت د ز ث  ا

غ و لاميها ز ى در ركه Iد ب ت. ايستاله جاي س ل .دضزركرد ا ك  .ببينيد ز ۶ ن

د توجه ف اين كه كني ن از روشن، توصي زداد ى ننا ك ون  عنصر دو صرب جك

ت. س جزا ل. اين با عا سى ى حركتها حا سا ى أزدن٠قد در ا ن د ا م  روى طبيعى ت

٥ Z إ Z r صررت به ن1مىتو ز rd ت ن حرك مك غد م مجاور رئوس به ر1جز

،٠بهه غ يا وش٠خا ل٠ء إ ا ر ب س د ى كد ا رأ  ذرلر*ىكرد ل

ه كرد. توصيف ي غ ر از ى1ق ك س ا  نقاطى تعداد iNn ىكويد٠ ٢وازدان و ١د

م با كه د ى زدن ق دن صا دا ختح 71 زمان تا Z روى ساده ن وذ ىث ر م  زبطة د

)٠)٥+٢ ٥,c(A-  ~  (” ^ logE (eى ٠٨ ق n —> oo ونت  مىكذد صد

ن كه راً ى اميد E د ض ت. ريا س ش معلوم ا ى ت بايد كه جيزى تنها ۵م  كرد ثاب

ه1 اين ك ت » log)/٥+٢( س  _ nس كرو. ردى ٥ ر ا د ع ز برتنر Zr ب

ت س ).PSa[ ا

ر نوق مثالهاى ك ن ا ث ت اين ن س ى بزى كه ا ها ه ى كد  با مولد هى متنا نزآبل

ت، ىزذد٠سر ازفي رنتارمتغاوت بينهايت نمايى، رشد حتيت ر ى با (د هاي لال ستد  ا

ى. ضان ده ا ود٠١‘ لي ر امر اين كه ىذ ى كروههاى مورد د  عرضه متناهياء نزآبل

د ق ٠ذ د ت). ما س ل همين به اوضاع هم I بزبرمحيطى نعود بزى ا ك  ن

ت س ر و ا ل ث ر ر (ديوبنيا) إ ش تحقيق يكط د خ ميدب ر ا ل د ت حا س آوردن بدد
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ى، شر ض رة ٠١٣ سال را ٢ شا

z حءاغدار ىبعددو عضركرو. يف شكلء أ ؛ ٢ .ا

ق كزنهاى ى برإرمحيطى دني ى بزى جديد ضربها صل ى حا ج ت. ا س ة دو ا ل سا

ى طل رز د ما ت ئ ل ط ٠ح ى مم با ومرتب ى <|أبلى درلوردكروهها ه ذا ولد٠ف

ح٠ب ف زيرند: ث ى ا (ال ءبذ ن رنتارهاى تمام رد مك ؛ و <$> م ب) / ا (  رخآر اً

ر 0 ر آ ن ش ن! ر ذ٠ م ك ؟ ى ى ك ع ر ن وب ري ى ا٠ءفىرء بنا زن ى ب  دسآوردها

ما ‘توجه ئابل ي ل د م ر كا آ ى٠قد رن دن غا ن' د ز ى و ا ط حي رم  كروههاى روى ري

ى ‘ىمولد٠متذا ر حن ر *وردكروههاى د ني ي ر هنوز حد ا ب س از دور ب د س  ب

. ت ر امر اين ا ى با تغايل د ج ي ر نآ ش مورد د خ ى ناوردا ي ى د ها ه د  ك

ى ن ل ب ت ه ى كه ا ح 1؛ آنها هجم حوا م ض ر دهيم: تو خير مورد د  به ٠ا

د ساختارى نظرية وجود يمن ى رضايمت و تر٠ا خت صور ٠ترب ى ت مل  ر يديد] كا

د ت. ٠ث س ا

ى ها د ن ي إ ش ن خ ناوردا ي

ه بياييد حال حن ى ز م م تفيير قدر هي ى و د ها ن زي ش ن خ ب از 1ناورد ي  ز بم

ة موضعا كروههاى روى د ر ن د ن ن م بررس ب ي ت ٠ك ك i روى بزونى م d 

ى مثال سي لا ر و (ست زمينه اين در ك نت ي ت ب عا  كرنته انجام اًن روى مطال

ت. س ها اين ا د زي ف طرق به ن1مىتو ز ن ختل ص م خ ى نمول، مت ص ول  خوا

ب آنها حياتي ت ث ل نموهاى دا ن ت ر يبوسسكى و مانا م ي ت. م س  بيان بد ا

ت از ى1فضيه به بنا ديكر، د بيمهابت موئدهاى ٠ هان ب و ى آنها ك  عملكرها

ل سب ز غ ن دومى مرتبة دي ن ل به كه ه ك رذد زيرنوشته ش ىث  م

A ٠+A L = ؟٠٢

ن كه رأ ت ب٠ج از ناوردا رىبردا ميدان At هر د زز مىتوان بنابزين و ا  أ

ى جبر از عصرى ر ل ت.نظر د رن ى ك ى كروه ى اكر حت دنبا ل ن ن ى امر ا معن

1. H unt 2. infinitesim al g enera tors

د زيزكروههاى ٠دارد ب م ة موضعأ ه د ر ث ى حد ن ر ر م ى ت ها ه و ر ى ك  :د.:...ه ل

ن وا هعن لا] مثال، (ب ه سنيد). ز إ ن با اين تثاب ى تدمزد ن د ا م ب ت ل ا  توجه ج

ت س ش و ا جا ز مولدها نت ين ها درا د ئ مىكذذد. ايفا ا

ى از خانوادءاى ها ر ندا ل ا ما حت ل ز ١١جدملئ ٠كلل٢٠ذ ؤ،(،للم)٠ ا ي ك ن  ت

س1.٤ -4 ٠ ونتى ،ب —٠ علهدب،لدوءه = ىدهداكرة+،ءلم٠ و < ه و ر ك م ي ذ ن

ى وذت عا ز ع| ر ى ك ي سا هم ر ه ى ز ه| رب ك ستا t.(G/U ٥ ٠، H ٥ ا ) Hi\^ 

ت اين صي ى يوسسكى با خا ن نمونداى مسرها زي  معادل مربوط. تصادخي ن

ت. س د بزى ا ي ز ن ر ش ه ب ناوردا بخ ج ز z( ا  =  (Z t كروه روى iG 

ف ٠، < ٠ iZt بزى ءعم نانونهاى س ٠بمكرو ي و كا ى ذ ج ي د٠ ايجاد ٤ي ك  كه ى

ى ج اًن ر u( تا (t , x ) =  JG f (x , y )d(i t (y ب ى٠ معادلة جوا دا ر ك ش  خ

ر3(ت ،ؤ). - L)u = ء ( ) :u (° ,x . ت ا

ل بزى ي م ك ر اين ت ري م ، دورنمايى با ت س د ف هن ة نا ووتابع ي ل  »ه

ى ي طبيع ل) لآا د مجازشعردن آبا ( ىا1مت ل ة بدنام ر ض ا ى١ذ ن ة يا ن ض  فا

ئ١(هل-،١ة دلل سل ه *عرفى ١(\ ك ذ ذ ك ى ت به م د ر  م

}١ < )C°°(G) , r (f , f ر : ا ج ء) ) - )d(x , y ) =  su p{ /(x 

ن رأ د ه ك د و ت س ف . ر L ي X X ifV = / م ل / أ٣-٢( ( م ل / = / )٠[ ( /

ت. ))ن ميدا مجنور (( س ن ا ف ا ت كليتر تعري س ا ولى ا ا س ف با ا ري ى٠ تعا  يكر

ر طول ايدة ريايذ كه ه ن س ن ت. معادل ه س ما ا و ص ك G اكر خ ى كروه ٠ي  ل

كر L و باشد س^بلتزمى عمل ى لايلا ر ي ا ت خ ب از ناوردا ريمانى ا  باشد، ج

ة d ٠اًذكا مل ا ت. ريمانى ن س د تاح ا ث جم ر ى ح ر (ء)رأ ظ  صورت به اًن بامتأ

جم ع با مترى كوى هر ح عا ت ،ن ي ب از ناوردا هار ازةاند به ن كا ج د , G

ىذرد.٠ يف تعر

ى1 سؤالهاى ا ها اين مورد در م خن ت ي ى fit آيا از: ذد1ءبار ل ا ك  رى هموا ب

ب ح زة ر دا ر ا ى اين رنتار دارد. اكر و دارد؟ ها ل كا ؟ ج ت ي  رختاراين ج

ى ه جكال كون ص به ب ع خوا ب صلة ا ع به irf نا ب د ا ث جم، ر  خانوادة به و ح

A( ردارى ميدانهاى t( ؟٠ مربوط د ر ر با جكونه ىث ا ت خ  ى ٠كرد جبرى ا

ى يكض <،(،ءلم)٠ اينكه نرضى با بد؟1مىي ارتباط كال X H( يوسسة ج  f i t ( x 

فأ درمبدا ر(ة)،ءلم1متد دارد، ن دقي ل جايكزي حتما ر rt>{4( ئكتمعت با ا ت د م  ف

ت متاله اول ر اسا و ا ل ين ست ت مربوط مزا س ه، رختار(ج)،ءلم به ا ك ز  وقت

ر به غ ل بينهابت يا م ىكذد.٠ مي

ر، ما خت ىا ز ى به ز خود توجه ب L} ىكذيمكه٠ معطوف حالت  =  > ; X 

ى .A. = ٥ يعنى ب ،A, ا ٠ كه حالت ت جال س سسد به هم و ا  ىلهاا

ى ضان ى٠ايد به هم و ا ن اما نيازدارد، متغاوتى ها ر ا ت ت ي ا ب ك ة ي ل ا ى م ك ي ن ك  ت

ت. س ا

وضعى٠ نظرين

و ى ر ك د ؛ ! ى ٠د ن ل ب . 71 بعد با ه د ش ر ظ ن ر ض د ى فر ع ن ي راي زمينء د

ه1 اين ك ت A(خانوادة س t( ى جبر د ز G ل ي .٠ ول د ك ى اين ى معن ز دا ت ب س  ا

ن همزه به ها At كه هايثا ر ضك وي ز تع ى طور به مرتبداى، هر ا ط ر خ ى جب ز ل

ض اين هموار. ما مىكذذد^ توليد ر ز نر م. نظر د ري كر بزى دا  ديغزسسل عمل

ط با شرط اين ط، دوم مرتبة ر متناظر هورماندرأ بودن)) مشهور((زربيضرى ت
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ل حتا ى فدموزدن ا؛٠ردىكروه ا صادن ش ت ف ن ثمرلوئ Iناورد ويخ  كاست٠سل

. ت ى ا ضعى نظريدا د كه مو د م ر ن بيان د م اً ي ت د) واذد٠مى ه ي وا ن عنوا به (

ى س بزى مدل ر ى ر ه٠ء زيربيضوى دوم مربإ ديغرإسسل عملكرها ك س و

عميقتر ر ى و كا ر ت كل ه (ست مت ظركرفت د. درن ر صلة هندسة ث  خودى به d نا

ا خود ك ى عرصة ي يتات حت ت زيرريماض ط هند نام به ت س ط ا رتبا  نزديكى وا

ت يكط زI دارد. كنترل نظرية با ه و. ج ر ك ر ختا ر ا ت1بى اينجا د مي ت ه س  ا

د هر ن ى به ي ها زي ءا د دمنجر مهمى ما رد ىك ببينيدا. ز ]V + ([ م

ت ح ط ت ر ، ٠ هر به(زى fit هورماندرا ن د < ى ٠ي ت جكان ب  ردا ردا هموا م

ة مل ت d خا مي ة هر به ن مل ا د ن ضعى سساقلي ى. مو ص خ  هولدرى ييوسة مث

ت . زيربيضرى L عملكر و ا ت ح عدد ا  ،771 ج ^)١ ١ + )٢[( صحي

ه ت ب ه1 موجود ).X(، دة خانوا به وا ك ت ا٢يا -4 ٠ وننى س  (ع)،للم- ٠١٠ C  ٣٣ا

ت اين با 771 اين ن ي ص ،٤ ح~ ٠ وقنى ١)ثم٤( ~ bv٢ع نيزكه حت خ ود.٠ ش  ىث

ت ر ت مانند د ى توابع حال ضا رن زد سا م ى، ه س ت انليد c ثاب  =  C l موجود 

ت ت جواب هر و ٣ ج )٠, ١( هر بهازى كه ا L = ٠ مثب u ر  صعوى د

B ( X) r( ريم دا

sup u <  c  inf u (G H(
)B{ I .r / T) B (x .r/X

ت ي ا س م د ئ١\عل٠ اين هن د صورت به ز أن دخك١م ١ب درمىاًورد ابزرنوى ي

ش و د نت ث ا ف ي صلة توسط ٠ا ن ز d نا د٠ روث ز ا .ى

س ت ي س ط ت ر س رودهاى١٠ذي هورماندر ن و كروههاى روى متقارن كا

ى ت ل رارذ د1سيارخوث ذ س م ل .ر ب ز ت ث ا ح ت٠د در رختارأنها دربارة ب زمد  و ا

س در ؤا منيا ز صر ٠ب ى در مخت ى كروه G كه حالت . ل ت ي  طور به ز اًذجه ن

صعى هد٠ بح مو س ىد ت اين ٠مىكذيم برر ى به حال ل ك ى ن ه ي د ب را ا  صي

سه نظرية ىأناليزوهند ى روى عموم ها ضا ه ن كل ري ن ز لب  مثالهاى ٠مىكذد رون

ه د ا ر ا ي ى ب ب، ول ب جال ضر صل روه تعداد حا ىك زي ما ب و داير. ن ضر صل  حا

ى تعداد ي ز ما د ابعاد با متعامد كرو. ث ذ فا تل خ ر ٠م ت، اين د لا  <،(ءلد)٠ ايًا حا

ى1به ذد1مىتو ى ، < ٥ هر ز ل كا ى يوستة ج ه خوب ت ث ؟ دا د ث ا اينكه وجود با ب

س ايزكونه نظرية ه عرضه ]H[ در ذجمكروههاىكأو د ت ن س در يرسش اين ‘ا

ح اًذجا س ه داده ا د ن ت. ن س ه طبيعى ا ك ت س ل ا ن حدا ) ( دا بت را ز توجهمان د

س يعنى دوطرنه ناورداهاى به و ىكأ روهها مك ى روى ركرى٠ ب ها ه ه د د ر ن  ن

ر كنجم. معطوف ت، د ت در حفيت ت بينها جنبرة حال ل ب : ى د ع ل ب ئ ا  م

ل ة ح د ث ب ن ب جال ن دارد؛ وجود ريادى ومبارزطل راي ت، د  بينهايت مولد حال

د ج و ى به مىتوان ز ك jd صورت به سادك id j, ح٠و اع ، = L اين و نوشت 

ع م ج ن ز نامتناهى م ه1تو روى كه نعبيركرد جني ىك ع ط ب ق ى به ن  متناهى تعداد

ذ. عمل واسسهاند، مختحى ك ى م

خيز كه ى1ذتيجه ف ا ديك ة و بن د ن ي و ت متاله ن س ت اين ٠اًوردهاذد بدد س  ا

ر متر و همبند موضعأ ‘همبند ‘نشرده كرو. هر كه ي من ك ى تعداد G ي  زياد

س ٠ذمكرو و ى با زى٤مر كا ى ي ل كا ت ج ب ت هموار ييوسة م ب  ائدازة به ن

ت دارد. هار مي ل به ىتواذد٠ صغر به ، ميدكردن با (€)،ءلم ك ا ك ن  متغاوت ا

ى. د د زا ج ز ى با ا هاي e' و e، ؛ع.٠ءه ١ااءر+د نظير رنآر e 6 غيرء و 

٠ > A، د ث ه غونه انفجا ر ت ن باشد. دا

د ط ي ر ى كا ن ى (كه ف ه لازم شرط با خيل مل ا <،(،دلم)٠ اينكه بزى دارد) ن

ى ل ا ك ى٠يوسس ب ه ا ت ن ا د د ث ا ه1 اين ب ك ت ة س مل ا ى ن يوسسه آن به وابسه ذات

1. Bendikov

د- ط اين باث ر ا نيز ن ك كا بيضرى نابزبرى ي رن ب ز ها جا  اين به مىكذدأ اي

ه d اكر كه صورت س و ى٠به ٠اًذكا باشد ي ة مجموعة هر و ٢٤ داسة هر ز د ر ن  ن

K ر ت ا٢٤د C( ثاب (f l , K ت موجود س ب هر لورىكه٠ به ا ت جوا ب  يوستن م

٠ : Lu ر ر د شرط د

)K ) i^f u (H ء٢٤١ ( < sup u

ق٠م -٠ د ذ ك ى

ت ببينيدكه هي س ما د كم نابزبرى س جا ين را ه د د ت ن س مفهومكه اين به ‘ا

ه ذمىداذيم كون ب با ب خا a(زوج انت , K( س مرن هم كويهاى صررت به آ  م

ر أنجه (نظير ت بود)، )GH( د C( تاب (f t ) K ل ز سن س س مغيا ر م. ا كني  ب

ب اين ق ت حفي غ ك ز1ذ ه ذكي ك ى ن ن ي ي ن ى ها نابرإبرى ب د رن عا راب  نامتناهى د

ه وجود ذد1مىتو ثت ا دا د ث ا ف ب ك دي ل طور به *وو و بن ت ت ر م  هاى مه نا يايان د

ف خود دكترى ن ب كردند. ك ت اين توجه جال س  ن1مىتو ز )H( نابزبرى كه ا

ب ح ر . رذآر(ة)،غلم ب د ر ك ص خ ش

ة ي ض د L ف ١هلذخ .۶ ق ي ه\ ب د د ول ب ١ه جل ل كو ل ك م ذ س ٠د و ق ا كل  ١عت

ئ٠ 0(١غف٠ د )ل د ،ل ) ف سدا١د G همعند ختودة ٠ةدد ١يلث ١<، ت٠ د(\د )  د( L و

ذ )H(١ها(خلث ق ببخو ١حتق١جت١خ د سد١ف م٤١ ١سد د كل١ ١٠\  log M (e( = ٠) ١ل(

ى ،٠ وفن +٠ ]B S.[

ى ك ى ي جز زا ت ضرورى ا س ٠۶ نضبة اثبا ى برر ها ن غ  دوطرهه ناورداى ي

ى كروههاى روى ه سادة ل د ر ن ت ن ي ش كه ا ه ايفا نق د ا I( بعد توسط ن ك ن  ر آ

ل و مىسازد م ا ر ر رنتا ن ت. طوالانى و متوسط كوتاه. زمان د س ا

ز رإ د ر رد ذآ ت٠ر ه د و د ى د ى٠ر ى ا ل

ى اكتون ا ه ث ك د ي ب ن ل ب . ه د ر ن ن سكرد-م ا م بر ءلل ر(ة) ت را ورفا د ز ا د ر د

ى، ت تبينها به ون ل ي ت ٠مىكذد مي ح ط اين ت ر ه1ث ث ك ت )خانوادة ب د م ،  جبر (

ى د ل\ ل ب . ر ذ ث مورد ك ح د نزر ب .٠س ر اين م د ر آ ن  حئيفتأ طولانى زمان ر

ب ب قل طل ت، م ى همان زيز اس ت جاي س اسا كه ا ن ركروهخت ش مهمتري  نق

د ذ ك ى م ا ي ٠زا

[ د ك م ش س و آ د ا . ] ز ا غ آ ر د د ت ر ر آ ن جم ر ت. V ح ب ها ن ري ل د ق از س

ب خا ف (،مد) خانوادة انت كيو|ذ ت. س وايل | را ت ١٩٧٠ دهة د د كردكه ثاب ث  ر

جم ر ح ت نمايى يا بينهايت د س ا با إ٠. ا ك ل توانى تاح ي ه ناب ب ا ق ت م س  كه ا

ى نماى ى عدد اًن ه ح حي ت ص س ث مورد كرو. به تنها كه ا ح ه ب ت ب . وا ت ا

ى د ك ى ه و ر ن ك ر ثما اً ذ رنا ى ب دا ود جل خ ز د يروز ا ع٠س ج ؤ ر ك )R(. د

ت. وصلب) rigid نعايندة R كه ىشود٠ ميله نا س  با G ١\ذح\غق نماجنى ا

ى عمل ارتتاء غت ري د و ى خ خل X b4 ١ دا  a xa ى جبر به ت به ل مىآيد- ص

ع ٠كرو ص اسسغاده با جبرى طور به مىتوان ز )R(ن متا ز ش ا ى نماي حاف ه٠ال  ك

ش1ويزهمتد ض موهومى رهاي ح ، م د ن ت د. ه ر ك ى ح خ ل ٧ا}7(أ كروه من ك ن ت  م

ى ازتمام سها ى مازي لا حفين ى با ؛ مثلث ا و ت د ى ت ين ع از X '777 777 حق  )R( م

ت س D — \(771)777 + ١( كه ١)ثم٤( هء ،٠ آن، بزى و ا  = j {m.

ع كروههاى ر )R( ن زيدي ى ميانكي ن و د م د ت ا و ذ س  اندازة دامإى ‘يعنى د

ذد از ناوردا هار طرفا ى اما ٠دو ى كروههاى بميار ر ل زيدي ى ميانكي ون د م ى ت

1. Berg 2. lift



ر٢٢ ى، ت ض ٢ شمارة ،١٣ سال را

د با ت ن (كه نمايى ر ري  مثال سادءترين دارند. وجود ميستن) )R( ئ از ‘بنا

ش كه تSol 1 كروه كروهى، جنين خ رب ى ازدن٠ذد به مربوط د ن د ا م  ت

ل كروههاى روى . معرنى ينير ح د ب صورت به مىتوان ز Sol ث ضر صل  حا

ستقيم نيم ر ا٣ م ب عمل با I د ف )ء ذع٤ ( در ضر ص و كرد. ت

ى كروههاى (ال> (ج)،دلم رختار ا ميانكيزينير ل ك ى٠ت ة با دول ي ف  زير ن

ر ث ود.٠ ج ت ىث

ة ضي ى٠قدثا همبند ١٠٠لك٠موةزو ١دو\ق .٧ ق ون V(٨ة٤٥ قؤ١دددل.ا١عب\ذةبن د (t 

ى نن ٠t —ح oo د \ i t هي ٤-٠ا٢ )M (e ى ن ى V \قو .٤ —ح ٠٥ دف م\ن  ذ

د٠ط ٥t ت lo(ح)،ءلم -٤-١/٣ ١ g ى ن ف .٤ —٠ OC د

ه كزن ن ز و ت ل م د ت ث د ر ت. وارويولوسى ازآق ى جمله! جن س  رشد درمورد ا

ت يايين ذعايى'كإن س ازأ و ول ري غ ل ن ا ف وكإ ه وارويولوس بالاازآ ك ت س ى ا ر

ى اثباتهاى دومى ى مجر ل ق ت ى توسط س ث ي نو هب ن ي ب ه عرضه ز د ت. ث س ا

ه ٧ قضية .ببينيد ز ء١[+لم ز مىتوان و اسست ۵ قضية متاب ن  در ى1٠كةر با اً

ى، نمول مورد ط حي م ر ل ٠۵ قضية همانن رب مي ك | ٠]P[(كرد. ت ]V[ ببينيد). ز 

ط نتيجه، دو اين و م به مرب د ى نزد ق دن صا ش، و ت د يريدار همزمان يخ ن د  باو ت

ه رونهاى ل مناب د ناب ذ ا ثبات ا ٠ا خي سIزI دراثرى ا و ول ري ك  با ٧ قضية ]A[ ل

ى رختار ر مجانب جم رشد با كروههاى روى دوإزمدت د يعنى جندجملداى، ح

ع كروههاى ل )،R( ن مي ك د ت ت. ٠ث س ت رهيا ا س، ن و ول وي ك ر با كه ال ا ت خ ا

ع جبرىكروههاى ى ارسباط )R(.ن م حك ها دأردا م كنيك زت ى ا ى وايدءها  حورا

ت از لا ل معاد ي س ن غإ P( جزئى دي D E'( ن نظرية نام به ى همك ز ه ‘ا ت  شده ون

ت س ^ارنتار با كه ا ز س ب ى مغيا ى عملكرها سل را غ ي ب با د ي ر دورءاى ز  د

IT رد .سوكارد)

ن بر!ىكروههاى ‘البته ي ك ب ا ر ب ن ي ىيابد؛٠ زوال نمايى سرعتى با (ء)ءعر ‘نا

L ىد طبنى حة٠٠١غ با سرعت اين  =  £  x j ف ص و  صورت به مىشودكه ت

ت خارج اينغيمم م م ى ق ٢زل

١/ /٥ J e L ٢(G , V)
/٣ءأي ه ح لا ء / ا

f o l f V d v

رد٠ تعريف ذ ر و ى ر اندازة V ان د ت از ناوردا ها س ت. ى روى ز س صلة ا  نا

ى غ د٠ صغر طي و نميا G اكر تنها و اكر ىث كي ن بايد باشد. ينير ن طرنتا خا

ر كه كرد ح تنابل د ت با صري ى حال ها ه كروههاى ردة در ولد،٠تذاهى٠ ر

ة موضعأ د ر ث ن همبند ن زي ى ساختارى ن ت خ ب ت ي ا ض ت موجود ر س بين كه ا

ر كروههاى زيني كي P[ مىكذارد تمايز ينيرنا ميامكين و ميان a-[ ى كروههاى  ل

ن ميا همبند كي ر ن ن ي ا ى معمولى، ن مك ى كروههاى ه د نا ل ر ث م ة ن د ساده ن ت : ل  ا

iSL( مثل n( i ى همبند مؤلغة و ر همان ٠و)9ل q( د 5 ى 0 ك ز ي اولية نتايج ا

ش به مربوط خ ى كروههاى روى ي ى ئ ل ض زى٤سم حد و ٣بوكرول م

ت س لا همانند كه ا ى كروههاى برإى با ا نيمساده، ل ك ى نتيجة ي ق مجانب  به دقي

عكل c/٢e٠A٤ ث r ft ~ ى (€)،غلم ى عدد زإى1به ٤ —٠ +00 وقت ح حي  ص

J>a جون > r ٠ )A هد.٠ ت٠بهدس ن عموماً ىد ى نتايج جني ق قي ر د ميا  ب

ت خ ل س ص ر جه مىكردذد. حا ت د ى حال هجاًي ر جه و جاب ت د نيمساده، حال

ش نظريه ر نعاي ر ت مقصود اين بزى خوبى ا س ى اما ا ‘ديكر كروههاى ر

1. Hebisch 2. Raleigh 3. Bougerol

ل كروههاى زجمله ( ى حد تا ٠ ن ويوجتوا ينير ح ة زياد رازئ ت د لاعا ط  در مفيد ا

ت. ناتوان رفتار(ج)،ءلم مورد س ا

ل ر ق د ر رئآر(ع)،ءلم دقي ت د د ز ز ن در و د ي ر ب ت' ك I٠ءلىرء حال

ى كروههاى ساختارى نزين س از دور سالها ل  اما ٠مىرسيد نظر به دستر

ت كرده رإئه I نظريذاى وارويولوس اخير سال ١ ٠ در س ى ل\ آنجه كه ا هر ر

س٠بمكرو و ن كا ر ا ى كروههاى ردى ت ى ل ف ن حقي ب د خ ه ه د ف س ص تو
هكرو. ٠ىكذد٠ د ي ت ا ب ر ي ن ي ز ي ك ن ا ه نباشد، جه ب ى ي ول د م كا د ت ث ا د. جه ب ن ا ب  ن

ل ك ى نتيجة ن صل ت ٧ قضية شييه ا س ت ٠ذد1متغاوت اثباتها اما ا هي  اثبات ما

ى ٧ نضية ناليز رآ ت بيتت س ت ىكه1حا در ا ر كه ٨ نضبن اثبا نيا د  آمده يي

ل م ا ت، ن حتمالا . نيز هندسه و جبر ا ف

ى كروههاى ]Vb[ وارويولوس ى ل ن ي ه دو به ز همبند حت س م د ب  ش

ه جبرى بندى رده اين ).NB(و )B( كردا د جي ي رب د ق ن ت آ س  نمىتوان كه ا

ش دقيقأ اينجا در صغ و رد ساده نيم كروههاى تمام كرد. ت رفث ءي لأ )ا٠(  ما

(! )iSLn ر - )NB(د ن ت ر ه ى اين ميانكينينير، كروههاى مورد د هبذ  رد

ل سادءترى ردءبندى به ر )C( مىشودا تبدي ب كه )،NC( بل منا د ح ر  ب

م ه ى نمايش منا حان ل ى هندسة و ا ها( ه ل ]Va[ ا نته يا تعميم ريث ز ناب  د

ست. ى )R( ردة ا ها ه ززو ب ا قأ صل ى رده آن با دني  )NC( ازكروهها

ى كه ن مدولى ت ست  )NC( كروههاى از ديكرى مثالهاى ٠مىكذد تطبيق ه

ن AN كروههاى ت I K ازتجزين كه ه  A N ا يوا و ى ١ ا ى ر  ساده نيم ووهها

ى ■ax ب b مثلاكرو. ذد،1آمده هترين توصسف ر  مثالهايى از خانواده ساد

ر كه ىكرد-د' ظاهر دو هر )NC( و )C( كروههاى اذًها د  قرإر ل

ن 1٣ رآ د ع ك ة م م ت هل ء < غ r ء ب ) ب١ع ر ض ل ص ا ح و م ت ت ( ء صورت به ا

. زير د ا ى د 'شرد ل

»v ) = {x + y , u + A لا - )٥١ ) ,x(

٠ك

ع ءج صورت اين در ن ز ت )C( ا س و ا ع از و \£\£ ؛> ٠ ا N( ن C( ت  ا

> ه ؤ أ١أ١\

ن ج ى ب ل م N( و )B( ردءهاى وارويولوسا ا B( و) بنابزين )C( و 

)NC(( ب ز ح ر ر (ع)،ءلم رنتار ب ت د د م زن ف د صي رنتارهاى تمام و ٠تو

ن ك ى٠رد رب ل ذ غ٠ ب ى

ة ضي (٨ ق عدد ,L = ح m هل NB( 5( ذنوع١ ٠ةوا هل لله١ز١٠ل )١.

دا ٠دت١و L حه ست١ ش٠ه ٠ك١ ٥ ١ذ\عثهق حهدعق ث \ كه ت٠١وجود٠د

\r ae- t « ش (غ)،ءلم . oo ون ، ل ب ١(\ئ١٠ع )٢(ب  ).B( نوع ل١ ٠قل

-١ا٣ ،« ))t،(e £*log(eل 00 ١٠لغذي ٤— .، )ج\١ ،؛ هم ذذ٠ذ\ A بئ ذ  ه

<;;«عهلقؤ \ L ا١ ت

، عوامل غ٢ و ع- - ، ا ب كه ز ا رب ت ر د ت د لا N( حا B( و )B( ,ظاهر 

ب ىتوان٠ ىثرذد'٠ ح ر ل ب حتما ا اينكه ا ك ى بزونى حركت ي س ص اقليد  خا

ا ك ي ر ب ناحيذ د حن ص م رد. بماند باقى ٤ زمان تا خا ك ر ج ف ت ت هي ق ما دقي

1. KAN Iwasawa decomposition



ل ا حت ى ازدن٠قد روىكروهها: ا دن صا ش ن خ ت ناوردارلوران وي ا ك د

س (يعنى بزونى حركت ر ت ه أن) كووارياض ما ي و د ر ب ا ت خ كرو. جبرى ا

ه ن L وسيلة وب ود تعيي ىذ ب ناحية ٠م حن ه هندسة توسط م ن ها ريث  تعيي

د د ر ك ه ناحيه، إين ٠س د ر ث ت ن س ع اينكهكرو. بهو ا ن ز د )NB( ا )B( ا ث  ا

ى ك ر اين و ندارد ست ى رنتار مقابل در e ٤ رنتار دلي  (ست. جندجملدا

ى ه ى آكا ض دقيق را وا و ك س ر ت ما ز ق ا ر لا همبند حية وازنا بزونى ح بزى ا

ت تعيين ر ٥ ثاب ت د ل ت. ضرورى )NB( حا س ر ا ،د ت ت ي ق ة ح ب حاي  مقدار م

ر نوعاً a دقيق يا ع ر ب را ث ت د س نو ا ي ه لور٠به ر مقدا ا س و ب ي ح ر تفيير L ب

٠مىؤذد
ح اين ادامة ى ازئة به نتا صيغ ى توانهاى رفتار از تو ث ج  نامنغى تابع هر ي

ل ا يوسسه رن متتا حم . م د ر ث د منجر ن ر ىث ردتيقاً اين .م ى رنتا ررنتا زا تتليد

ى أكروههاى٠ذي ث ج س ي و ت متغارن كا س ب ا ح ر ئ از كروه اينكه ب )B( ن

. )NB( يا د ث ه ز، نتيجه ا م اسسغاده با هركا هي مفا ز ى توان ا ن ج  بيان ي

ه د . ث د ث تطور به ن1مىتو ا س ز ر ر اد د ىكروهها بن ضعاً همبن ه مو د ر ث  ن

ى ذ ولب م ر ت كرد. ن ودي حد ى م د مبن ت ضرورى G ه ر وإ اين و ٠ا  مورد د

ى كروعهاى ه ر كع Zr ي l<t مولد سنا ش د ط يخ و ل كروههاى به مرب دير٠ح

ث ورد٠ ح ختا٠قر ب ر رك م.٠ديد. إ

ه در ت ى ‘كهء ا٠مىشوي [ياداوًر حا ح ر س ت ء و )B( ردءهاى از ه
)NB( ت موجود س ى ى1ذكته كه ا د٠رد اين به نهاي ب ىبن ل  ذريد1مى توجه جا

VcJل تمح اين ]؛ م ا ه ل0؛لكلح ١ئ١ع١ذ\ل(د ث ك ت ه در ا ت ب  توءى> هاى ن

اً ه و ح س كروموف، توسط خ ن ناورداى تدهاذد- برر د د ٩ءي٢(،) بعدى ٢ ي

ى مانى خمينة ي د ري ن ب م ه د د ت به ا ف زير صور .٠ تعري د و طوقة هر برإى ىث

ر طول به مغروض كئ  اين مرزشان كه وإ غوطدورى قرصهاى تمام ٠٤ حدا

د طوقه ن م و ا٠ًمىكيري نظر در ا ي غ ن ي ت ا ح ا  ىيابيم.٠ ز نرصها اين نمام م

ه كا ى اين يمم سرير Ip'f(t( آن ها حت ى سا غيمم ت.ها طوقه اين همة به(رى اين  س

د1به ع ب ر ه ى .٤-١ ر . . ا ه٠تإ = ٢١أ ى د٠أإ٤ ك زي و دل ل است، خعبئه ز ي

ى وردا ' دارد. وجود يهردن دنا ا ر i( غ - \ { t ن ري زي جم ب ن ح ك س

ى ه مجموعة ي د ر ن هز ر مرزهموا با ن جم ك ى71 -١( ح عد ش آن اب  ، حداك

د ث ا هد - و ;م\ ب ىد ى زبطة و م زديك سا دارد. برإبرمحيطى نمول با ن ما ف ا  ي

ت )NB( كرو. س همة سها و اكر ا كر لا آن يركردن ناورداهاى ا ا ز ى به ا  ي

ه محدود لهاى٠جذدج د . ن د ن ث ا ه ب ك ى حال ر ى د ت )B( كرده ي س ها ا  اكروتن

ل ق دا ح ر ك ى ا ك ن ى ناورداها از ي د د ن ي ى1مريعتر اً ها ل ب د ذ ج ر ه د ز ث  كند. ر

ى هركرو. بزى ‘بنابزين ى ل  است: موجود معادل ردءبندى سه همبند، حفيق

ى/ ردهبذدى ز ل ا ن ى أ لان حتما س اًكروههاى٠ذي ررنتا طبق بر ا و ر متقاض كا  د

ت. ززمد ى ردهبذدى د س د ن ب ب ع ح ر ن ناورداى ب د د  )B( جبرى وردءبندى ي

ى ).NB( برابر در ك ت ن ي ج اين كه ن ى نآي ى به بنياد ها ت رن ن ى ي يتنر  ب

ى زمينإ ر٠د ها خن ذ آنالببز ء ناوردا ي ى كروههاى روى سه هند و ز س منجر ل

مراجع

[A] G. A l e x o po u l o s , C entered  sub-Laplacians on Lie g roups of 

polynomial volum e grow th, M em . A m er. M ath. Soc., to  appear. 

[BGS] L. Ba r t h o l d i , R. Gr ig o r c h u k , and z . Su n ik , Branch 

Group،, H andbook of A lgebra, vol. 3 (M. Hazewinkel, ed .). N orth- 

H olland, A m sterdam , 2001.

[BS] A. Be n d i k o v  and 1". Sa l o f f -C o s t e , C entra l G aussian  semi- 

groups of m easures w ith  continuous density , j .  Fund. Anal., to  

appear.

[D] p. Dia c o n i s , G roup Representations in Probability and 5،a،Js- 

tics, IMS Lecture N otes M onograpli Ser., H ayw ard, CA, 1986.

[H] H. He y e r ., Probability M ea،ure، on Locally Compact Group،, 

Springer-Verlag, Berlin-H eidelberg-N ew  York, 1977.

[Ho] M . Ho s t in s k y , Methodes G dndrale، du Calcul de، Proba- 

، G ,ءخ،ا!ا auth ier-V illars, P aris, 1931.

[L] A . Lu b o t z k y , Discrete G roup،, Expanding Graphs and fn- 

v a rian t W ea،ure،, B irkhauser, Basel, 1994.

[Pa] A. Pa t e r .SON, Amenability, M ath . Surveys and  M onographs, 

vol. 29, Am er. M ath . Soc., Providence, R l, 1988.

[p] Cll. Pi t t e t , T he isoperim etric  profile of hom ogeneous Rie- 

m ann ian  m anifolds, ر. D i^e ren tial Geom. 54  (2000)1 255-302. 

[PSa] C h . P i t t e t  and L . Sa l g f f -C o s t e , A m enable groups, 

isoperim etric profiles and  random  walks. Geometric Group Theory 

Doum Under, G a n ie v a  1996 ( j .  Cossey et al., eds.)| de G ruyter, 

Berlin, 1999, pp. 293316.

[Va] N. Va r o f o u l o s , Diffusion on Lie groups I, II, III, Ganad. ل 

Math. 4 6  (1994), 438-448, 1073-1093; 4 8  (1996), 641-672.

[Vb] - ,  A nalysis on Lie groups, Rev. Mat. Iberoamericana 

12 (1996), 791-917.

[Vr] - ,  A geom etric  classification of Lie groups. Rev. Mat. 

Iberoamericana 16 (2000), 49-136.

[V t]  N. Va r o po u l o s , L. Sa l o f f -C o s t e , and T . Co u l h o n , Anal- 

ysis and Geometry on Group،, C am bridge  T racts in M ath ., vol. 

100, C am bridge U niversity Press , Cam bridge, 1992.

[w ] w . Wo e s s , R andom  Walks on Infinite G raph، and  Group،, 

C am bridge T rac ts in M ath ., vol. 138, Cam bridge  U niversity Press, 

C am bridge, 2000.

٠ L aurent Saloff-Coste, “P ro bability  on groups: random  walks 

and invarian t diffusions” . Notices A m er. Math. Soc., (9) 48  

(2001) 968-977.

ف ن٧ ٠ مرله1 .كورذل.1٤ت1د ن

. . . .

. filling in v ar ia n ts


