
ل و انحنا بررسس ك ى هندسة طريى از ش ه| ي ا ق ١۵م

أ٠ بروسو؛ ل ئ شك ى‘يسه معا محدسه يق < از. و ا

ن متي *ازدووسن* ا

ه ;جمة ل ل دا رضرى ا

قدمه٠ . ١
ى به متاله اين در ي ر ر ز برخى ب ى جنبه ا ى؛ [ء انحنا ها ة نظر از خميدك ي د هن

ى دا ي ا غ م.٠ م زب ردا ى ى ك ي ا ن ن از س ي ر ت ر مفاهبم ب سا د ل هند ي ن ر ف ي ل

ت. س ى، ريمانى هاى خمينه به و رديه به خم از مفهوم اين تعميم ا  رى صا كل

هيم از ط از كه ز مفا حا ى ل ض ى و ريا ك ي ز ن ذد1مهم ن ه روث ت خ ت. ا س  ا

. ى ن ا ث ب، ك حد ش ذضا-زمان تقارن، ت . مفهومها اين جملة از وكرإن د س م

ه رب ك ا مبسى رونهاى ٠مىرسد نيوتن زمان به انحنا مفهوم سابقة ا ن ه ر  ب

أ اى مقاسه ت ب د جديد ن ت ش و م  راوخ كارهاى با سأا  آنها در و زوه

ف كاندرو كونا ١٩۵٠ دهة طول در وال ه ن د ء،٢٨( ء،١٨ل وبى. است. ن

ء.١٩[

١ بمد .٢
ى ابءا ر حم يب دا ر  7 جهت ه د ر س ريم٠ نظر د ض و ىقي ىكذيم٠ نر

ظم و هموار 7 كه دبا من ى كه معنى اين به ث ا داز ك ن ي س رى ردا ميدا  مما

.با ر هموا د دبا 7 روى ى نقطه، P كيريم ث ب 7 و ث س ح ع با نوس طول ر ر  ن

( ه ) ز ه يازمترى P = 7ا د . ن د ث ا ض همجنين ب و 7و)١( كنيم نر و  د

)٢( - د نفطة دو )5٢ < ٠ و و١ < ٠ (كه ٣ = 7و ي ى ل ر باثمء. 7 ^  د

ه براين نرضى ره هموا اينجا ك ت . ٣و ؟ بين 7 روى V ا ت ى ا د ولا قلي  سسا

طةدر ر1 كه ز P نق ى٠زيا ها ط f خ f jp q ل ي ك ن ه ت د Irp زاوية با ث q = ي 

ل به .ىكيريم٠ نظر رد ك ٠كنيد ٥نكا ١ ن

ف تعريف سي لا ت )الأح٠(ق = I صورت به 7 انحناى ك س ن در كه ا  اً

ه ( ه س بين زاوية ( ة 7بر مما ط ت و 7(ء) درنف ه هى مغروض ثابت ج خوا  دل

ت. صفحه در س ا

كر مثلأ ولى ط هيم بحوا ا ق ى 7 ايًا كه بدانيم ن  يا دارد ١ از ناكمتر انحناي

ى ساختار نه، سد\ آ:٠مىري بدكار ز زير هتا

د ١ شكل كا 7  نتطه ب ى٠ لولاى ويف لولا ي ها ص C حد وا داد، روى تاي خ  . مىكذد ش

ىثرد.٠ معلوم  ^  زبطة از تع7 ؤ ١ (نحناى

ع دايرءاى C ىكذيم٠ نرض عا .با درصفحه ١ دن د ن ن راي ت د  C صور

ب C أ٠مىكذي نرض سسس است. ١ ثابت انحناى اى٠دا ح  قوس طول ر

p.) ( نقطه از  = دبا شده يازمترى    قرإر مغروض 5٣ و و١ زإى1به و ث

 وسلة به كه مقاسه|ى لولاى .٣٠ = و-)رع٢( و ٠* = ٤و)ت١( آ٠مىدهي

p*q و p*r ف r* زاوية ىذود٠ تعري r p*q هد.٠ دست به وا  ىد

ل به ك . ١ ن كا كنيد. ن

ن قضية ا ث ن ر ه٠ ز ك هد د قأ انحنا ى سة با دني د نمايان و  مقا و ىث  ٠م

ى طور به  اكر ب ف ن ج و ، ك د ث ى طور به انحنا با ب ت. بزمبى ن س ا

ة ضي ببر .١ ق ى س ش١خوذا نمادها ى داراى همهجا در 7 خم لذ  انحنا

ت يمم7 ع ١ س و ا ر ط ا ق طد هر ى١ز١به ائر ن د P 7 نت  از Up نوس ي

ت وجود P حول 7 ن ر٣ هر بدازاى كه بدهورى باشد دا د و ر ز١رأ،۶و ا ت خ  ا

ه ب ا ت جه اى م ود: ني ن

)١.٢( 



شمارة ،٨ سال رياضى، نثر١۶

رذر\ر٠ \ى٣ و لآء\ى ى١ز١يه 1،١ ٠٢١١ در شاوى و K ك ١ j\ يدعلانه

ود ى ن ع ه١د ي م ٠تت ي ن ا ب

ىيو )٢٠٢( ى p* اى٣بها fiU pj

uدر ٢و ؟ يين 7 نوس ذكاه١ p ى ن د١ ف ي است. ١ ع٠بهذعإ ٠د\ير ز

شمت. ١٠٢ ضية اين ياددا رظاهرأ ق ند . وجود٠ مو د م ا ت ن س ى ا ي جا ن زآ  وا

ت كه س سه جوهرة عمدة ف ى هند ! ه ي ا ق ى ز م ت رئوس ند، يا نما م ن اثبا رإ آ

م٠ذكر ي ف ى

ر لم بود: خواهد ا٠ نياز لورد ز

ى .٢ لم ر 7 انحنا ر حد از P د ت د به ز يد: س ىاً م

س )٣'٣ا ء ا ا لأ / ( ب ب ي ء١(

ت با ن دايرة لم. ا وا ة 7 خم ب شل ر ) د . ى حد 7( آ ك ى ي ه1 دوار ك ت  س

ص 7روى نفطه د دوسيلة خ دمى ش و ىكه ت (٠(٠ نفطه سد اين وفت ل ) ي  ل

د. ى كنن ع نمونه بإ ج د ر ع .٩١ صفحة ءا١٢ل به كني ا ع = jR( ت  R P q j 

ر؛ ء امطه از ٢ ‘>P 7 نقطة سد ر مار دا ت ه = ٢ه٠لاً د  در مىاًيد. د

ت اين ر ر د م ى ؤ ح Q <ل V ونت T ت ت عبار س ى ا حنا زان ر؛ ا ن دا وا  (و ب

ى نتيجه در حنا ر ا7 خم ان م . V نقطة د ك م ح ر رإبطة از ل د ت٠بهدس ز ي ىاً م

\ ئ ( ل ء ا ء١( ة ( ق ة ة ) - ٥

ت با  رء۶در ها و؟ ١٢ همه بهازإى )١٠٢١ ىكذيم٠ نرض ابتدا ٠١ نضيع ا

ت. س را رإ ل رن ن بايد حا ثا م ن هي Kjy ١ د nf t ى رابطه اين و ذ ا اً د  از ب

ت زد تابزبرى يه توبه با ٢ لم د ىاًيد د ل

ل ا ئ ب - . أ ( ت ي ب ) ء ءة' . . ة ب ل . ' ( ي ي )4 ( 7 ( ° ) )

دا ن ت ءاى٠ ي ى اثبا ك ن ع ى اً رن م٠ ن ب ك ف لءء■٢ ؤ ١ ى كا ي ست  ٠د

ما خت إ( تم ر )١ , ه د ح غ ى ه م خ ث س ها محور كه يهطورى م٠مىكذي م مما

د. P نتطة در 7 بر ئ ت اين در با ع نرنه شوان (به داريم مور ج رد ر  به ت

ص١٢اً )١١١]ا

ه( , sinه))ة((ة ( cos)ه)أع((ءي/ ) = ( 7)ع( = )ل7)ه(لآا7)ء/

)٢.۶( 

دراًن كه

isKt(s

ن به ر نرتيب همي ك د ه ٠ي كا ست ت د صا خت ى م خاب ب انت س )X ٠ لمل ( منا

اريمتد

ى( ه(ة * ( )٥؟١̂ sinة ؟ )‘٥(C{s) = (xb (s) ,yb{s)) = ( [  cos

    .

درآن كه

vS d sK,c

دا ر ول ا ص ب لر

)١٠.٢( s s s

ر و ه د ج ي ت ى تا ن ت ن م ٠(ء)ه > TT كه و ري ٠x7(s) < x دا b (s و

)yb is > (ق)و بين رو.ذ ذرضكذيم?ل حاو لآ.7 ر د ءها ومحور وت ت ا  ب

ه دطور ز  رويذ و داريم هورت اين در ,.٠مىكذي تعريف شاب

ن ى با و V ح V* باا!ي لال ء ه ا ود نتيجه W ور مورد در متاب ىت  كه م

ى )١١.٢ا در بهعلاو. 4 > 4*< و ا ى ب*ارى وفتى نغط و ونتى ت  .ء ي

ه 5 ج °] ١ ة٠[ هر بدارى مىاًيدكد بددست نت م دا ي ت ا و يعنى ٠(؛.) = ء ب  ا

و نغط و ى 7.؛ ١ *ء [ ا د. ١ ثايت انحناى با دايرءاى نوس ي  □ باث

ت. ٢٠٢ ش ى ياددا دا ي ف ه ق بدارى ة/7 ؤ تلم ربطة مورد در ١ قضية مناب

. با A; ح ٥ هر د ا ف ت ى ا زا زداي صه ا ؛ ى1متا ع ا ع ث د ت ب س يد. بدد مىاً

ه توجه ت ن ه دا ك د ي ث ا ت نوعى ب ودي حد  لازم قضيه اين در Up طول يرإى م

ل منحنى است. ك . دون دارد. ئب7 ؤ ١٠ شل انحنايى ٣ ث د ا ف ت  از ا

و 7 ‘ميكروسكوب ه نظر در كامل طور به (ا  خط يف صورت به نود) ونت

م ي ت ت د٠ بدنظر م ر ن واين ى ه1 معنى دا ك ر به(ةى ت دب ا١ مزو د  و٢و

ى٠ ساختار هد.٠ذ ازئه انحنا ٠بار رد ز مربوط اطلاعات ذتايها ىد

مترى ويعيهاى بيب زبطة دربارة نعوندوارى اطلاعات قضيه اين بهعلاو.

ت ديكر طرف از يىانحنا ويعيهاى و طرف يف از رويه) و اطول د د
ه موارد دربار؛ مطالبى امرالهاميخش اين ىدهد.٠ ب  است بالال درابعاد شا

ى در كه حنها ت. خواهد نزر بحت مورد بعد ب ون

ن٠ درواذع' ز يمياذتهاى٠تع ذغويف ii )١.٢ا ىزا  T( خم كه مفهوم اين ا

س انحناى ت دارد ١ از ناك ون ر ظ رن اين البته .curv(p( ح ١ .د

ى تعريف ى حت ت ل حا ر ر خم كه د ا ي ت منظم نلب ى با ا ت معن  اشكل (!) ا

ى شدى نضاهاى در ز انحنا ئ يين يا وجودونهاى مفهوم و )٣ ل ك ر ا ي  ب

ش ىكذد■٠ 4ا خ ببينيد. ز ۶ ب

ح٠ اىلرى ننر ٢ شكل ترى يودسكوب٠ ئكا سيلاو به كه ١٠ء از ييش انحأى ؛)ط

هد. ا, ٠شد متا



س ل و انحنا برر ك ى هغدسة طريق از ش ه| ي ا ق ١٧م

ر انكيزة بهعنوان — ز نكته اين بايد ك ى بزى [ى دي ر غ ء- اين ي ع ص و  م

ل هنوز كه كنيم خاطرننان ئ ا ى ةنسد حل م ب ل ىو خمها نظرية در جا  !نحنا

ى ويعيهاى ئلأا٠ دارد، وجود آنها ى٠يكاب فنرهاى كل ا٠ديذا و د ك  هنوز آنها ي

ىخو به ه ب خت . ثنا د ث ت. ن ].٣۴[ و ]٣٠[ ، ]۵[ به نرد رجع نمونه ن عنوا به اس

ا اينكا ك ذ اين در جالب سؤال ي م يرض ىكذيم:٠ مطح زمي ي جرمهايى كت
د هر به ذذطهاى ى (.نتهاىدو از ي ى از متناهى نعلعة ي  ا جرم (بدونننر ي

ل ك رت موصل ٢ د ي ن سيل نرزبىIو ك  ننر اين بكونه رهاكنيم. ا٠ ر Krds يتان

ت ث ن ك ا ود زمان ب ىث زم ر ديكر. عبارت به يا ٠با رد رنن س  ييكربندى نضاىم

ا با مسطح اويلرى ننرهاى ك است. جكونه ثابت، طور ي

د٣ ع ب .٢

ش اين در خ ت نعميم ب هدا ى منا بل ت به ز ن ى حال عد وب س د رر  ىكذيم.٠ ب

g( كنيم نرض  M كا ١ د g مترى تانورى ميدان با مجرد روية ي ث ا  Aو ب

ى مثلثى ر زودزي ، با M د د ى حيه نا A يعنى ث _همبذد ا ت درتجير ساده س  ا

كوتاهترين با منحنى ٣ يعنى ٠رودزيكا خط نطعه سه از مركب مرزآن كه

ه١ طول ك ت ث اين زس سه س صل هم به ز مثل ذ.٠ و ذ ى زإوية سه ىك خل  دا

A به ز i؛a، ١١٢١ ٣ d ش اً.٠مىدهي نماي

ف ا٠كا تعري ك س ى tKM د س انحنا و ن درذقطه[ى M ردية كا و  با ،P ب

ستناده ى(سسور تا ز I ا حنا دا انجام R ن و ث ى ى م عن ى رتى عبا وسيلة به ي ط خ  غير

ب ح ر ت ب و ا ن ت ن طة g دوم مرتبة جزئى م ف P درنف . ز ٩ تعري د ي ن ي ي

ض ولى م فر ني ط كه ك ق م خوا مى ن نيم هي دا ى M آيا ب حناي ز ناكمش ان  ا

ر نه. يا دارد ١ ند ي ت ا ا Iصور ك ي ز ا ى ب ) ه س ذا م ر ا خت ت ا همىكذد كغاي ك

ت به ت: زير صور س ا

ض م نر ة كني ع كرة أ عا دث د M٣ در ١ ي ث ا ث A* و ب سه مثل  روى ى1متا

ة ،با أ د ى ن عن ى ي صلاعى با مثلث ضلاع طول به ( ث ا  در A مغروض مثل

M ث مثل ) *A، ر ج ى١طولياييها حد د ص يكتا طور به طولها اين با ٠آ خ  من

د٠ و ث اين أنكه مهمتر و ىث ط و اكر دارد وجود مثل غ ع اكر ن م ج طولهاى م

، ٢7٢ز1 اضلاع د بان رن ت ين  بهساختارهاى رجع درهنكام تلويحأ نرحل واين ب

ى ىنوايا ودا-٠مىث يدبرنته مقايسه)ى خل  d = ١, ٢٠٣ ٠٥* به ز A دا

ة ث ف١ ٣ ق و ر د ذ ا ق ئ ¥ ]).٢٩[ ا ه وي س \ذحذاى دريى را و  K < ١ قا
ث هر ى١ز١بمه \كر نغط و ائر \ست ة M در A مثل ذ \ م د ي ث ا ي

ه٠ )١.٣( أ > ى أ

1. iso m e tr ie s

و١ل١ / ك >١) ل د ى )١.٣ل و ى زيى١د٠. تا ه\  A مثلث _دكا ى١ير ا

د برنلآر ث ا ى ٠ذكا١ ي و ا ث ديكر زاويه دو برك ت ت يرذرار نيز مثل حيه و اس  نا

. K = ١ ثابت انحناى دالآى A مثلش ت ا

س انتخاب با  k ثابت انحناى با ج٨ت ازكرة استغاده با يعنى مناسب، مقيا

ه. نضاى ن عنوا به ى نتيجة مغاي ه K < ٥ برى شاب  t  k هر بزى ح بروا و 

 مثلثهاى از طرينىكه اين به مىاًوريم ت٠بهدس ٤ ج K يون انحنا يايين كزن

ت درنضاى ى1مقايسه ى k — ٠ بهارى M تغ ضا  با هدلولوى ودرن

ت؛ انحناى > بهارى ثاب °k ستناده  داريم: ز زير حكم بالاخص مىكذيم■ ا

 ائر نغط و اكر است K ؤ ٠ انحناى دالآى جا همه در M .۴ نتيجة

ث هر ى١به\ز ة M در A زؤدزيكط مثل ث ا م د ي ث ا  ب

)٣٠٣( 7T< a T -j- a ١+٢«

و ل و ح ح ٠ ا د براى شاوى ا د برنرار أ٢ .٣١ در A مثلمث ي ن ا  انكاه ب

A ت است. تغ

ى نتيجة اين دا اي  ٥١ +٥٢ +٥٣ —ة ١رويهاى مارد تابع با ازنظركمى مق

م از ٠ مىشود داد. نمايثى ي س براندازة آن ش د ا (يعنى هن مثلث ا حت م

ك٠ وننى كرض حد و ٢ لم در به ىؤان٠ ىكذا٠ ميل P ننطة 4؛ به ت
.رسيد P نقطة در انحنا

ة ضي س١ ۵ ق و ،p( ]).١١[ كا ^ س انحناى ) از ،P نعطه در M رديهء كاو

)٢ ٠, ( ،٠أ ف ا ء ي -

ت ى نويه! مارد تابع بعنوان((شتنى» حد اين نظركرختن در با ب  به ن

ت ح ا ت4ب ((انتكزلكيرى)) با مثلئى، م س ىآوريم:٠ د

ة ض ١ت س[۶ و ]).١١كا

K = ٥١ + ٥٢ + ٥٣ - ة )۴.٣( d A

ش در خمها مورد مانند هم اينجا در يادداشمت. ١٠٣  رثته ا١ بح

ف نابزبرى ييزمون كه خاصى مفاهيم و ر د كا به منجر زئهكرديم1 )١.٣( ال

ي غل-فكرنهاى امكان حا ياي ع بهاين ىشود٠ ان خ و ش م ربغ هيم خوا ۶ د

يرداخت.

ر رويههاي بزى ٠كاوسى انحناى ى، متر با 1 د ت برإبر القاي س  با ا

ب ضر صل ى حا حنا وان طة M اصطى د رنق س كه ، د ر نيز كاو  ز آن ]١ ١[ د

ت. كرده اثبات س ى صمنأ ا ها ى انحنا صل لأ ز ا ل1قب را د ر ل ي  طور به ١٧۶٠ و

ط ولى بود، كرده محاسبه و مطالعه جداكانه ق ج طريق از ن س نتا  بود كاو

ر يعنى — ل د ك ب كه - ۵ قضية ن ضر صل ا صورت به حا ك مترى ناورداى ي

رتد-٠ذ'تىجعو ك

ت  بود؛ معلوم ريوت ها توماس بر ١۶٠٣ سال در حتى كد ز زير حقيق

ت بهعنوان ت .أ٠مىكذي يادآورى ۶ قضية از خاصى حال ح ا ى م ث ي  مثل

 اى زوبه مازد با بزبر K = ١ ثابت انحناى با لج١ واحد كرة ^ى زئودزيى

].٣١[ رى است. مثلث



ضى، نثر١٨ ٢ شارة ،٨ سال ريا

ى٠ييء .۴ كل ى ٢ بعد در د
اً ي ذ ك ض ر ى ذ ؛ رويه ب د ر ث ى  \ M   بدون ن ها ت ل ن ه. . ب د ر ك ز إ ن ا ا ك ز. د و زئ

ك دو كه طورى به باثعم ث ى ضلع ١يك در حدآكثر م ن اكر (و باشن س ي ن  ب

ف ضلع آن درتمام باشد  برإبر رويه كلى انحناى صورت دراين باشن)- منتإ

ع م ج ع اين ست- مثلثها كلى انحناهاى م ع ج : ترشياتى ملا كا م ت  ا

ث رئوس تعداد (كر  وجوه وتعداد e به ز اضلاع تعداد  به ز بندى مثل

ب٠آذكاه دهيم نمايثى ر به ز )مثلثها تعداد (يعنى بلآي ت“6/ x لأ ( M 

ة رإ ح خ ن ث اين اويلر م ن نامند، بندى مثل روية كلى انحناى اندار عدد، واي

ضية .1]٩[ كاوس-بوذه،١ ٧ ق

)۴.١( )I  KdA :  ±  I  KdLA =  T f.\{M
;LI m

ت. با م نرحض د ي ن ة [[؛ ك د هن د ز ث ي ما ت (مين و ن ر مثل ى ا خانوادة د  مثلث

كه شد ه إ رويه با د ان وث نو اند ي ي جن م B ه j  (A j وC j ن زواياى ظرآ ث متنا  مثل

م. ۶ قضية بنابر باشء. ري دا

ع م ج ر اول م ت طرف د س ع ريز ،٢؟TV با (ست بإبر ز م ج ر روايا م  د

س هر ع (ست. ٢7r ٠ا م ج ت ٣7٢/ دوم م س بإبر ٣/ زيإ ٣/ = ٢غ ولى ا

ل با (ست ك د ا د ع ضلاعهكه ت ا هر | ك ه شمرده بار دو ي د ع باشن. ث ب  سرم م

ع به ض ت- ٣7I/" بإبر و ريم مجموعأ اس ! - Xire + ٢7٢/ دا  برإبر كه ٣وأ

ت ٢7r.x( با ا (A f. .نهوالعطلوب □

ىجند ١.۴ ع ل د ض ة ى1بهج اكر . ىبن ى مثلث ى بند ز  از كه بريم بهكار انإ

ى ها ع ضل حن د وئودز ي ذ ب م ه - ه د ل ا شكي ه ت د د ث ث ا و [ضلاع ورئوس. ب

ضلعيها وجو. ى4ب ز، جند م مثلتها. جا ري ما ضية بن ق بازهم ٧ ق ت. صاد  در (م

ى جند هر وانع ع ضا با مىتوان ز ضا س، نكرد فه ا ث وجه. و ضلع ا  بندى مثل

ر، ولى كرد. كا ع بااين م ج + V — e م  f فىكذد٠تغييرذ لأي مث ى ( ضلع  إ بهار

ضا با مىتو(ن ها كا٠ نكرد ن س ب طد جديد إ س ث ٠ رو ر بذدىكرد. مثل كا (ين  ٣با

د وجه ت٠ جديد ضلع ۴ و جدي يد هدس ر و مىاً ت د  ).١-۴ب٣ت٠ حفيق

ت واضح س ى انحناى كه ا ز اين اثر بر نيز كل د افإ  اين لذا و ذمىكذد تفيير جدي

ضية ود. (ثبات يانته تعميم ق ىث م

] باوابرريغتى دإرويه اكر تسرشكل- ٢.۴ رنيم ومو غت دي ى٠فطعهاى أ عن ي

ن د ي ن ك ا ن ب جاند ل ٠ويي ك ن ر ي ي ع م ت هي ى قع دروا و د ى ز نحنا I همة كر I حت ^ 

ى رئوس ضطعيها كا٠ جند د انرإز ب م ت م م ب عداد كه طورى به ك ر و ر ع، ٠رأ ا د

ه ج x ب (M ر ن ب ت ر ‘ك ى زيرإى اويلر قضية صررت اين د ها هي ج و ن ب

ب حد ن و م ى همجني ى بإ ى دادءايم: تعميم بالا ازكونة جندوجهيها ى انحنا  كل

ت ۴7٢ بإبر هركره س صة لدا و ا د اويلر مشخ ن رب ل تفيير از كه وجهى ه ك  ن

ت د به كره ت. ٣ آيد س س ه ا ب طلاع ال س بر مىتوان ز ٧ قضية در موجود ا عك

1. polygoiialization

ب بنبرة ۴شكل صة دازى ى1ج ت يد - ٥ اويلر شخ V — ٣٠ (بون ا  ج، — ۴٠ •

ى ديمانة بنبرة و ر) = ٢٠ ا ب  )V = ٣٩ بون١ X ت “٢ اويلر منخصة دارإى ب

ع٨٢ را. = ۴١٠=

ى مشخحة بهكاربرد: ري ويل ت جنبره ا س را ف ل ص ك ش إو ببينيد)، رإ ۴ ( ب ا ن  ينب

ل تعيير از كه لآيهاى هر اذحذاىكلى ك كا٠ ش ة ب ر ب ن ت ى1جعبه ي س دد  مىاًيد ب

ت. ٠ س ا اويلر مشخصة ا ك ة ي ر ر ى1جعبه دؤاذة بنب ب ت —٢ بإ س  لذا و ا

ل تعيير از كه لآيهاى هر كلى انحناى ك كا ش ع (يعنى يمانه د جنبرة ي م ج  م

T هميند ٣#T ت )٢ س دد ر أيد ب ب ت. -۴!بإ س ل به ا ك  ذكاهكذيد. ۴ ش

ن ٣٠۴ د ر ك د و X د M م نتيجةزير حكم ي ق ت ت.قضيةكاوس-بوذه س س ) 

جة تي j .٨ ن v رده رويه كا٠ي ه هحدود انحناى و نطر نث ذت د د\ ث ا  رويه ن١ ب

ى ن ن ده بهدلخو\ه «وؤزي٠ز زا جي هد يي ت ن . ا د ث ا ي

ت. با ا تويولوزى ا ك صة )^،٨٤( وسيلة به رويه ي  طوريكتا به اويلر، مشخ

ص خ رد؛٠ ش ى بنابإين ].٢۶[ رى. ىث ت بإ م اثبا ك lx|( بايد ح (M از ز 

ب بالا ح ر ود M نطر و امارا ب كه كنيم، محد

diam fM ) =  max dist(^, y 
»)٠ (x a /  t( * ; ) ( ؟

ن كه رأ صلة dist(rr١(لآ د . g توسط شده مترالقا با لآ تا نا ت ا

د با جدي س ت ض ن 1مىتو متر مقيا ا ٠ ا مآر ا كا ١ كه كرد نر ت م  قرص هر ح

ى T شعاع به زةودزيكا ى با منروض رويهاى ^ K ح - ١ انحنا ( M ر كت  حدا

ر ت بإب ح ا ر T شعاع به قرهرا م ى د ضا ت؛  ١ هذلولوى ف س ]-I ]۴إق ا

ر داريم صورت اين د

diannCM(/* / ١
sinh(r)dr كا ا x M < — I K \dA

)۴.٣(

١ - ( ^ ) )cosh(diam =

اكر بنابإين

A)١ + (؟ )۴.۴( r c o s h d)٨٤( كا ٣ iam ٢|# [ .

ه ةا x( كا 4 اً (M.ا □

ت در ص حال د رويهاى M اكر خا ت ه  x^)۴( آنكاه باشد ر1ج

) كا ٣ر١٠ اكر لذا ].٢۶[ رى. است؛ ^ )٠diamكاه  ٢ *٠ آن س٠=

M رة با ت T بنب خ سانري ت هم س ل (يعنى ا ص ل تعيير حا ك ت). آن ش س ا

ر1 ٢ك '* = -٣ يا X = ٠ ،X = ٣ اه٤|^را،إذ diam٢)٨(^ كا ۵ر۵

رة ج،٢ كرة با ^ لدا و رة ويا بنب T دوكانه بنب ٣#T ت ٢ ف ي ر ن ا م  ه

ى ٨ نتيجة است؛ ز ت بي ي ت جز ن ا از خاصى حال ك ى نتيجة ي قويتر خيل

ي وف؛٠بهكرو متعلق ].١۶[ همجسن و ]V[ ‘]١٣[ ب



س رر حتا ب ن لو ا ك ى٠٠مقايل هندسة طريق از ش ١٩هل

ة .۵ ل ى هم ا قطر

ير ى مرز بدون ل حدب ن م و ر M ب ر ا٣ د م.٠ نظر د رب ض ىكي منر ي ن  M ك

ر ى دار! ط diam ث (M ) =  7r . ت ن ا ري يثت ى ب ت ح ا ت M كه م ح  اين ت

. ط ي إ ه ذد1مىتو ث ت ث ا دبا د ر ث د ق ت ب س م (ين و ا م سي ك ر ما ه مورد د  دا ل؛ليه ب

ى٠روي ىممد؟٠ ييد! نحقق هاي

ن ت ممك س ت ا ح ب اتير ت ة معروف جوا ل ى هم سأ ط حي  ها) رويه برإى م

م وسوسه وي هأ كه ث ا ب ت ث ر ا ك ضر مسألة كنيم ن ب همان هم حا  دارد  جوا

ج كرة يعنى ه كره ولى ٠أ ل أ  تفيير دنبالة حدى نضاى ٠ذمىكذد حل ز م

ها كل  ‘ا٠مىكري نظر در ز ۶٢ تطر به دؤاذة» قرص (( يعنى ،۵ شكل در ن

ع به نرص دو مرزهاى كرنتن ازيكى حاصل ديكرروية بهعبارت إ-; ء نعا
ت ح ىكه٠ در است، ۴7٢ كره سا طر به دهانه قرص طل  مساحت دابإى 7٢ ت

۴7٢ = < ٢( أ ۴١٧ صنحة ]١[ درمرجع الكاندروف است. ئ  (

س اين ه1 كرده مطح ز حد ك ت ة جواب دؤاذه قرص س ل  است- قطرى ص سأ

ه اين ل ه حل هنوز سا د ث د ولى است ن ن ب ييامد ب ه جال ل است. شده ييدا سأ

].٢۵[ رى.

جا راين ب يديدة د ى جال ت  ديكر ه ج ر ف د خال م م ذي ىك رم ك  مىتو؛ن ٠ن

ى ر كر» د ر س دار،خط٠ ب  قطر تتها نه كه طورى به «زور.بخت» 7T طول٠ب را

diam( ^ )  =  7T ت د تاب ن ا ى بلكه ب حنا K اب m .ر وا ز نا ه ا ز  يعاند. ١ ك

ل ك ى ۶ ث هها ن ز دوارى لآي ا ئ ه٠ ن ك د ه د ى ى ز ى دا ت انحنا  KM ١ ثاب

ر ا د ج د ة ه ط ونن رد زد ج ن ب كي ى ت خ ه مب ك د ن ا د ك ل ننطه دو اين ت ح ى م لان  ت

ه , د محور با ر و ت ب د ]٣٣([ ا ة ,III جل ح ن  )-٢٣٧ م

ا .۶ حن ن ر ا د د ع n ب

اا ك ن ج از يرخى ي ت در رإ اخبر نتا ر يعنى كليتر حال ت د ى بعدى  حال ر ر  ب

ت طور ين I همببثه .ىكذيم٠ ي ت كه ن خا صورت به و! خود رمز و ز ز طببع ى ها ن

ه٠ئ ل ر ك ل تفت ك k < ٠كه طررى به واحن ؛كر ئ

ء ل ك ل تفيير ش ك k ؤ ١ كم طورى به واحد ؛كر ث

ر ك ى ي ى بند شكا دوبعدى يا ي د ر آ ى - كن   ر هموا بندى يبكر نضاى ي

ى د يعذى١ رويه و طول برإى هعوار مفهوم و.ب . نظر در M روى g تر٠ .

ن ٠مىكير.بم صلة بع ل م٠مىكذي خرض همجني ى ،distM مربوطه. فا رب ا خت  سا

ى ضا ل مترى ب م د٠ M به ز كا ه د ى اين (به ى ى دنبالة هر كه معن وث إ ك ك م  ه

ى M, زوج باشدا. د ناميله ريمانى خمينة ي و ىث ق ٠م ت  همورد من

ى ظريكتا ى. متنا و لو ي M ى٠رإ V يعنى يتا ب , g( ح1به لا ط ب ص  در خمها نعا

M ى ى معن ب د٠مىبخث دقيق ي ر ت ز و را ت زي نا صحح)) منهوم دوم منت )) 

ت ز M انحناى س د بدد ه ىد  ؛:t١٠l (رف. ٠م

)۶.١( R X Y )Z  V y Vx Z  -  V x V y Z  +  V X Y]Z 

ت بهتر اينجا در س ى از ا ك ر از ي ي ن ن ين ب ما كا ن ي ل هندسة ي س را غ  دي

ى جديد : مطلب م ي ن ك ل ق

ى تاسسور حنا ت ر.بماذىا خمينة ان ى عفري ك ج و دا جبر در ك جن ) 

ى ط ت خ س س معناى كه ا د ل هن م ت. مبهم آن كا س ا

ى م. ]١٧[ وومو

رر اكر ولى ت بهمجموعة ز انحنا تان حا  همة نضاى در دوبعدى صف

ى كتيم. محدود مماس بردارهاى  كه مىاًوريم ت٠بهدس مجموعه آن ى٠رل تبع

ضد٠ ناميده » secM *M مقطعى امحناى س1 رإ آن ىتواذيم٠ و ى ىكاو  ذحذا

M تصرركنيم. دوبعدى صفحة هر به مربوط 

ى a كنيم فرض ٠٩ تعريف د دوبعدى صفحة ي ث ا كا وسبله به كه ب  ياية ي

ضاى غع}١ 6ت { يكة متعامد طةدر M بعدى 71 مماس درن ه توليد P نق د  ن

ت عبارت  مفطعى انحناى صورت اين در است.  از ا

.ء(-وء٠٠ (وء )٢.۶( .i (e( /٥ = )secM( j

سبه ر ‘عي و ن ا ى ت ل انحنا م ى توسط يكتا طور به كا  مقطعى انحناها

ب زيرمجموءهاى روى مغروض س ت منا حا ع ص ز ى ا ف دوبعد لا رك س د  مما

M رد.٠ معين ذ .١۶ صفحة ]٨[ رف. ى

ت٩ مونقيتهاى از الهام با هويف س ر أمده د  طبيعى سؤال اين ٢ بعد د

ر د ل ز ح ١٩٣٢ سا ط كرد: م

ى ربما متر د انحناى وقتى M روى  ن n ص س خوا  مع

د دانته ث ا ص أن ٠ب ه خوا ا ب ه ن ي ىب A تويولوزى روى ي

ىكذد؟٠ ايجاب

ى د. ي و ]٣[ و ]٢٧[ ه

ت به ز خود توجه زيرا در صي ل خا إ ن ك ب ايي ثت ى دا ها حنا ى ان طع مق

ف ر ى ا'٠سكذت س ى يعن ضا ا از زير ن ه ا ف ر ن ط ر د م: ر رر.ب س

ف ىربما ىها خمينه همه مجموعة 1 ج 1 كنيم فرض . ١ ٥ تعري دة ن ر  نن

١g طة با و بعد با )٨كي sح & ضاب e c ى١به حة هر ة ى٢ صف د ع  ب

M به ز ى k ( n ى م نمايث هي ىد ٠م

ى اولين ز ت لازم كه بي د نكر اس و ا ن ك ت ي يت ت متحيوكذذده حق س  كه ا

ى طرر به ن ٣ و ١ ى ياقضا بهوسيلة بالا در ضمن ره بدا ثا ن و شد ا ري مت ي ق مت



، ر نثر ى ئ ا رة ٠٨ سال ي شا

حنا بين ابطة وكلبرين وان رو ن ا مت ا ث ى ٠مىدهد ن  تعريف دو به آن بيان با

ف )A", dist( كنيم نرض ٠؛ا٢(( ٠١ ١ تعردف  ز\يأ باشد- مترى فصاى ي

ى ذد\خلى ك ن و ن ر . رتا مجموعة روى . ط از يىهايىبها ويع ٥ tU ي، نقا

ود٠مىث .عريف زير صورت به ذ در

B — ئ k q U  a , cl) =  l ku q a Z k a q d Z kd q*a

)۶.٣(

ن كه رآ Z-hU او.بة د q a س نإوث ك q ا ش و  لأ)خبح١ ؟١ a( ى مقاسه! د

 ٠dist(ti١ q( طول به بهترتيب واضلاعى k ثابت انحتاى با دوبعدى درفضاى

)a (؟,d ist و )dist(m .است

ت. ١٠۶ ش ه1د توجه بايد ياددا ك ت  مفهوم بهوجود نيازى اينكه بدون Bk ث

ف باثعد، X مترى فضاى در اويه . خوثتعري ت  ز\ئع اصطلاح مورد در ا

ت نداخلى دكف طة كه باي رنن ها a ٠ي ب ill وd ث سه ى Xدر مثل ح خ  من

ه٠مىكذذل س همكى ك  ى1متايسه مثلثهاى كنيم فرضى ذد-1متشرى q درز

ل ٠بأسر با مربوطه و ف q منت ري  k ثابت انحناى با ى1مغايسه فضاى د

ه نضاى آن در مثلث سه اين تداخل ميزان Bk ثدهاذد. ساخته ي غا  ى1م

ت به مىدهد- د

ف ري ع ى .١٢ ت خا ى1د مير)١ dist( مترى ن ى ا حتا ن ى ا ك ب و س ر  ب

curv( ^ )  >  k ط از بهارنايى هر لآى1اكربه (ست قا a ٠؟ ن iU وd در 

B k q U a d iX

ن مىكو.بد زير قضية را ك كا هي قأ مقطعى انحناى يايين ك توابع وسلة به دني

ى ك وف س ر ص ب خ ر ش ىث -دم

ف،١ ١٣قضية و لأ وي ، ت ى ك ن و ت س ر M خمينهءريمامى واء]). ]٢[ ]'٨[ ب n 

ه sec(-M( < مقطعى \دحذاى ى١د\ر ؤ ط\ ذ ذ و ؤ ت\ س \ > )curv(M.

ى .٧ ا ه ضا ف ف و ر د ن سا ك ل ا

هI مترى نضاى يك^ طولى هرفضاى ك ت صدها درآن، س  بزيحرين بهوسسلة نا

جيده خمها طول يايين كزن ود سن ىن ف نضاى صطلاحI .م كاندرو  ال

X( مانن طولىكاملى نضاى به dist ه اطلاق ك د ^  curv(X( درآن س
ر يايين از . متناهى اًن هاوسدورف بعد و كإندا د ث ا  ريمانى خمينة هر ب

M k { n ج . ؟ )Afn( ف ف نضاى ي د م د س است. ا

ه توجه ت ن رة و ى1جعبه بنبرة هاى٩روي كه باشيد دا  ى1جعبه دودية بنب

د طولى نضاهاى هربند ن ت ف نضاى ولى ه رو كاند . ال ن ت ي  نع وا در ن

ت ها لايه اين كل انحناى بون مثب ى ز انحنا همة و است ا  ديزكا اندارها

ص خ ى بنابإين مىكذذد ش ه كه درنقاطى مثبت انحناى كردن خنثى بإ  دي

ب اكيدا داريم. ى1درذغطه .00 انحناى به نياز است، محد

ضا د.بكرذوجهكذيدكه طرف از ي حدى ىهان ها كل رث ي في  در كه٠همقطرىكر ت

ى ها ل ك ا ۶و۵ ن ن د داده ن ن ى هاذد.ث ضاها ن روف لكساند I ف ت  فرو مورد رد ٠ ه

ى٠ ريختن ى د ه بازه ي ك ت كف د ي ى با كل ت ل حا ر ى Xد ى ي ضا ا ن ك ل دا فن  د

) ؤ k انحناى با ^ )curv د ن ا ى ب رده لى يىكروه و  X ازطولباييهاى نن

د ث ا ى خارج نضاى آنكاه ب ت م X ق / G ى ى ي ضا ف ن ساندد ك انحناى با ال

1. B erestovskii overlap functions

k ؤ c i t v X / G .ت س ر ا ت د ص حال ل خا ك ى بازة ا۶ ش م از حد سي  تق

§ ى ٠كرو٠5١ كرو.به آ ت تقارن نائم محور حول لوزنها س  مىاًيد- بدد

ع ض ش مو كلي ر يا ع ر ب ت كه يف))هو ((سؤال مورد د مي ه ى ا س ا دارد، (

ه1 اين ك ت ىهر س ضا ى ن ى1 ى1زدذبالهX 1 حد M ريمانى زخميذهها f در 

M k{n د نضاى بى ن ا ك ت دفل س  ولى  از كمتر آن بعد نأاحيا كه ا

رازلآ آن انحناى كمت ت. نا س ].٢۴[ رى. ا

ر ى د ها ال ث ى م ها ل ك ح ۶و ۵ ش ض ت وا ه اس ضا ك ى ن ى ها  حد

ه! ون ك د ب ه ن ج ي ت ن ر د ) ن و ش ت د ] كه اس ها ى آت ضا ى ن روف ساند ك  ال

د ن ست ى با ه حنا ى  = ٣<£7٢/٣( < ٠ ان ص بإ  و دوكانه نر

ى بازه. براى curv(M٥0 =  ؤ ١ ر ول ت د ى حال ك به كل  تويولوزى ٠ي

ى (مترى] ى مثلأ مجموعة د ها ضا ة مترى ن د ر ث  تا داريم نياز جدا.يىيذير ن

ى نحوى به بتوانيم حث مرب ى مفهوم دربارة ث ها ضا ى ن م حد ي ذ ك ث ح ن اين٠ب ي ن  ب

ى مترى. عن  و ]١۴[ در كروموف dcH متركروموفءهاوسدورف ي

ه ]١۵[ ت خ ه ا د ت ث ى مفهوم كه اس ص لاس ة ك صل  بين Xh هاوسدورف فا

ه ع و م ج ر ىز ى خشردة ها ى ي ضا ه مترى ن د ر ن م رإ ن مي بيان به ىدهد.٠ تع

ق ى (و دني ريم دا خلاصهو(ر، قدر

م ٠ ١ ۴ تعريف ىي ض ر ى مترى هاى نضا XY ذ ها رد ن. ذث ن ا  صورت دراين ب

)١.٧( dGH X Y in dH X ,Y

ت يايين] [بزمجريزكإن اينغيمم ب ى٠ مترهاى همه به ن  مجزاى اجتماع د

z X  u  Y ه ت ق ردكه٠ و ى مغروضى مترهاى ىذ Y د X توسيع 

d ^ ء زبطة با dfi هاوسدورمف ناصلة ٠مىدهد fi X ) Y د تعريف^ ىا  م

X نقطة هر اكر c Z صله ء ى1بهذا ز را شت ي ب ى ا ي ز Y نقطة ا c Z ر  قإ

ه ت ن ى به و باشد! دا ك .ع

ل حا ر ضر ب ا حا ت خ ى نضا مجموعة ر ا ف ها د د ن ا ك ل  مترى تويولوزى با ا

ت به وف٠هاودورف_كرو د ى اسست. بررسس و مطالعه مورد ن إ  ملاحظة ب

ى مناله ق و جديد مرورى ها ر دني ].۶[ و ]٢٠[ •٠رد ‘زمينه اين د

حكام ا ا ت خ ضا بزى رى ا ا ىهان ك ل ف ا لا ص ند ى خا ت خيل مي ه  رند دا ا

م اثر زيإ ي ق  قضية در كه رند دا ريمانى)) مفهوم به ن بود «ذزد.بى روى س

ي ة ى٠]٣٢[ ;ء]ء٠ةت١ث ج ا ^ ٣[ و ض ]).۵ م .ر ي د ك ر

ف نضاى لأ د ا ك ل د بابعد \ ن ا c( < ل٠و ي u rv (I. ى  عدد صورت دري

ى ع بون مبن ( ! ى هر كه هورى به د\رد وجود ء = ( ضا ف ن و ر ذ ا ك ل  نثردهء \

د ببكر بعدى  ن c ذحذاى١ با Y ما u rv (F ) k < ع dGH و X , Y 

ى يا ضا ز X مغروض ن ا م ت ه ت. يخ س ر \  ىبما ر خميندهاى Y و X ائ

د ت ن ا ز ١١ خاصبت بدجاى آنكاه ب ا م م در بخنى))ه ك  ١١ نوان هى نضيه ح

 د.١رد.١و\.رريخنىععر\ز

مة ٠٨ رنا ا ب ى شن ب سا

ش اين در خر بخ ى اً خ ضاا ر ى و ق ها ى حكم ر ا ت خ ر كه ا٠ًمىكذي بيان ز ا  د

ف سؤال زسساى ى ز اذًها ن1مىتو هوي ضايا ى ق ي ا م ا ن :زير مفهوم به ث ت ن ا  د

ف هر در ر ي ر ك ن ي ا ز ى ازشرإيط ى1مجموءه ها٠ا مترى ازناورداهاى برخى د

1. hom eom orphic



س ق از شكل و انحفا برر ر ى٠ هندسة ط ه| ب ١غا

ب خوب كه خمينه خا د انت ذ ه| د ى مترى با تويولوزى نظر ز  ز خمينه ٠ث م خ ت  م

ذ ك ى ا حد تا يعنى م م ى نر ه ت ف ى ‘ي غت رري ى- يا واب ه طويال ب ل٠٧ير ا م ا ك  ة

ى ي ا ا ن ت هايى خمينه مجموعة كردن  معطوف اصولا ث س  اين به كه ا

ل نحو د. قاب ذ صا خي ذ ].٢٢[  ت

 (ين ز  مشهورى و ،—كلاسيك ى قضايا كنون  قطرى كرة قضيه و ٠كر قضية

سا ض ى، زوخاتبركر،١ ١ ۶ ب رل سكنب م نرض ]،ا٨ل كل ف Mn كي  حميته ي

ىر ما . ي د ر ث د ن ب م ه د د ا د كامل س ن ا ى \ذحذاى كه . طع ط دو \ت مت ي را  زير ث

: صدنى د ك

)١.٨( ۴ < )sec(M < ١

M يا صورت در(ين n ت خ ري مان ت §٣ا باكرة ه م  متقارن نضاى Afn ا ا

ة ي . ٠١٧ ك ا م ا ه و س و م عرض ]،.٢٣[ لآ M كي n ف ى ي بءرساي  .ا ح

ى انحناى طع se( < ١ مت c (M > أ d( و ia m (M .د ن ن .ا را  مورت د

M ء٠و يا gn ت است. همسازيخ

ه واضح ك ت س ى بزى ا جز ت لازم برنامه اين ا س ى متري ناورداهاى ا  خيل

ى سر م معرخى بب ت از كه اميد اين با كني را ب ل ا و ها تويولوزى أنها ستاب

ت آنها، همة نه (اكر ييجيدءترى هاى هندسه س ز اًيد. بدد  ناورداهاى اين بين ا

ن كه مترى و كن ر ا ث اين د ح ت با مب د يرده بهكار مونقي د٠ث  ناورداهاى ٠ن

ر ل ا١يهذا نكرند: تابل ز و أ ، س ي ع ه ث د ك ى I ن عها عا ت ث ى٠ي د  ،٢ب

ى ها ع عا ى ث ث ث و ى ى ناوردا ' ي ،٠ب ، مازد ر غيره و ت

ى ها ت اوردا ر ر م ه رب عب وقال م با زير ذ سي ى ت ف طبيع ري طرتع د:٠ ئ رت ىئ

ف تعر ه ))*٣١ (ل ١٨ ي ر و ا ضا ٠يك ؟ ى ى ن ر رد ت ا xt و )X(يا كه X ة نت ث  ن ن

د مى داد، و ت رتعيا ت ه از ا شين ط ي س ز ط بين خاصله م تا ى ن X بدتايبها

)٣.٨( , .xt. ( X ) =  max xt, ( i ١

, ب  درأن كه  : x q ز.ر  تاح : ت  ا

)٣.٨( ( ع ل , ت Y(ل dist ( ؟ } = . , ! , ) •x \ r (xt
ي < )٢( ل

x ش٠ هر q ه١١ ج ك ( X ء \ j J j q ت د د د. ب ه  ب

ء ، ذ ز ة ^X .د.٠ تاميد و ىث

 ستل'ن بتابزين د ٠xt٣(*) = X نطر رم:دا لمرح٠ب كه كتيد رجه
( * )xtع سه ز ٣ عإ ) و X ن ^ )x t۴ طع جهار ز . غيره و X ش د ب ا  ن

ى يايان در ك ؛ موارد از ي د سفا ره ا س ر ز ها ك ى برنامة د ساي نا ر ث ك ن

١ئ س١ ٩ ر و ى ر ا م د ى .ع١ت ]،.٢٢[ ].٢١[ ش ن ء س („ ت( و  ج

ن ر٠ كه ررى٠ بد دارد وجود ت ي  و sec(M(" < ١ كد M" ويعانى خ

„xt(  („)ء + \ ( M n> ذبا ; ™S ت خ ب ز ا ى با يا و ه غا  ذ

ى وير ى ش ن ي = Rpn؟ ح  § n / z ت و خ ت. ديغومورف] “[ ابرري س ز ا  ا

= ١)(" = ت " لاً . با M ا،٤ذ١ ،)( ت س ا ب و .

1. width 2. systole 3. filling radius 4. packing .radii 

5. covering radii 6. excess invariant 7. extent

ى غحة٠ ٧شكل د س ى اويرش دوبعدى ت ل تفير ءء٣ درون به آنءكه بالاى انت ك نته يا ث

ت ١.٨ ش دا د ر يا ة مورد د ح ى. صف ر صوي حة ها۶١٢ت صورى صف ى ت ن ي  حت

ى با ت انحنا ه ٢ر۴۶در ١ ثاب < = )M(٥ iam٢ K  X ق  مىكذد. صد

م اين ك م ‘ح ك ى ز ٨ نتيجة از بعد ح ف ق طوركه 1?٢زيز ذمىكذد ن  در هماز

ل ك ن ٧ ث نا ه داده ن د ر ث ن ي ذ ت ه ت. ج م ي ر ن ت د مأ همازطوركه حقيق ي ق  ست

ى از ل لآ ك ،٠ معلوم ث ود ى صفحة ىث صور ل ت م ا ا ث ك ت نوارموبيوس ي س  ا

ت كه ه . ر يد ج ت ي ن

ت ياددا ٢٠٨ ت درمورد ش ت . ١ ٩ قضمية اثبا خ د. با ن سفا ي ا ها ^ث ز  ا

ا به و مقاسه]ى ك م ى ك م ك ب مورد در ح د مثلثها بودن صل ر ن ك  در ها ٠و

ى ضا ى ن لآ د سا ك ل ه٠ا ي ي ث ت ( م ب به مربوط ق ل  ،،كزرة٣ قضية ر د بودن م

ر زير ف1 ىهانضا مورد د د ء د ا ف ود اثبات ل ىث  ٠م

م نرض .٢٠ كزارة ي . مديف ك ءأ ى ذا ا عدى٠ف د ف و ر ذ ا ك ل \ ١ > 
ى در باشد. ^) =  مورت ي )diam = ( * )١„ +j \ xt ط و ن  X ;١ ن

ج ا ء ا د ب د ن١ در كه طولياياث ت منناهى ض ؤوه _  هاى ١\زركث

وه طوبا ر; د د م غا .71 +١(م ت ) س ن ٠٥; لآى كه ا و  تايت نتطهء د

ل ر حا ك ن اين ا ي ى جن ضا §H ن ج ه ا ن شد خمي ه با ذكا I با يا اً P ١n 

ت س ا § با يا و طوليا م ته خ ري ة بنابر جون است. ن ضي ر ن ط  وكره. ن

M n ر با ت ٠ك خ ري ن سا ت ه س كر ا ض ن1مىتو ،diam(M( < ؟ ا  كرد ;

ر .diam(M( ك f كه M صورت اين د n ى ضا رذا٠كرو ن و سد و ها د  وذ

ى دي ز I به ن P n ى به يا ى ي ضا ن ن كي ا ت م ره تن خ § با ي ت اأ س  ٠ا

م و ك ضجة از ح ة ،١۵ ن ي خ دا ن ى رى باي ج و ك ما ا ن، و ي رلما ه ي ج ي ت ن

ود-٠ ىت

ى. ر سكزا م سبا رنت وث ستزكرو خ ر زكا طر به ا و ر٤لآشت بحثهاى خا

Iى خث مب ها ى ل ه هندسة ر؛ با ر د كه زياد ي ا ق شتيم، ى1م خم. دا رك ك تث
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ن ٠ سي س ا ر زفل ى ة٠ز٠ ٠ما خ كأ ريا س ى .دا ى نن عا ن دا


